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用代数-能量自洽法研究双原子分子
解析势能函数∗

袁丽1) 樊群超1)† 孙卫国1)2)‡ 范志祥1) 冯灏1)

1)(西华大学物理与化学学院, 先进计算研究中心, 成都 610039)

2)(四川大学原子与分子物理研究所, 成都 610065)

( 2013年 10月 30日收到; 2013年 11月 18日收到修改稿 )

基于计算双原子分子完全振动能谱及离解能的代数方法 (algebraic method, AM) 和研究双原子分子
解析势能函数的能量自洽法 (energy consistent method, ECM), 建立了计算双核分子体系精确解析势能
函数的代数 -能量自洽法 (AM-ECM). 应用AM-ECM方法研究了 7Li2-23Σ+

g , KH-X1Σ+, NaLi-X1Σ+和

NaLi-A1Σ+ 电子态的解析势能表达形式, 并与其他方法的研究结果进行了比较, 获得了能正确描述这些电子
态在渐近区和离解区的精确解析表达结果.

关键词: 代数方法, 能量自洽法, 解析势能函数, 双原子分子
PACS: 31.50.Bc, 31.50.Df DOI: 10.7498/aps.63.043102

1 引 言

精确的双原子分子解析势能函数不仅可以用

来解释分子的光谱性质 [1], 还可以用来分析分子的
结构信息 [2]. 此外, 在电子和双原子分子振动激发
散射方面的研究 [3]以及分子反应动力学 [4]、物理化

学 [5]、多原子分子势能面的研究中, 解析势能都起
着非常重要的作用.

迄今已有很多关于双原子分子势能函数的解

析表达式. 例如, 适用于稳定双原子分子的三参数
Morse 势能函数 [6]、Rydberg势能函数 [7]、Murrell
和Sorbie对Rydberg函数进行修改后的Murrell-
Sorbie (MS)函数 [8]及其经过Huxley和Murrell
改进MS势得到的Huxley-Murrell-Sorbie (HMS)
势 [9]; 针对van der Waals分子, Lennard-Jones提
出的Lennard-Jones势能函数 [10]以及 Sage提出
的一个三参数模型的赝高斯势 (pseudogaussian

potential-PG)[11]等. 特别是近年来, 随着计算能
力的提高, 各种从头计算方法也分别用于势能函数
的研究之中, 如Hartree-Fock自洽场方法 (HF)[12]、

Nakatsuji小组提出的对称匹配簇/对称匹配簇组
态 (SAC/SAC-CI) [13,14]、Moller-Plesset微扰理论
方法 (MPPT)[15]、多组态相互作用方法 (MRCI)以
及耦合簇方法 (CCSD(T))[16−21]等, 这些研究方法
为分子势能函数的发展做出了很大贡献. 然而, 这
些方法通常在分子平衡核间距区域都会获得非常

精确的解析结果, 但却很难正确描述分子高激发态
尤其是在离解区域的势能, 这一难题给其他研究领
域造成了很大的不便.

孙卫国课题组 [22]早在 1999年就建立了用于
研究双原子分子解析势能函数的能量自洽法

(ECM) 并获得了同行的好评 [23], 但由于缺乏体
系正确的高激发振动态能谱数据, ECM方法未能
得到广泛应用. 因此, 为了获得体系正确的完全
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振动能谱, 孙卫国等 [24]在 2002年又创建了可正确
计算体系完全振动能谱的代数方法 (AM). 本文正
是将AM方法和ECM方法耦合在一起, 基于这两
种方法建立了能正确获得体系包含离解区在内的

AM-ECM势能解析表达式.
本文应用AM-ECM方法研究了 7Li2-23Σ+

g ,
KH-X1Σ+, NaLi-X1Σ+, NaLi-A1Σ+ 双原子分子

电子态的解析势能函数, 并与其他方法的研究结果
进行了比较, 获得了很好的研究结果. 文中第二部
分简要介绍了代数方法 (AM) 和代数能量自洽法
(AM-ECM); 第三部分应用AM-ECM方法研究了
以上4个分子电子态的解析势能函数并进行了讨论
和比较; 最后对全文进行了总结.

2 理论与方法

2.1 代数方法

基于二阶微扰理论, 孙卫国课题组建立了双原
子分子体系非相对论下核运动的Herzberg类型的
振动能谱表达式 [24,25]:
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(1)式中, υ是振动量子数; ω0, ω e , ω e0, ω eχ e ,
ω ey e , ω ez e , ω et e , ω es e , ω eγ e为振动光谱常数.
(1) 式可写成以下矩阵形式:

AX = E, (2)

(2)式中, A为n × 8阶的系数矩阵, 矩阵元Aνk =(
υ +

1

2

)k

(k = 0, 1, 2, 3, · · · , 7); X为振动光谱常
数矩阵; E 为振动能级组成的列矩阵, 表示为
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在X矩阵中, ω′
e = ω e +ω e0. 若已知某电子态8个

振动态对应的振动能级E, 求解 (2)式, 即可获得
一组振动光谱常数X. 将这组常数X代入 (1)式,
就可以计算得到一组包含其他未知振动态的完全

振动能谱. 对于大多数分子电子态而言, 虽然很难
获得高激发态的振动能谱数据, 但通过现代实验手
段, 一般都会获得一组由m个正确实验振动能级构

成的子集合 [Eexp t
υ ]. 因此, 利用这组子集合, 可以

将 (2)式进行N = C8
m 次计算, 则可得到对应的N

组光谱常数 (ω0, ω e + ω e0, −ω eχ e , ω ey e , ω ez e ,
ω et e , ω es e , ω eγ e), 再将每一组常数代入 (1)式对
振动能级进行计算, 其中总有一组振动数据可以很
好地满足以下物理判据 [24,25]:

Evmax 6 D e , (4)
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=
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1

m
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v=0
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]
→ 0, (5)
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=Evmax − Evmax−1 →足够小, (6)
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e −Dcal

e )/∆Evmax,vmax−1 6 1, (7)
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e
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−∆Evmax,vmax−1), (8)

则这组振动能谱对应的光谱常数就是该分子体系

振动光谱常数集合的一组最佳物理表象. 同时, 由
这组光谱常数计算得到的完全振动能谱即为该分

子体系的精确完全振动能谱{EAM
υ }.

2.2 代数 -能量自洽法

孙卫国课题组在改进HMS势 [26,27]得到

MHMS势 [27]的基础上, 加入一项修正项后提出
一种研究双原子分子解析势能函数的新表达式

—–ECM势 (energy consistent method)[28,29],

VAM-ECM(R)
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=VMHMS(R) + Λ(R)[VMHMS(R)− VM(R)], (9)

若将体系的AM完全振动能谱 {EAM
υ }作为 (9)

式的收敛依据, 则之前的VECM(R)即为现在的

VAM-ECM(R), VMHMS(R)与HMS势表达式相同,
VM(R) 为Morse势, 即

VMHMS(R)

=−D e(1 + a1x+ a2x
2 + a3x

3) e−a1x, (10)

VM(R) = D e [ e−2βx − 2 e−βx], (11)

(10)和 (11)式中, D e为分子离解能; x = R − R e ,
R e是分子核间距的平衡位置, R 是分子核间距; β
表示为

β = (f2/(2D e))
1/2, (12)

f2 = µω2
e ; (13)

势能展开系数 (a1, a2, a3)分别是振动力常数的函

数, 表示为

D ea
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振动力常数 fn由二阶微扰理论推导得
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(18)式中, µ为分子约化质量; D e , R e , µ, ω e , ω eχ e ,
α e分别是分子常数. (9)式中Λ(R)为变分函数

Λ(R) = λ
x

R
[1− e−xλ2/R e ], (19)

(19)式中, λ是可调节变分参数, 并根据AM-ECM
方法确定. 其步骤如下:

1) 对于给定的某双原子分子体系, 根据分子
常数D e , R e , µ, ω e , ω eχ e , α e通过方程 (13), (17),
(18)求得振动力常数 (f2, f3, f4), 再将力常数代入
(14)—(16)式求解展开系数 (a1, a2, a3);

2) 给 参 数 λ一 个 初 始 数 值, 则 (9)式 中
VAM-ECM(λ,R)得到一个尝试性势能函数, 将
VAM-ECM(λ,R)代入核运动的径向Schrödinger方
程 (RSE) , 根据重归一化的Numerov数值方法进
行求解, 可获得一组振动能谱Eλ

v ;
3) 将得到的理论值Eλ

υ 与AM方法求解的
{EAM

υ }“真实”值进行比较. 调整变分参数λ, 重
复以上步骤, 直到能级差 |Eλ

υ − EAM
υ |达到收敛精

度, 那么这个λ值就是给定双原子分子电子态 “真
实”势能函数的变分参数, 从而确定了该电子态的
势能函数VAM-ECM(R).

3 应用与讨论

本文应用AM-ECM方法研究了 7Li2-23Σ+
g ,

KH-X1Σ+, NaLi-X1Σ+和NaLi-A1Σ+电子态的

解析势能函数, 获得了满意的计算结果. 计算
用到的振动光谱常数和作为与Eλ

υ进行比较的

“真实能级”{EAM
υ } 均来自文献 [30, 31]. 表 1列

出了各个分子电子态的平衡核间距R e , 分子
离解能D e , 以及分子振转光谱常数ω e , ω eχ e ,
α e . 表 2列出了用AM-ECM方法计算得到的力
常数 (f2, f3, f4), 势能展开系数 (a1, a2, a3), 以及
变分参数λ的值. 计算过程中均采用原子单位
(Eh = 219474.63067 cm−1). 图 1— 4为用AM-
ECM方法得到的 4 个分子电子态的势能函数曲
线. 图中将AM-ECM势与Morse 势、Rydberg势
以及基于Rydberg-Klein-Rees (RKR)方法的AM-
RKR和实验Expt-RKR数值势能做了比较, 为了
使图中每一种势能的最小值为零, 我们将示意图中
所有数据都做了平移.

表 1 几个碱金属及其化合物电子态的分子常数 (单位: a.u.)

电子态 R e/a0 D e/Eh ω e/Eh ω eχ e/Eh α e/Eh 文献

7Li2-23Σ+
g 5.8357 3.851000× 10−2 1.227176× 10−3 6.772673× 10−6 2.166811× 10−8 [30, 32]

KH-X1Σ+ 4.2330 6.733000× 10−2 4.493453× 10−3 6.974291× 10−5 4.300924× 10−7 [31, 33]

NaLi-X1Σ+ 5.4500 3.220000× 10−2 1.170090× 10−3 7.160281× 10−6 1.736155× 10−8 [31, 34]

NaLi-A1Σ+ 6.3700 3.550000× 10−2 8.567396× 10−4 4.220989× 10−6 1.058437× 10−8 [31, 35]
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表 2 几个碱金属及其化合物电子态AM-ECM势能的力常数 fn, 展开系数 an和变分参数 λ

电子态 f2/(Eha
−2
0 ) f3/(Eha

−3
0 ) f4/(Eha

−4
0 ) a1/a

−1
0 a2/a

−2
0 a3/a

−3
0 λ

7Li2-23Σ+
g 9.5274× 10−3 −8.9269× 10−3 7.4091× 10−3 7.8407× 10−1 1.8368× 10−1 2.1981× 10−2 2.07

KH-X1Σ+ 3.6165× 10−2 −5.9613× 10−2 9.1489× 10−2 1.0336 2.6556× 10−1 5.4002× 10−2 1.84

NaLi-X1Σ+ 1.3306× 10−2 −1.5589× 10−2 1.5624× 10−2 1.0262 3.1991× 10−1 4.8767× 10−2 0.84

NaLi-A1Σ+ 7.1335× 10−3 −6.5175× 10−3 5.2425× 10−3 6.5450× 10−1 1.1371× 10−1 1.1568× 10−2 1.81

图 1给出了 7Li2-23Σ+
g 电子态的势能曲线, 图

中分别列出了AM-ECM 势, Morse 势, Rydberg势
以及数值势能AM-RKR与Expt-RKR. Lazarov课
题组 [32]在2001年通过实验得到了 7Li2-23Σ+

g 电子

态的19个实验振动能级构成的能级子集合 [Eexp t
υ ].

借助这组精确的实验振动数据, AM方法不仅完
全重复了已知的实验能级, 而且也获得了实验上
没有获得的 26个高激发态振动能级数据, 同时获
得了精确的最高振动能级EAM

υmax , 并通过离解能新
公式 (8)式计算得到该分子体系的离解能DAM

e 与

实验离解能符合得非常好. 从图 1可以看出, 该电
子态的AM数值势能 (AM-RKR) 与19个实验数值
势能 (Expt-RKR) 几乎完全重合, 基于AM完全振
动能谱 {EAM

υ } 的AM-ECM势能函数在变分参数
λ = 2.07时不但重复了实验数值势能Expt-RKR,
而且与包含长程相互作用势的AM-RKR势符合
得也很好. 此外, 图 1还清晰地显示了AM-ECM
势, AM-RKR 势, Morse 势, Rydberg势在平衡核
间距R e区域附近都与实验的Expt-RKR势符合
得很好, 而当R > 8.7a0时, Morse势, Rydberg势
很明显与AM-RKR势和Expt-RKR 势有了较大的
偏差, 而AM-ECM势在整个渐进区和离解区都与
AM-RKR势和Expt-RKR势符合得很好. 这些结
果进一步说明获得的AM-ECM势能可以正确描述
该电子态势能的全程行为.

图 2是KH-X1Σ+电子态的势能曲线. 对于该
电子态, 实验上获得了 23个精确的振动能级 [33],
从这些实验能级出发, AM方法计算得到了24个振
动能级构成的完全振动能谱. 图中可以清晰地看
出, AM-ECM势不但重复了AM-RKR势和Expt-
RKR势, 而且正确收敛于该电子态的离解极限.
而在R > 6.2a0区域, Morse势与Expt-RKR势却
出现了较大偏差, Rydberg势也在R > 7.5a0时与

Expt-RKR 势出现了偏差.
图 3和图 4分别给出了NaLi分子X1Σ+和

A1Σ+两个电子态的势能曲线. AM-ECM 势的

变分参数分别为λ = 0.84和 1.81. 图 3中, Morse
势在R = 8.0a0时开始偏离NaLi-X1Σ+电子态的

Expt-RKR值, 尤其在 8.4a0 < R < 16.5a0区域时

偏差较大. Rydberg势在 8.2a0 < R < 16.8a0时与

Expt-RKR势也出现了明显的偏差. 而在整个区
域, 我们获得的AM-ECM势与实验数据始终符合
得很好. 图 4描述了NaLi-A1Σ+电子态的势能曲

线, Rydberg势和Morse 势在 12.0a0 < R < 25.0a0

区域时明显低于AM-ECM势, 而AM-ECM势能更
好地与实验值符合, 即更能正确描述A1Σ+电子态

的全程势能行为.
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图 1 7Li2-23Σ+
g 电子态的势能曲线, 变分参数 λ = 2.07
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图 2 KH-X1Σ+电子态的势能曲线, 变分参数 λ = 1.84
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图 3 NaLi-X1Σ+电子态的势能曲线, 变分参数 λ = 0.84
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图 4 NaLi-A1Σ+电子态的势能曲线, 变分参数 λ = 1.81

4 结 论

本文介绍了新提出的研究双原子分子体系解

析势能函数的代数 -能量自洽法 (AM-ECM), 并
利用该方法研究了 7Li2-23Σ+

g , KH-X1Σ+, NaLi-
X1Σ+和NaLi-A1Σ+分子电子态的精确解析势能

函数, 获得了满意的研究结果. AM-ECM从体系精
确的实验振动数据出发, 利用标准的代数方法获得
正确收敛于体系离解极限的完全振动能谱, 再将这
组完全振动数据作为能量自洽法的收敛判据, 并通
过改变惟一变分参量λ 来最终确定双原子分子解

析势能函数. 研究结果表明, AM-ECM势能够准确
地描述双原子分子电子态的全程势能行为; 同时该
方法在分子渐进区和离解区获得的精确势能, 为双
原子分子化学结构以及化学反应碰撞等研究领域

提供了重要的研究数据.
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Abstract
The analytical potential energy curves of stable diatomic electronic states are investigated based on the algebraic

method (AM) and energy consistent method (ECM). The AM-ECM method is applied to 4 electronic states of 7Li2-
23Σ+

g , KH-X1Σ+, NaLi-X1Σ+ and NaLi-A1Σ+. The results show that the AM-ECM potentials are superior to some
other analytical potentials, and can generate accurate analytical potential expressions of these electronic states in the
molecular asymptotic and dissociation region.
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