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金属圆柱腔体中使用非均一背景增强

微波断层成像∗
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针对基于圆柱金属腔体的微波断层成像系统, 提出了一种利用非均一背景增强系统获取目标信息能力的
方法. 该方法通过在腔体内放置已知物体构成非均一背景, 这样不但能利用背景的先验信息, 而且可以增加
等效辐射源对目标进行探测. 首先, 利用矩量法计算圆柱金属腔体内非均一背景的格林函数和离散积分算子,
并对离散积分算子进行奇异值谱和条件数分析, 在理论上证明该方法的可行性; 然后, 利用基于有限元的对比
源逆成像法对均一背景、有耗非均一背景和无耗非均一背景三种情况进行仿真研究; 最后对仿真结果进行了
误差分析和比较. 仿真结果表明, 该方法可以提高反演收敛速度和结果准确度, 有耗非均一背景略优于无耗
非均一背景. 该方法可以在不改变硬件系统和算法的情况下得到更准确的反演结果, 可应用于医学成像与工
业无损探测.
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1 引 言

微波断层成像 (MWT)是通过求解电磁逆散
射问题来获取感兴趣区域的复介电常数空间分布,
具有非侵入、非电离辐射和超分辨率等优点, 可应
用于生物医学成像 (如早期肿瘤探测、在体组织介
电常数测量等)、穿墙成像、安全检查和地球物理等
领域 [1−9].

由于电磁场具有衍射和多散射效应, MWT问
题呈现严重的病态性和非线性特征, 因此其研究
难度较大. 近年来, 随着计算机技术和数学理论的
发展, 这一领域得到了快速发展. 当前, 微波断层
成像系统主要分为两类. 第一类是基于自由空间
的MWT系统 [10], 这类系统易受到外界不确定微
波源和散射物的干扰. 虽然在测试区域外安装吸
波材料 [11]可以隔离外界的干扰, 但是吸波材料表
面依旧存在微弱的反射, 这种反射场相对目标散

射场而言并不能忽略, 这样就明显降低了散射信
号的信噪比. 信噪比对于病态问题来说十分关键,
微弱的噪声能导致结果巨大的变化, 信噪比低的
数据将无法得到准确的反演结果. 第二类是基于
金属腔体的MWT系统 [12], 由于这类测试系统被
金属腔体包围, 不但屏蔽了外界干扰, 而且提供了
准确的边界条件, 可以求得准确的格林函数, 并计
算准确的积分算子, 这对于MWT算法来说至关重
要. MWT 问题的病态性主要体现在这个积分算
子上, 它决定了反演结果的准确性和收敛速度, 它
仅由MWT 系统决定 (包括边界条件、天线数量和
位置、背景等), 而与被测物无关. Gilmore等 [13]对

MWT系统均一背景对反演结果的影响进行了研
究和讨论; Nordebo等 [14]对基于自由空间的MWT
系统的积分算子进行了分析; Crocco和Litman[15]

对基于自由空间和基于金属腔体均一背景的MWT
积分算子进行了比较和分析.
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本文主要围绕基于金属腔体非均一背景的二

维MWT系统开展研究. 在测试区域中放置一个位
置、形状和介电常数都已知的介质柱, 作为背景的
先验信息给MWT算法提供额外的信息, 以得到更
加准确的反演值. 为了从理论上分析非均一背景
的作用, 首先运用矩量法推导圆柱金属腔体内非均
一背景的格林函数, 并计算得到相应的积分算子.
通过对圆柱金属腔体内均一背景和非均一背景积

分算子的奇异值谱与条件数进行分析和研究, 发现
使用非均一背景可以改善积分算子的奇异值谱、降

低积分算子的病态性. 为了验证这一理论, 用基于
有限元的对比源逆成像法 (FEM-CSI)[16]对两种尺

寸小于半波长的目标在均一、无耗非均一和有耗非

均一背景中的情况进行仿真研究, 并对反演结果的
相对误差进行分析和比较. 结果表明, 利用非均一
背景可以增强基于圆柱金属腔体的MWT系统的
反演能力. 这种方法可以在不改变原有MWT硬件
系统和反演算法的条件下, 提高反演过程收敛速度
和反演结果的准确度, 特别是可以准确地反演目标
的形状, 因而能应用于生物医学成像, 无损检测等
领域.

2 问题描述

基于金属腔体的二维微波断层成像系统如

图 1所示. 圆柱金属腔体内的散射场Esct与总场E

可以表示为

Esct(r) = k20

∫
DI

Gh,d(r, r′)χ(r′)

× E(r′)dr′(r′ ∈ DI, r ∈ DM), (1)

E(r) = Einc(r) + k20

∫
DI

Gh,D(r, r′)χ(r′)

× E(r′)dr′(r′, r ∈ DI), (2)

其中, Einc为入射场, k0为自由空间的波数, χ(r) =
ε(r)/ε0 − 1, ε(r)为DI中介电常数的空间分布, ε0
为自由空间的介电常数, Gh,d为均一背景的数据

方程格林函数, Gh,D为均一背景的空间方程格林

函数.
由文献 [17]知金属腔体内均一背景的格林函

数可以表示为

Gh
PEC(r, r

′)

=
1

4

+∞∑
n=−∞

Jn(k0ρmin)

Nn(k0ρPEC)
[Nn(k0ρPEC)Jn(k0ρmax)

− Jn(k0ρPEC)Nn(k0ρmax)] ejn(θ−θ′), (3)

其中, r = (ρ, θ), r′ = (ρ′, θ′), ρmin = min(ρ, ρ′),
ρmax = max(ρ, ρ′), Jn和Nn分别为n 阶第一类与

第二类贝塞尔函数. 类似 (1)和 (2)式中对r和r′取

值范围的定义, 可以得到金属腔体内均一背景的数
据方程格林函数Gh,d

PEC和空间方程格林函数Gh,D
PEC.

/

DM

DI

D

Y

X

ρTR

ρPEC

图 1 基于圆柱金属腔体的二维微波断层成像系统原理图

基于圆柱金属腔体的非均一背景的格林函数

Ginh
PEC应满足以下标量Helmholtz 方程:

∇2Ginh
PEC(r, r

′) + k20εb(r)G
inh
PEC(r, r

′)

=− δ(r − r′), (4)

其中, εb(r)为DI中非均一背景介电常数空间分布,
δ(r − r′)为Dirac方程.

由 (4)式可以得到

Ginh
PEC(r, r

′)

=

∫
DI

{
− δ(r′′ − r′)− k20[εb(r

′′)− 1]

×Ginh
PEC(r

′′, r′)
}
·Gh

PEC(r, r
′′)dr′′, (5)

其中, r′, r′′ ∈ DI, 当r ∈ DI时, (5)式为Ginh,D
PEC ; 当

r ∈ DM时, (5)式为Ginh,d
PEC .

对空间DI进行离散化后, 由 (5)式可以得到

[Ginh
PEC]M×N

=
[
[ginh

1 ]N×1 · · · [ginh
i ]N×1 · · · [ginh

M ]N×1

]T
, (6)

其中

[ginh
i ]TN×1 =

(
[I]N×N − k20[G

h,D
PEC]N×N

× [[ε− 1]]N×N

)−1
[gh

i ]
T
N×1, (7)

其中, [I]N×N为单位矩阵, [[ε − 1]]N×N 为对角矩

阵, 其对角线上的元素等于向量 [ε − 1]N×1对应行

的元素, 上标T表示矩阵的转置, N 为网格总数,
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M为天线数. 求得格林函数之后, 圆柱金属腔体内
非均一背景中散射场与总场可由

Esct(r) = k2b(r)

∫
DI

Ginh,d
PEC (r, r′)χ(r′)

× E(r′)dr′ (r′ ∈ DI, r ∈ DM), (8)

E(r) = Einc(r) + k2b(r)

∫
DI

Ginh,D
PEC (r, r′)

× χ(r′)E(r′)dr′ (r′, r ∈ DI) (9)

求得, 其中, kb(r) = ω
√
εb(r)µ为非均一背景r 处

的波数, µ为磁导率, 本文中我们假设所涉及的介
质都为非磁性物质, 其磁导率均等于自由空间的磁
导率, 即µ = µ0, χ(r) = ε(r)/εb(r) − 1. 对 (8)和
(9)式离散化后得到

[Esct]M×1 = [Ginh,d
PEC ]M×N

× [[χ]]N×N · [E]N×1, (10)

[E]N×1 = [Einc]N×1 + [Ginh,D
PEC ]N×N

× [[χ]]N×N · [E]N×1, (11)

其中, [[χ]]N×N是对角矩阵, 其对角线上的元素等
于向量 [χ]N×1 对应行的元素.

3 积分算子奇异值谱分析

(10)式中的 [Ginh,d
PEC ]M×N即为微波断层成像中

最关键的离散积分算子, 它是由微波断层成像系
统决定的, 只与金属腔体尺寸、天线数量和位置、
金属腔体内的背景介电常数分布等相关, 与被测
物无关. 通过分析MWT系统的离散积分算子可
以评价和设计MWT硬件系统, 并且预测其反演结
果的质量 [15]. 根据Arzelà-Ascoli定理知, 积分算子
[Ginh,d

PEC ]M×N是CN → CM的紧算子. 因此, 该算子
可以表示为以下形式

G =
∞∑

n=1

σn⟨vn, ·⟩un, (12)

其中, σn为第n个奇异值, vn和un分别为对应

的右特征向量和左特征向量. vn是输入变

量 ([E]N×1)的正交基向量, 而un则是输出结果

([Esct]M×1)的正交基向量. 实际运用中, n不

能是无穷大, 通常根据N和M 的值进行截断,
n = min(N,M). 因此, 算子 (12)不但限制了数
据方程 ((10)式)和空间方程 ((11)式)中散射场与
总场的自由度, 而且还决定了MWT系统的低通滤
波特性, 这就决定了MWT硬件系统所能提供的最
大信息量. 反演算法是通过对某种代价函数求最

值的方法求解MWT问题的最优解, 而正则化方法
是通过改变这种代价函数帮助反演算法得到正则

化方法规定条件下的最优解, 但它们的输入都是
MWT系统提供的数据, MWT系统的优劣直接影
响数据质量, 从而影响反演结果. MWT积分算子
的奇异值谱和条件数是评价MWT系统优劣的依
据. 一个良态问题的奇异值谱是接近水平的, 其算
子的条件数足够小, 而病态问题的奇异值谱随n的

增大快速下降, 其算子的条件数非常大. 为了比较
不同背景的积分算子奇异值谱和条件数, 我们使
用归一化奇异值谱

∑
n = σn/σ1. 在D中放置已知

介质, 形成非均一背景, 这样可以降低MWT系统
的病态性. 从物理角度分析, 非均一背景提供了新
的等效辐射源, 并提供了部分背景的先验信息; 从
数学角度分析, 非均一背景改变了积分算子的奇异
值谱.

4 对比源逆成像法

对比源逆成像法是一种迭代方法, 可以计算任
意强度散射问题, 该方法是通过使用共轭梯度法最
小化代价函数的方式获得最优的对比源 (w(r))与
对比度函数 (χ(r))[18]. 本文应用基于有限元的对
比源逆成像法进行仿真研究 [16].

当测试区域中没有待测物时, 入射场应满足以
下标量Helmholtz方程:

∇2Einc(r) + k2bE
inc(r) = jωµJ(r), (13)

其中, 激励源J(r) = −δ(r − rt)/(jωµ), rt ∈ DM.
当测试区域中存在待测物时, 总场满足标量

Helmholtz方程:

∇2E(r) + k2b(r)E(r) = jωµJ(r). (14)

定义散射场Esct , E − Einc, 则由 (13)和 (14)式
得到

∇2Esct(r) + k2bE
sct(r) = −k2b(r)w(r), (15)

其中, 对比源w(r) , χ(r)E(r), χ(r) = [εr(r) −
εb(r)]/εb(r). 定义算子

Esct(rt) = MS(w(r)), (16)

Esct(r) = MD(w(r)), (17)

其中, r ∈ D, rt ∈ DM.
在对比源逆成像法中w(r)和χ(r)交替更新.

计算第n次wn(r)时假设χn−1(r)已知, 反之, 计算
χn(r)时假设wn−1(r)已知. 评价χn(r)和w(r)用

如下代价函数:

F (χ,w) = F S(w) + FD(χ,w), (18)
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其中,

F S(w) =
∥Esct −MS(w)∥

∥Esct∥
, (19)

FD(χ,w) =
∥χ⊙ Einc − w + χ⊙MD(w)∥

∥χ⊙ Einc∥
, (20)

(19)和 (20)式中⊙为Hadamard乘积.
在对比源逆成像法中, 首先要计算初始对比源

w0(r):

w0(r) =
Re⟨MS(G(Esct)), Esct⟩DM

∥MS(G(Esct))∥2DM

G(Esct), (21)

其中, 算子G = −2T−1
DM

MH
S
/
∥Esct∥2DM

, TDM为有

限元中的质量矩阵. 有了对比源的初始值之后, 对
比度函数与对比源就可以由以下两个式子进行迭

代计算:{(∑
t

[[Et,n]]
H
N×N [TD]N×N [[Et,n]]N×N

)
χn

=
∑
t

[[Et,n]]
H
N×N [TD]N×N [[wt,n]]N×N ,

wt,n = wt,n−1 + at,ndt,n, (22)

其中,

at,n = arg mina(F (wt,n−1

+adt,n, χn−1)),

dt,n = −gt,n

+
⟨gt,n, gt,n − gt,n−1⟩DI

∥gt,n−1∥2DI

dt,n−1,

(23)

这里 gt,n = ∂F (χ,wt)/∂wt,n.

5 仿真研究

5.1 积分算子奇异值谱分析

为了验证本文提出方法的有效性, 我们对截
面尺寸小于半波长的圆形和三角形柱体目标在均

一背景、无耗非均一和有耗非均一背景中进行二

维微波断层成像仿真研究, 如图 2所示. 为了得
到更好的反演结果, 我们把待测目标放置在靠近
接收天线和金属腔体的位置 [19], 并在靠近目标的
区域 (εb1 = 1)放置一个已知的圆柱介质 (有耗:
εb2 = 3 − j × 0.5, 无耗 εb2 = 3)作为非均一背
景, 目标介电常数 ε = 4 − j × 1, 仿真使用频率
f = 3 GHz, 天线数量M = 26.

对如图 2所示MWT系统的离散积分算子进
行奇异值谱分析, 如图 3所示. 非均一背景的积分
算子奇异值谱优于均一背景的积分算子奇异值谱,
有耗非均一背景与无耗非均一背景的奇异值谱十

ρTR=0.11 m

ρTR=0.11 m

ρPEC=0.12 m

ρPEC=0.12 m

Y

X

Y

X

(a)

(b)

εb1

εb1

εb2

εb2

0.0425 m

0.0425 m

0.045 m

0.045 m

0
.0

4
5
 m

0.02 m

0.02 m

0.01 m

0.01 m

图 2 圆柱金属腔体内非均一背景与目标示意图 (a) 三
角形柱体目标; (b) 圆形柱体目标
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图 3 基于圆柱金属腔体的微波断层成像系统 (如
图 2所示)的积分算子的奇异值谱, 其中 ρPEC = 0.12 m,
ρTR = 0.11 m, M = 26, N = 80× 80 = 6400

分接近. 当系统加入非均一背景时, 积分算子的奇
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异值谱发生了变化, 1 < n < 8和 12 6 n 6 26处

非均一背景的奇异值明显变大, 这有利于得到更稳
定、更准确的反演结果. 尤其是12 6 n 6 26处的奇

异值增大, 这表示系统可以得到更多散射场的高频
成分, 并且具有更高的噪声容忍度. 表 1所示为各

种背景条件下的积分算子条件数, 无耗和有耗非均
一背景积分算子的条件数分别比均一背景积分算

子小 24.1% 和 42.1%, 这说明积分算子的病态性降
低了, 更容易得到稳定、准确、惟一的反演结果.

表 1 积分算子条件数比较

背景类型 条件数

均一背景 (空气) 2.3384× 1016

非均一背景 (无耗) 1.7745× 1016

非均一背景 (有耗) 1.3545× 1016

由表 1可以看出有耗非均一背景积分算子的

病态性较无耗非均一背景稍小, 这说明使用有耗非
均一背景更有利于反演.
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图 4 (网刊彩色)三角形柱体目标的二维反演结果 (左图为实部, 右图为虚部) (a), (b) 均一背景; (c), (d) 无耗非
均一背景; (e), (f) 有耗非均一背景

044102-5

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 63, No. 4 (2014) 044102

5.2 反演结果

使用FEM-CSI法对图 2所示柱体目标进行二

维反演计算, 并对反演结果进行误差分析.
图 4所示为三角形柱体目标的二维反演结果,

我们用相对误差 (Li)来评价和比较反演结果:

Li =
∥εtrue − εrecon∥i

∥εtrue∥i
, (24)

其中, ∥ ∥i为 i范数, εtrue和 εrecon分别为DI 中真

实介电常数分布与反演结果.
如图 4— 7所示, 非均一背景中的反演结果优

于均一背景中的反演结果, 有耗非均一背景的反
演结果优于无耗非均一背景的反演结果, 这符合
图 3和表 1的分析结果. 如图 4 (f)所示, 三角形目
标左端的角被成功地反演, 如图 6 (c)—(f)所示, 圆
目标轮廓清晰完整, 这说明反演结果包含了更多的
稳定的高频成分. 如图 5和图 7所示, 使用非均一
背景加快了反演算法的收敛速度, 并且得到了更准
确的结果. 三角形目标和圆形目标反演结果相对误
差及其优化率分别如表 2和表 3所示, 使用非均一
背景之后, 反演结果准确度有明显的提升.
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图 5 三角形目标反演结果的相对误差 (a) L1; (b) L2; (c) Lmax

表 2 三角形目标反演结果相对误差比较

背景类型
L1 L2 Lmax

L1(1000) 优化率/% L2(1000) 优化率/% Lmax(1000) 优化率/%

均一背景 0.2270 — 0.3064 — 0.7670 —

非均一背景 (无耗) 0.1969 13.26 0.2784 9.14 0.7670 0

非均一背景 (有耗) 0.1896 16.48 0.2728 10.97 0.6819 11.10
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图 6 (网 刊 彩 色) 圆 柱 目 标 的 二 维 反 演 结 果 (左 图 为 实

部, 右 图 为 虚 部) (a), (b) 均 一 背 景; (c), (d) 无 耗 非 均 一 背 景;
(e), (f) 有耗非均一背景

表 3 圆柱目标反演结果相对误差比较

背景类型
L1 L2 Lmax

L1(1000) 优化率/% L2(1000) 优化率/% Lmax(1000) 优化率/%

均一背景 0.1827 — 0.2438 — 0.7412 —

非均一背景 (无耗) 0.1561 14.56 0.2132 12.55 0.6957 6.14

非均一背景 (有耗) 0.1536 15.93 0.2112 13.37 0.6737 9.11
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图 7 圆柱目标反演结果的相对误差 (a) L1; (b) L2; (c) Lmax

6 结 论

本文研究了基于金属腔体MWT系统的非均
一背景对反演结果的影响, 提供了一种新的MWT
系统优化方法. 首先, 使用矩量法推导了圆柱金属
腔体内非均一背景的积分算子, 并对其进行了奇异
值谱分析, 从理论上研究了金属腔体内非均一背景
对反演结果的影响. 由于积分算子只由MWT系统
决定, 与反演算法无关, 因此我们使用FEM-CSI反
演算法进行仿真验证, 并给出相应的分析. 主要结
论有一下几点:

1) 反演结果的优劣与MWT积分算子的奇异
值谱和条件数有关, 积分算子的奇异值谱下降越
慢、条件数越小, 则反演结果越好;

2)使用非均一背景可以优化基于金属腔体的
MWT积分算子, 使用反演算法可以得到更细节、
更准确的反演结果, 该方法不改变现有的MWT硬
件系统, 具有成本低, 效果好的特点, 可应用于现有
的MWT系统.

本文的研究结果为MWT优化技术提供了一
种新的方法, 并为MWT系统最优非均一背景的研
究提供了理论和仿真依据.
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Enhancing microwave tomography in a circular metallic
chamber by an inhomogeneous background∗
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Abstract
Microwave tomography is enhanced by using an inhomogeneous background. In this paper, the measurement region

is located in a circular perfect electrical conductor (PEC) chamber where a known object is placed inside the imaging
domain as an inhomogeneous background. This can not only make use of the prior information about the background,
but also increase the equivalent radiation source for the target detection. The Green function of a circular PEC chamber
with inhomogeneous background is obtained using the method of moments. Based on the Green functions for both
homogeneous and inhomogeneous background in circular PEC chamber, the properties of the radiation operators are
analyzed by comparing the condition numbers and the singular value spectra. Simulations are carried out in homogeneous,
lossless inhomogeneous and lossy inhomogeneous backgrounds respectively, and the relative errors are discussed. The
results show that using inhomogeneous background can improve the convergence rate and accuracy, and the lossy
inhomogeneous background produces better results than the lossless one. In addition, it can enhance the inversion
results without changing the microwave tomography system, which can be used in the medical imaging and industrial
nondestructive detection.
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