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一类Fermi气体在非线性扰动机制中
轨线的渐近表示∗
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研究了一维Fermi气体的非线性扰动模型. 首先构造了相应的泛函, 其次选取Lagrange乘子, 再利用改
进的广义变分迭代方法得到了此模型轨线的近似解析解. 列举了一个简单的例子, 指出利用改进的广义变分
方法得到的轨线有较好的近似度. 主要研究目的是提供一种求解非线性物理问题的有效方法.
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1 引 言

激光冷却技术的发展使得玻色 -爱因斯坦凝聚
(BEC)得到实现 [1]. 此后, 无论在实验方面还是在
理论方面, 国内外学者对它进行了很多有意义的研
究. 近年来, 在冷原子研究中关于光晶格超流Fer-
mi气体及其凝聚体动力学特性的研究开展较多,包
括量子相变、约瑟夫森效应、物质波的干涉和演化;
利用Feshbach共振技术控制光晶格特性, 调节原
子间相互作用参数; 光晶格中Fermi气体Bardeen-
Cooper-Schrieffer (BCS)凝聚—BEC渡越过程的
稳定性和隧穿等性质; 布洛赫振荡; 超流 -绝缘相
变; 集体激发; 通过相平面分析以及周期调制研究
BCS—幺正性跨越区的一些现象 [2−15]. Landau-
Zener隧穿效应是超流Fermi凝聚体中一个十分有
意义的量子现象, 它描述了在外场驱动下一个系统
相邻能级间的量子隧穿. 这种隧穿普遍地存在于各

类系统中, 并有广泛的应用. 双势阱为研究这种隧
穿现象 (如, 非线性振荡、自俘获现象、强耦合周期
驱动、两阱间的Landau-Zener隧穿现象等 [11])提供
了良好的模型.

近年来一些学者利用非线性动力学的解析理

论研究一类Fermi气体光晶格扰动机制, 并求得了
近似解析解. 这种方法的优点在于所得到的近似解
析解的表达式能进行相关的解析运算, 从而可得到
有关物理量的更广泛性态. 文献 [16—27]利用非线
性近似解析方法研究一类非线性问题. 本文利用一
个简单而有效的改进的广义变分迭代方法 [28]近似

地求解一类Fermi气体在光晶格扰动机制中轨线的
渐近表示.

2 Fermi气体光晶格扰动模型

考虑一维加速光晶格中凝聚的Fermi气体, 对
于凝聚的大量Na原子, 库珀对尺度相对于光晶格
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尺度足够小,当温度足够低时, Fermi气体分子体系
从BCS凝聚到幺正性渡越过程的动力学行为可用
如下非线性薛定谔方程描述 [12,13]:

i~∂ϕ
∂t

= − 1

2M

(
~
∂

∂x
− iMalt

)2

ϕ

+ V0 cos(2kLx)ϕ+ µϕ, (1)

式中, M = 2m, m为单个原子的质量; kL为激光的

波数, kL =
2

λ
(λ = 1064 nm); V0为一维光晶格强

度; Mal为光晶格中的惯性力; ϕ为凝聚体的波函

数; µ为体系的化学势. 做代换, 令

x̃ = 2kLx,

ϕ̃ =
ϕ

√
n0

,

ṽ =
mV0

4~2k2L
,

t̃ =
4~2k2Lt
M

,

α̃ =
M2al
8~2k3L

,

式中n0为Na原子平均粒子数密度, n0 = 3 ×
1021 m−3. 超流Fermi气体体系从分子BCS凝聚
渡越到幺正性的过程中化学势µ可表示为 [14]

µ(n, bs) =
2~
M

(6π2n)2/3g((2n)1/3bs),

这里, bs为散射长度;

g(x̃) = 1 +
δx̃

1− κx̃
,

其中, δ = 4π/(3π2)2/3, κ = δ/0.56. 当 x̃ > 1时,
系统处于BCS凝聚区; 当 x̃ < 1时, 系统处于幺正
性区.

再设

ϕ = ξ1 exp
(

i
(
θ1 +

x̃

2

))
+ ξ2 exp

(
i
(
θ2 −

x̃

2

))
,

将其连同BCS凝聚区和幺正性区的化学势分别代
入 (1)式, 可得到粒子数差 s、相对相位 θ所满足的

系统 [11,15]

ds
d t̃

= − ṽ
√
1− s2 sin θ, (2)

dθ
d t̃

=
ṽs√
1− s2

cos θ + d1
4k2L

s

+
d2

16k2L
s(1− s2)− γ(s, θ), (3)

式中, s = ξ22 − ξ21 ; θ = θ2 − θ1; γ(s, θ) 为扰动函数,
设其为充分光滑函数; d1, d2的大小取决于n0, bs,
kL, 其表达式从略.

3 光晶格扰动系统在相平面的轨线

由 (2)式可知, d t̃ = − ds
ṽ
√
1− s2 sin θ

. 将其代

入 (3) 式, 便可得到光晶格扰动系统在 s-θ相平面
上的轨线满足下列方程:

d cos θ
ds =

s

1− s2
cos θ + 1

ṽ

(
d1
4k2L

s√
1− s2

+
d2

16k2L
s
√
1− s2

)
− γ(s, θ)

ṽ
√
1− s2

. (4)

首先, 考虑Fermi气体在光晶格不加扰动的情
形. 这时γ(s, θ) = 0. 于是有

d cos θ
ds =

s

1− s2
cos θ + 1

ṽ

(
d1
4k2L

s√
1− s2

+
d2

16k2L
s
√
1− s2

)
. (5)

由 (5)式不难得到在光晶格无扰动情形下轨线的精
确解析表达式, 即

θ =± arccos
[
C(1− s2)−1/2 − 1

64ṽk2L

×
(
8d1(1− s2) + d2(1− s2)2

)]
, (6)

式中C为任意常数. 常数C的不同取值对应相平

面上不同的闭轨线, 在微分方程定性理论中称为
极限环, 它表明轨线函数具有周期性. 为了直观
表述, 取无量纲参数 d1 = d2 = ṽ = kL = 1, 当
常数C = 1.00, 0.75, 0.50, 0.25时, 在相平面 s-θ
(−1 6 s 6 1)上的闭轨线如图 1所示.

θ
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图 1 在光晶格无扰动时Fermi气体的轨线

其次, 考虑Fermi气体在光晶格具有扰动的情
形. 此时在 s-θ相平面上轨线满足 (4)式, 由于扰动
函数γ(s, θ) ̸= 0, 因此一般不能得到轨线初等函数
的精确表达式. 为此, 我们用近似表达式去逼近它.
下面用改进的广义变分迭代方法求出轨线的近似

表达式.
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4 改进的广义变分迭代

首先对 (4)式做变换, 令w = cos θ, 得
dw
ds =

s

1− s2
w +

1

ṽ

(
d1
4k2L

s√
1− s2

+
d2

16k2L
s
√
1− s2

)
− γ(s, arccosw)

ṽ
√
1− s2

. (7)

利用改进的广义变分迭代方法, 引入泛函
F (s, w) ∈ C2(R),

F (s, w) = w −
∫ s

−1

λ

[
dw
dξ − ξ

1− ξ2
w

− d1
4ṽk2L

s√
1− s2

− d2
16ṽk2L

s
√
1− s2

+ h̄(ξ, w)

]
dξ, (8)

式中, ξ为积分变量; λ为Lagrange乘子; h̄(ξ, w)为
h(ξ, w)的限制变量, 而h(ξ, w)则为 [25]

h(ξ, w) =
γ(ξ, w)

ṽ
√
1− ξ2

.

将泛函 (8)式进行变分运算 δF , 并令 δF = 0,
可得到系统的Lagrange乘子λ满足

dλ
dξ +

ξ

1− ξ2
λ = 0 (ξ < s), (9)

λ|ξ=s = 1. (10)

由 (9)和 (10)式不难得到

λ =
1

(1− s2)1/2
(1− ξ2)1/2.

于是, 由 (7)和 (8)式能构造 (4)式关于函数w近似

解的迭代式, 即

wn = wn−1 −
1

(1− s2)1/2

∫ s

−1

(1− ξ2)1/2

×
[

dwn−1

dξ − ξ

1− ξ2
wn−1 −

1

ṽ

(
d1
4k2L

s√
1− s2

+
d2
4k2L

ξ√
1− ξ2

− γ(ξ, arccoswn−1)√
1− ξ2

)]
dξ

�(n = 0, 1, · · · ). (11)

选取 (4)式解w0(s) = cos θ0作为初始近似, 其
中 θ0为Fermi气体在光晶格无扰动情形下轨线的
精确解析表达式, 即

θ0 = ± arccos
[
C(1− s2)−1/2 − 1

64 ṽk2L

× (8d1(1− s2) + d2(1− s2)2)

]
. (12)

当n = 1时, 由 (12)式及迭代关系式 (11)有

w1 = w0 −
1

(1− s2)1/2

∫ s

−1

(1− ξ2)1/2

×
[

dw0

dξ − ξ

1− ξ2
w0 −

1

ṽ

(
d1
4k2L

s√
1− s2

+
d2
4k2L

ξ√
1− ξ2

− γ(ξ, arccosw0)√
1− ξ2

)]
dξ

= w0 +
1

(1− s2)1/2

∫ s

−1

γ(ξ, arccosw0)dξ,

即

w1 = w0 +
1

(1− s2)1/2

∫ s

−1

γ(ξ, w0)dξ. (13)

当n = 2时, 有

w2 = w1 −
1

(1− s2)1/2

∫ s

−1

(1− ξ2)1/2

×
[

dw1

dξ − ξ

1− ξ2
w1 −

1

ṽ

(
d1
4k2L

s√
1− s2

+
d2
4k2L

ξ√
1− ξ2

− γ(ξ, arccosw1)√
1− ξ2

)]
dξ. (14)

利用同样的方法可依次得到序列 {wn(s) (n =

0, 1, · · · )}.
可以证明, 当 s ∈ [−1, 1]时, 序列 {wn}是一致

收敛的. 设

w(s) = lim
n→∞

wn(s).

不难证明, 由上式确定的极限函数w(s)就是Fermi
气体在光晶格具有扰动情形下轨线的精确解析表

达式. 而wn(s)就是 (7)式对应的n次近似解析解.
考虑到变换w = cos θ, 我们可得到Fermi气体

在光晶格具有扰动情形下轨线的n次近似解析表

达式, 即

θn(s) = ± arccoswn(s).

5 举 例

为了简单表述, 我们考虑Fermi气体在光晶格
具有微扰周期调制的情形, 微扰项γ(s, θ) = r cos θ,
其中 r为小的正参数. 这时Fermi气体光晶格系统
(2), (3)可表示为

ds
d t̃

= − v
√
1− s2 sin θ, (15)

dθ
d t̃

=
ṽs√
1− s2

cos θ + d1
4k2L

s
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+
d2

16k2L
s(1− s2)− r cos θ. (16)

对应的 (7)式可表示为

dw
ds =

s

1− s2
w +

d1
4ṽk2L

s√
1− s2

+
d2

16ṽk2L
s
√
1− s2 − rw

ṽ
√
1− s2

. (17)

当n = 1时, 由广义变分迭代式 (11)可得到
Fermi气体光晶格系统 (17) 的一次近似解w1(s) 为

w1(s) = w0 −
1

(1− s2)1/2

∫ s

−1

(1− ξ2)1/2

×
[

dw0

dξ − ξ

1− ξ2
w0 −

(
d1
4k2L

ξ√
1− ξ2

+
d2

16k2L
ξ
√
1− ξ2

)
+

rw0

ṽ
√

1− ξ2

]
dξ,

式中, w0 = cos θ0, θ0由 (12)式表示. 于是

w1(s) = cos θ0 −
e

ṽ(1− s2)1/2

∫ s

−1

cos θ0dξ,

即

w1(s) = C(1− s2)−1/2 − 1

64ṽk2L
(8d1(1− s2)

+ d2(1− s2)2) +
r

(1− s2)1/2

×
[
C

(
arcsin s+

π

4

)
+

1

64ṽk2L

×
(
4d1 +

d2
2

)
s2
(
s

3
+

s2

3
− s3

5

)]
. (18)

因此, 在Fermi气体光晶格具有周期微扰的系统
(15), (16)情形下, s-θ 相平面中轨线的一次近似解
析解 θ1(s)的表达式为

θ1(s) = arccos
[
C(1− s2)−1/2 − 1

64ṽk2L

× (8d1(1− s2) + d2(1− s2)2)

+
r

(1− s2)1/2

[
C

(
arcsin s+

π

4

)
+

1

64ṽk2L

(
4d1 +

d2
2

)
s2

×
(
s

3
+

s2

3
− s3

5

)]]
. (19)

选取无量纲参数为d1 = d2 = ṽ = kL = 1, 在
Fermi气体光晶格具有周期微扰的系统 (15), (16)
情形下, 当C = 1, 0.5, 小参数 r = 0.100, 0.075,
0.050时, 在 s-θ相平面中轨线的一次近似解析解
θ1(s) 的曲线如图 2和图 3所示, 其中实线表示对应

情形下的精确轨线, 而虚线表示参数 r取不同值时

的近似轨线.

θ r=0.100

r=0.050

r=0.075

-1.0 -0.5 0 0.5 1.0

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

s

图 2 当C = 1时, 在周期扰动下Fermi气体光晶格系统
的闭轨线

θ
r=0.100

r=0.050

r=0.075

-1.0 -0.5 0 0.5 1.0

-1.0

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

s

图 3 当C = 0.5时, 在周期扰动下Fermi气体光晶格系
统的闭轨线

从图 2和图 3可以看出, Fermi气体在光晶格
具有周期微扰的系统 (15), (16)情形下, s-θ相平面
中的近似轨线都为封闭曲线 (极限环), 轨线函数均
为周期函数, 而且参数 r越小, 一次近似闭轨线越
靠近系统的精确闭轨线.

Fermi气体光晶格系统 (17)的二次近似解
w2(s)为

w2(s) = w1 −
1

(1− s2)1/2

∫ s

−1

(1− ξ2)1/2

×
[

dw1

dξ − ξ

1− ξ2
w1 −

1

ṽ

(
d1
4k2L

s√
1− s2

+
d2
4k2L

ξ√
1− ξ2

− rw1√
1− ξ2

)]
dξ,

这里w1(s)由 (18)式表示. 用同样的方法, 可依次
得到Fermi气体光晶格系统 (15), (16)的n次近似

解wn(s) (n = 3, 4, · · · ). 于是在光晶格系统 (15),
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(16)情形下, s-θ相平面中轨线的n次近似解析解

θn(s) 的表达式为

θn(s) = ± arccoswn(s) (n = 0, 1, · · · ).

利用摄动理论可以证明, 在Fermi气体光晶格
微扰周期调制系统 (15), (16)情形下, s-θ相平面中
轨线的n次近似解析解 θn(s) 与其精确解 θ(s) 有如

下的误差估计:

θ(s) = θn(s) +O(rn+1) (0 < r ≪ 1).

6 结 论

Fermi气体光晶格系统是一个复杂的自然现
象, 因此我们需要把它简化为非线性的基本模式,
并且用近似方法求解. 改进的变分迭代方法就是一
个简单而有效的方法. 这个方法是定义一组泛函,
通过求广义变分的过程得到对应的Lagrange乘子,
从而可构造广义变分迭代式. 适当地选取迭代式的
初始近似, 从而从迭代式求出在相平面上系统轨线
的近似解析解. 采用该广义变分迭代方法得到非线
性的近似解时, 初始近似的选取是十分重要的, 本
文选用在光晶格无扰动系统中相平面上的轨线函

数作为零次近似. 进一步用逼近理论得到光晶格具
有扰动情形下系统在相平面上相应的各次轨线函

数的近似解析解. 从光晶格具有扰动情形下系统
在相平面上近似轨线函数的解析表达式出发, 能够
用解析运算得到相关物理量的性态. 如计算超流
Fermi气体体系从分子BCS凝聚渡越到幺正性的
化学势, 分析散射长度及耦合系数对相图的影响及
临界特征, 计算周期调制下从约瑟夫森振荡到自俘
获的临界耦合系数, 并能得到临界耦合系数与散射
长度的关系, 在外场驱动下系统相邻能级间的量子
隧穿等.
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Abstract
The model of nonlinear disturbed mechanism for one-dimensional Fermi gas is investigated. Firstly, the corre-

sponding functional is constructed; secondly, its Lagrange operator is selected; using the modified generalized variational
iteration method, the approximate analytic solutions of corresponding path curves are obtained. A simple example is
given, and the approximation accuracy obtained by using the modified generalized variational iteration method is shown
to be better. The aim of this article is to provide a valid method of solving the nonlinear physical problems.
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