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一类海-气振子模型的微扰解∗
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文章创建一个求解关于海 -气振子模型非线性方程的渐近方法, 并且基于一类海 -气振子模型, 借助于改
进的微扰方法, 首先按时滞参数进行展开, 然后对两小参数的相对值分为三种情形进行讨论, 最后利用微分不
等式理论得到了问题解的一致有效的渐近展开式.
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1 引 言

海 -气振子是发生在热带大气和海洋中的异常
事件, 它严重地影响各地区气候和生态等方面的
变化, 对其规律的研究和预防为当前学术界所关
注 [1−9]. 海洋和大气之间的交互作用, 影响着气候
的波动, 对这种交互作用的研究特别集中在厄尔尼
诺现象上. 厄尔尼诺的振荡性态是海 -气流动的正
负两种反馈的结果, 这两种反馈决定了海表温度
(SST)变化, 并与南方涛动流动强度有关, 导致了
弱信风沿着赤道行进. 弱信风驱动着海洋流动变
化, 加强了SST的异常. 许多学者已使用不同的方
法对海 -气振子局部和整体的性态做了多方位的讨
论 [1−6]. 对于复杂的全球海 -气耦合现象, 通过简
化的海 -气非线性相互作用物理过程, 得到的振子
模型能描述海 -气振子的某些重要物理现象. 因此
许多学者提出了研究海 -气振子的各种振子形式的
动力系统模型 [7−12], 如充电 -放电振子 [7,8,11]、时滞

振子 [9]、平流 -反射振子 [10]等理论的研究. 近来,许
多学者研究了非线性微扰问题. 一些近似方法被优

化和改进, 包括边界层法、平均化法、匹配近似展开
方法和多重尺度法等 [13−17]. 文献 [18—30]也利用
微扰理论和方法研究了一类非线性问题. 本文讨论
一类时滞海 -气振子微扰振子. 众所周知, 对于 “微
扰”模型, 使用微扰方法来求其模型渐近解是十分
有效的. 因为用微扰方法求出的渐近解序列与模型
的精确解达到要求的精度较快, 有时只需求出序列
的前一、二项就可得到满意的精度. 另外, 用微扰方
法得到的渐近序列用的是解析表达式, 这样, 它还
可对渐近解进行解析运算, 例如微分、积分等解析
运算. 从而可进一步得到模型解更深层的性态. 此
外, 在本文中讨论的是一个两参数时滞模型, 因此
需要对原方法做适当的改进, 以得到带有时滞数的
两参数情形下满意的渐近解. 因此, 在本文的讨论
中采用改进的微扰方法求渐近解具有上述的特点

和优越性.

2 海 -气振子模型

考虑一个在西太平洋上的海 -气振子时滞振
子. 设信风强度异常与SST 异常由Niño-4 (5◦S—
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5◦N, 160◦E, 160◦E—150◦W)到Niño-3 (5◦S—5◦N,
150◦—90◦W) 范围内具有强迫扰动的情形. 我们
能得到如下赤道太平洋非线性时滞微扰振子模型:

dT
dt =

ad

R
T − bd

R
T (t− τ)− εQ(T (t− τ)), (1)

T (t) = c, −τ 6 t 6 0, (2)

其中T为SST异常, τ为进行波由西太平洋边界转
向到东太平洋的时滞参数, a为T的正反馈系数,
b为在西边界的反射波负反馈系数, d为由Niño-3
SST异常到Niño-4信风强度异常的正反馈系数, R
为阻尼系数, c为初始常数, εQ(T )为强迫扰动项,
并设Q为解析有界函数, 而 τ和 ε为两个正的小参

数. 因为模型 (1), (2)一般不能用初等方法来求出
其精确解, 故本文采用改进了的微扰方法来求出它
的一致有效的近似解.

3 改进的微扰方法

模型 (1), (2)为具有小时滞的问题, 我们也需
要将通常的微扰方法进行改进. 为此, 先按 τ展开

T (t− τ), 有

T (t− τ) =T (t)− dT (t)
dt τ

+
1

2 !

d2T (t)

dt2 τ2 + · · · . (3)

于是由方程 (1)得
dT (t)

dt =
ad

R
T (t)− bd

R

∞∑
k=0

[
(−1)k

k !

dkT

dtk τk
]

− ε Q

( ∞∑
k=0

[
(−1)k

k !

dkT

dtk τk
])

. (4)

现分如下三种情形讨论.
(I) 当 ε/τ → 0时

设 ξ = ε/τ , 即 ε = ξτ . 于是由方程 (4)得
dT (t)

dt =
ad

R
T (t)− bd

R

∞∑
k=0

[
(−1)k

k !

dkT

dtk τk
]

− ξτ Q

( ∞∑
k=0

[
(−1)k

k !

dkT

dtk τk
])

. (5)

令

T (t, ξ, τ) ∼
∞∑

i,j=0

Tij(t)ξ
iτ j . (6)

将 (6)式代入 (5)式, 得
∞∑

i,j=0

dTij(t)

dt ξiτ j

=
ad

R

∞∑
i,j=0

Tij(t)ξ
iτ j

− bd

R

∞∑
i,j,k=0

(−1)k

k !

dkTij(t)

dtk ξiτ j+k

− ξτQ

( ∞∑
i,j,k=0

(−1)k

k !

dkTij(t)

dtk ξiτ j+k

)
. (7)

再将 (7)式按 ξ, τ展开非线性项, 合并 ξ, τ同次幂

项的系数, 得到
dT0j

dt =
(a− b)d

R
T0j j = 0, 1, 2, · · · , (8)

dTi0

dt =
(a− b)d

R
Ti0 i = 1, 2, (9)

dT11

dt =
(a− b)d

R
T11 +

bd

R

dT10

dt −Q(T00), (10)

dTij

dt =
(a− b)d

R
Tij − Fij(t)− F̄(i−1)(j−1)(t)

i, j = 1, 2, · · · , i+ j ̸= 2, (11)

而

Fij(t) =

[
1

i !j !

bd

R

∂i+j

∂ξi∂τ j

×
∞∑

r,s,k=0

(
(−1)k

k !

dkTij(t)

dtk ξrτ s+k

)]
ξ=τ=0

,

F̄ij(t) =

[
1

i !j !

∂i+j

∂ξi∂τ j
Q

×
( ∞∑

k=0

(−1)k

k !

dkTij(t)

dtk ξiτ j+k

)]
ξ=τ=0

.

由 (8)—(11)式, 可分别得

T0j = Cj0 exp (a− b)d

R
t j = 0.1, 2, · · · , (12)

Ti0 = Ci0 exp (a− b)d

R
t i = 1, 2, (13)

T11 = C11 exp (a− b)d

R
t

−
∫ t

0

[
(a− b)bd2

R2
Ci0 exp (a− b)d

R
η

−Q

(
Ci0 exp (a− b)d

R
η

)]
× exp (a− b)d

R
(t− η)dη, (14)

Tij = Cij exp (a− b)d

R
t

−
∫ t

0

[
Fij(η) + F̄(i−1)(j−1)(η)

]
× exp (a− b)d

R
(t− η)dη
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i, j = 1, 2, · · · , (15)

其中Cij (i, j = 0, 1, · · · )为任意常数.
将 (12)—(15)式代入 (6)式, 并由 (2)式, 可得

方程 (4)的形式渐近解

T (t, ξ, τ)

= c exp (a− b)d

R
t

− ξτ

∫ t

0

[
(a− b)bd2

R2
Ci0 exp (a− b)d

R
η

−Q

(
Ci0 exp (a− b)d

R
η

)]
× exp (a− b)d

R
(t− η)dη

−
[ ∞∑

i=j=1
i+j ̸=2

∫ t

0

[
Fij(η) + F̄(i−1)(j−1)(η)

]

× exp (a− b)d

R
(t− η)dη

]
ξiτ j . (16)

(II) 当 ε/τ = O(1)时

这时可设 ε = Kτ , 其中K为非零常数. 于是
由方程 (4)得

dT (t)
dt =

ad

R
T (t)− bd

R

∞∑
k=0

[
(−1)k

k !

dkT

dtk τk
]

−KτQ

( ∞∑
k=0

[
(−1)k

k !

dkT

dtk τk
])

. (17)

令

T (t, τ) ∼
∞∑
i=0

Ti(t)τ
i. (18)

将 (18)式代入 (17)式, 得
∞∑
i=0

dTi(t)

dt τ i

=
ad

R

∞∑
i=0

Ti(t)τ
i − bd

R

∞∑
i,k=0

(−1)k

k !

dkTi(t)

dtk τ i+k

−K τQ

( ∞∑
i,k=0

(−1)k

k !

dkTi(t)

dtk τ i+k

)
. (19)

再将 (19)式按 τ展开非线性项, 合并 τ同次幂项的

系数, 得到
dT0

dt =
(a− b)d

R
T0, (20)

dT1

dt =
(a− b)d

R
T1 +

bd

R

dT10

dt −KQ(T0), (21)

dTi

dt =
(a− b)d

R
Ti − Fi(t)

− F̄(i−1)(t) i = 2, 3, · · · , (22)

而

Fi =

[
1

i !

bd

r

∂i

∂τ i

∞∑
s,k=0

(
(−1)k

k !

dkTij(t)

dtk τ s+k

)]
τ=0

,

F̄i =

[
K

i !

∂i

∂τ i
Q

( ∞∑
k=0

(−1)k

k !

dkTi(t)

dtk τ i+k

)]
τ=0

.

由 (20)—(22)式, 可分别得

T0 = C0 exp (a− b)d

R
t, (23)

T1 = C1 exp (a− b)d

R
t

−
∫ t

0

[
(a− b)bd2

R2
C0 exp (a− b)d

R
η

−KQ

(
C0 exp (a− b)d

R
η

)]
× exp (a− b)d

R
(t− η)dη, (24)

Ti = Ci exp (a− b)d

R
t

−
∫ t

0

[Fi(η) + F̄(i−1)(η)]

× exp (a− b)d

R
(t− η)dη

i = 2, 3, · · · , (25)

其中Ci (i = 0, 1, · · · )为任意常数.
将 (23)—(25)式代入 (18)式, 并由 (2)式, 可得

方程 (17)的形式渐近解

T (t, τ) = c exp (a− b)d

R
t

− τ

∫ t

0

[
(a− b)bd2

R2
C0 exp (a− b)d

R
η

−KQ

(
C0 exp (a− b)d

R
η

)]
× exp (a− b)d

R
(t− η)dη

−
[ ∞∑

i ̸=2

∫ t

0

[Fi(η) + F̄(i−1)(η)]

× exp (a− b)d

R
(t− η)dη

]
τ i. (26)

(III) 当 τ/ε → 0时

设 ξ = τ/ε, 即 τ = ξε. 于是由方程 (4)得
dT (t)

dt =
ad

R
T (t)− bd

R

∞∑
k=0

[
(−1)k

k !

dkT

dtk ξkεk
]

− εQ

( ∞∑
k=0

[
(−1)k

k !

dkT

dtk ξkεk
])

. (27)
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令

T (t, ξ, ε) ∼
∞∑

i,j=0

Tij(t)ξ
iεj . (28)

将 (28)式代入 (27)式, 得
∞∑

i,j=0

dTij(t)

dt ξiεj

=
ad

R

∞∑
i,j=0

Tij(t)ξ
iεj

− bd

R

∞∑
i,j,k=0

(−1)k

k !

dkTij(t)

dtk ξi+kεj+k

− εQ

( ∞∑
i,j,k=0

(−1)k

k !

dkTij(t)

dtk ξi+kεj+k

)
. (29)

再将 (29)式按 ξ, ε展开非线性项, 合并 ξ, ε同次幂

项的系数, 我们得到
dT0j

dt =
(a− b)d

R
T0j j = 0, 1, 2, · · · , (30)

dTi0

dt =
(a− b)d

R
Ti0 i = 1, 2, (31)

dT11

dt =
(a− b)d

R
T11 +

bd

R

dT10

dt −Q(T00), (32)

dTij

dt =
(a− b)d

R
Tij − Fij(t)− F̄i(j−1)(t)

i, j = 1, 2, · · · , i+ j ̸= 2, (33)

而

Fij(t) =

[
1

i !j !

bd

R

∂i+j

∂ξi∂εj

∞∑
r,s,k=0

(
(−1)k

k !

× dkTij(t)

dtk ξr+kεs+k

)]
ξ=τ=0

,

F̄ij(t) =

[
1

i !j !

∂i+j

∂ξi∂εj
Q

( ∞∑
k=0

(−1)k

k !

× dkTij(t)

dtk ξi+kεj+k

)]
ξ=τ=0

.

由 (30)—(33)式, 可分别得

T0j = Cj0 exp (a− b)d

R
t j = 0.1, 2, · · · , (34)

Ti0 = Ci0 exp (a− b)d

R
t i = 1, 2, (35)

T11 = C11 exp (a− b)d

R
t

−
∫ t

0

[
(a− b)bd2

R2
Ci0 exp (a− b)d

R
η

−Q

(
Cj0 exp (a− b)d

R
η

)]

× exp (a− b)d

R
(t− η)dη (36)

Tij = Cij exp (a− b)d

R
t

−
∫ t

0

[Fij(η) + F̄i(j−1)(η)] exp (a− b)d

R

× (t− η)dη i, j = 1, 2, · · · ; i+ j ̸= 2,

(37)

其中Cij (i, j = 0, 1, · · · )为任意常数.
将 (34)—(37)式代入 (28)式, 并由 (2)式, 可得

方程 (27)的形式渐近解

T (t, ξ, τ) = c exp (a− b)d

R
t

− ξτ

∫ t

0

[
(a− b)bd2

R2
Ci0 exp (a− b)d

R
η

−Q

(
Cj0 exp (a− b)d

R
η

)]
× exp (a− b)d

R
(t− η)dη

−
[ ∞∑

i=j=1
i+j ̸=2

∫ t

0

[Fij(η) + F̄i(j−1)(η)]

× exp (a− b)d

R
(t− η)dη

]
ξiεj . (38)

4 解的一致有效性及其精度

为了证明由上一节得到形式渐近解的一致有

效性,用如下的微分不等式仅证明上一节中的第 (I)
种情形 (16)式为一致有效的渐近解. 对于第 (II),
(III)种情形 (26)和 (38)式也为一致有效的渐近解,
其证明的方法与第 (I)情形雷同, 在此从略.

现考虑上一节中的第 (I)种情形, 即证明 (16)
式为模型 (1), (2) 解是关于小参数 ξ和 τ一致有效

的展开式. 先构造辅助函数α和β:

α = Zm − δζ, β = Zm + δζ, 0 6 t 6 T0, (39)

其中 δ为足够大的正常数, 它将在下面选定, T0为

充分大的正数, ζ = max(ξm+1τm, ξmτm+1), 以及

Zm = c exp (a− b)d

R
t

− ξτ

∫ t

0

[
(a− b)bd2

R2
Ci0 exp (a− b)d

R
η

−Q

(
Cj0 exp (a− b)d

R
η

)]
× exp (a− b)d

R
(t− η)dη
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−
[ m∑

i=j=1
i+j ̸=2

∫ t

0

[Fij(η) + F̄(i−1)(j−1)(η)]

× exp (a− b)d

R
(t− η)dη

]
ξiτ j .

显然有

α 6 β, 0 6 t 6 T0, α|t=−0 6 c 6 β|t=0. (40)

由假设, 对于小的 ξ, τ , 存在正常数M, N , 使
得

dα
dt − ad

R
α+

bd

R
α(t− τ) + ξτQ(α(t− τ))

=
dZm

dt − ad

R
(Zm − δζ) +

bd

R
(Zm(t− τ)− δζ)

+ ξτQ(Zm(t− τ)) + ξτ(Q(Zm(t− τ)

− δζ)− ξτQ(Zm(t− τ)))

6
m∑
j=0

[
dT0j

dt − (a− b)d

R
T0j

]
τ j

+

2∑
i=1

[
dTi0

dt − (a− b)d

R
Ti0

]
ξi

+

[
dT11

dt − (a− b)d

R
T11 −

bd

R

dT10

dt +Q(T00)]ξτ

+
m∑

i,,j=1
i+j ̸=2

[
dTij

dt − (a− b)d

R
Tij + Fij

+ F̄(i−1)(j−1)

]
ξiτ j +Mζ − δNζ

=(M − δN)ζ,

其中R为足够大的正常数. 选择 δ > M/N , 这时有
dα
dt − ad

R
α+

bd

R
α(t− τ)

+ ξτQ(α(t− τ)) 6 0 0 6 t 6 T0, (41)

同理可得

dβ
dt − ad

R
β +

bd

R
β(t− η)

+ ξηQ(β(t− υ)) > 0 0 6 t 6 T0. (42)

由 (40)—(42)式, α和β分别为问题 (1), (2)
的下解和上解 [31]. 由微分不等式理论知, 问题
(1), (2)存在一个解T (t, ξ, τ), 并成立α(t, ξ, τ) 6
y(t, ξ, τ) 6 β(t, ξ, τ). 再由 (39) 式, 我们有关系式

T (t, ξ, τ)

= c exp (a− b)d

R
t− ξτ

∫ t

0

[
(a− b)bd2

R2
Ci0

× exp (a− b)d

R
η −Q

(
Cj0 exp (a− b)d

R
η

)]
× exp (a− b)d

R
(t− η)dη

−
[ m∑

i=j=1
i+j ̸=2

∫ t

0

[Fij(η) + F̄(i−1)(j−1)(η)

]

× exp (a− b)d

R
(t− η)dη

]
ξiτ j +O(ζ)

0 6 t 6 T0, 0 < ξ = ε/τ, τ ≪ 1, (43)

其中 ζ = max(ξm+1τm, ξmτm+1). 故由 (43)式知,
(16)式为问题 (1), (2)解的一致有效的渐近展开式.

由 (43)式我们还可得知, 利用改进的微扰方法
得到的赤道太平洋时滞海 -气振子模型 (1), (2)的
海表温度异常T的展开式 (16)具有很好的精度.

5 举 例

例 1 由非线性时滞模型 (1), (2), 为了
简单起见, 我们选择抽象的无量刚扰动项为
0.05 sinT (t−τ)以及相对无量刚参数: a = 1, b = 3,
ε = 0.05, d = 2, R = 1, c = 2, τ = 0.2. 在上一节
改进的微扰方法第 (I)中情形下, 由 (16)式, 则不难
得到时滞模型 (1), (2)的 ξ1τ1次的渐近解Tasy(t):

Tasy(t) = 2 exp(−4t)− 0.05

∫ t

0

[
− 32 exp(−4η)

− 1

2
sin(2 exp(−4η)

]
× exp 4(η − t)dη. (44)

由 (44)式及模型 (1), (2)可得到微扰渐近解
Tasy(t) 和数值模拟精确解Teca(t)的图形曲线 (参
见图 1 )和数值 (参见表 1 )比较. 由此又可看出近
似解Tasy(t)具有良好的精度.

0 1.0 2.0 3.0 4.0
0

0.4

0.8

1.2

1.6

2.0

t

T

Teca

Tasy

图 1 微扰渐近解 Tasy(t)和数值模拟解 Teca(t)的曲线

比较 (a = 1, b = 3, ε = 0.05, d = 2, R = 1, c = 2,
τ = 0.2)
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例2 由非线性时滞模型 (1), (2), 我们选择
抽象的无量刚扰动项为 0.5 sinT (t− τ)以及相对无

量刚参数: a = 2.5, b = 2, ε = 0.02, d = 2, R = 3,
c = 2, τ = 0.05. 在上一节改进的微扰方法第 (I)中
情形下, 由 (16)式, 则不难得到时滞模型 (1), (2)的
ξ1τ1次的渐近解Tasy(t):

Tasy(t) = 2 exp
(
t

2

)
− 0.05

∫ t

0

[
8

9
exp η

2

− 1

2
sin

(
2 exp η

2

)]

× exp 1

2
(t− η)dη. (45)

由 (45)式及模型 (1), (2)可得到微扰渐近解
Tasy(t) 和数值模拟精确解Teca(t)的数值 (参见
表 2 )比较. 由此能够看出近似解Tasy(t) 也具有

良好的精度.

表 1 微扰渐近解 Tasy(t)和数值模拟解 Teca(t)的数值比较 (a = 1, b = 3, ε = 0.05, d = 2, R = 1, c = 2, τ = 0.2)

t 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

Teca(t) 2.00 0.71 0.14 0.03 0.01 0 0 0 0

Tasy(t) 2.00 0.80 0.20 0.05 0.01 0 0 0 0

表 2 微扰渐近解 Tasy(t)和数值模拟解 Teca(t)的数据比较 (a = 2.5, b = 2, ε = 0.02, d = 2, R = 3, c = 2, τ = 0.05)

t 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0

Teca(t) 2.00 2.11 2.22 2.35 2.47 2.61 2.75 2.90 3.07 3.24 3.43

Tasy(t) 2.00 2.13 2.27 2.42 2.57 2.73 2.89 3.06 3.24 3.42 3.59

6 预测和预防

由上述第4, 5节的讨论知:
1) 当SST异常的正反馈的系数a小于由西太

平洋边界反射波负反馈的系数 b时, 由 (16)式得知,
SST异常的T为指数衰减的函数, 于是SST异常的
T是稳定的; 由第 5节图 1和表 1及 b > a, 我们也
能够看出具有强迫扰动的非线性海 -气振子时滞振
子模型 (1), (2)解SST异常T , 一般是稳定的, 这时
SST不会产生大幅度的变化, 对应的气候处于平稳
状态;

2) 当SST异常的正反馈的系数a大于由西太

平洋边界反射波表示的负反馈的系 b时, 由 (16)式
得知, SST异常的T为指数增加的函数, 于是SST
异常T是不稳定的; 由表 2 及 b < a, 我们也能够看
出具有强迫扰动的非线性海 -气振子时滞模型 (1),
(2)解SST异常T , 一般是不稳定的; 在这种情况
下, 加上外因素的作用, 导致了SST异常进入混沌
状态, 海表能量逐渐增大, 形成气候急剧的异常, 甚
至会导致灾难性的气候, 造成很大的自然灾害, 在
这种情形下, 最后只有再由 “外界”因素 (例如遇到
岛屿与陆地等)的影响, 致使能量衰减才能使SST
异常趋于平稳而转向正常.

下面以第 (I)种情形为例. 我们还可对渐近解

(16)式对 t求导数, 得到 dT
dt 的渐近表示式:

dT
dt =

(a− b)cd

R
exp (a− b)d

R
t

−
(
(a− b)bd2

R2
Ci0 exp (a− b)d

R
η

−Q

(
Ci0 exp (a− b)d

R
η

))
ξτ

−
∞∑

i=j=1
i+j ̸=2

[Fij + F̄(i−1)(j−1)]ξ
iτ j , (46)

(46)式表示SST异常按时间 t的变化率. 也就是说,
我们不仅由 (10)式得到SST异常的渐近解, 而且还
能由 (46)式得到SST异常的变化率的渐近表示式.

因此, 我们可以通过测得的模型 (1), (2)的参
数得到模型的渐近解 (16)式, 然后对所得SST异常
的结果对所在区域内的大气异常情况做出预报, 并
且由 (46)式等方面的运算结果, 还可依据所得的相

关物理量, 例如SST异常变化率 dT
dt , 得到更详细

的预报数据.
由此, 综合所得的相关物理量, 可得更详细的

气候异常情况 (这是用简单的数值模拟是达不到
的). 从而根据气候异常的严重程度, 使我们采取适
当的预防措施, 达到灾难带来的危害降到最低.
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7 结 论

1) 海 -气振子是一个复杂的自然现象. 因此需
要把它在不同的情形下简化为海 -气振子基本动力
学模型, 并利用合适的近似方法去求解它. 在具有
时滞的海气振子为微扰的情形下, 经过改进的微扰
方法就是一个简单而有效的方法.

2) 经过改进的微扰方法是一个渐近的解析方
法, 它与一般的数值模拟方法不同, 通过这个改进
的微扰方法得到的近似解还可进行解析运算. 于是
由 (10)式, 我们还能进一步进行解析运算, 从而可
得到赤道太平洋有关海表温度异常的其他相关物

理量的定量和定性方面的物理性态.
3) 利用改进的微扰方法得到海 -气振子的渐近

解, 具有良好的精度, 并通过解的渐近表达式, 能得
到海表温度SST异常的信息, 进而对所在的区域范
围内, 对气候做出预测, 并采取预防措施, 使灾难减
小到最低.
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Abstract
In this paper, we create an asymptotic method of solving the nonlinear equation for the sea-air oscillator model.

And based on a class of oscillator of the sea-air oscillator model. We first expanding the time delay, then discussing
the relative values for the small parameters in the case of three copies, and finally, obtain uniformly valid asymptotic
expansion by using the theory of the differential inequity.
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