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驱动模式对具有库源平衡的黏性流体中空间反射

时间反演联合对称性的影响∗
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满足空间反射时间反演parity and time-reversal (PT) 联合对称性的库源平衡宏观开放系统近几年成为
一个研究热点. 本文将PT对称性引入到动力学系统, 用格子玻尔兹曼方法求解Navier-Stokes方程, 发现在
二维黏性流体中, 如果进口和出口的条件完全等同, 在低雷诺数流动中, 流场的PT对称函数 (ρ) 随雷诺数
(Re) 的增高以 ρn ∼ Ren 指数增长. 用三种不同的速度剖面来驱动流体, 计算流场达到稳定状态时的PT对
称性. 结果发现, 进出口平衡的黏性管流中, ρn ∼ Ren 的规律在三种驱动模式中出现, 表明流场的PT 对称
性是由流体本身决定的, 与驱动模式没有关系, 从此论证所得到的指数率的谱适性.
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1 引 言

在 1998年发表的一篇开创性论文中 [1], Ben-
der等证明了一类非厄米哈密顿量存在实数特征值
和下边界. 他们发现具有复电势Vn(x) = x2(ix)η

的哈密顿量Hη = −∂2x + x2(ix)η虽然是非厄米的,
但是这一类哈密顿函数仍然存在实特征值谱, 当
η > 0 时, 这个特征值谱为实数; 当 η < 0时, 具有
有限个实数特征值, 其余的为复共轭. 这是因为非
厄米的哈密顿同时满足空间反射时间反演 (parity
time-reversal, PT)对称性. 对于一个哈密顿函数
来说, 参数空间中的特征值为实数, 特征函数同时
为PT运算的特征函数的区间, 我们称之为PT对

称相空间; 当特征值为复共轭形式时, 对称性被破
坏. 这种从对称性相空间到非对称性相空间之间的
转换通过非对称参数

ρPT =
∑
λ

∫
dx | ψλ(x)− ψ∗

λ(−x) |

来表达. 在PT对称相中ρPT = 0, 如果PT对称性
被破坏, 不对称参数为非零.

近年来, 人们开始广泛研究在宏观连续介
质 [2−4] 和格子模型 [5−10] 中的PT对称性. 实验
表明, PT 对称的哈密顿量不仅仅是一个数学上的
问题, 它同时对应宏观开放非平衡系统中库 (sink)
和源 (source) 的平衡. 在过去的几十年中, 理论研
究已经证明具有库源平衡的开放系统相对于传统

∗ 国家自然科学基金重点项目 (批准号: 10932010)、国家自然科学基金 (批准号: 11072229, 11072220, U1262109, 11079029,
61274099) 和美国 (the National Science Foundation DMR-1054020 (YJ).) 资助的课题.

† 通讯作者. E-mail: 113003@zust.edu.cn
‡ 通讯作者. E-mail: wfm@zjnu.cn

© 2014 中国物理学会 Chinese Physical Society http://wulixb.iphy.ac.cn

060206-1

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn
http://dx.doi.org/10.7498/aps.63.060206
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 63, No. 6 (2014) 060206

的开放系统具有一些新奇的性质 [1,3]. 其中, 库源
平衡的开放系统通过结合了PT对称的运动方程来
描述, 但研究并没有涉及到对称性. 近三年里, 研
究者引入了一系列具有库源平衡的开放系统的实

验, 例如, 在光线传输中, PT 对称可以通过一个微
小的耦合光波导来实现, 一方面光子在传输中被吸
收, 另一方面注入适量的光子使之达到库和源的平
衡 [11−14]. 此外还有耦合电子振荡器 [15]和耦合机

械振荡器 [16]等也设计了同样的库源平衡, 用于维
持由于耗散而趋于衰竭的开放系统能持续平稳地

运作. 这些实验证明了具有库源平衡的开放系统具
有一些惊人的性质, 例如视觉波长范围的单向隐形
性质 [17]. 研究表明, 具有空间反射时间反演联合对
称的库源平衡开放系统会经历从完全PT对称的状
态到PT不对称ρPT ̸= 0状态 [18,19] 的转换.

流体力学的控制方程是非线性的Navier-
Stokes (NS)方程. 因此, 除了几种特殊的情
况 [20,21]之外, 求解其对称性并不简单, 甚至解析
过程非常复杂. 我们知道, 在流体系统中, 流入 (质
量增益) 和流出 (质量损失) 的概念很常见. 传统
的黏性流体都是通过逆风流、压力差、边界移动来

驱动的, 因此, 一般情况下稳定状态时出入口的速
度场是不同的. 特别是在入口和出口具有固定的速
度场的流体系统中, 对称性的研究仍然是一片未被
探索的领域. 最近, 我们通过格子玻尔兹曼方法求
解NS方程, 首次提出用进出口具有完全相同速度
场的流体系统来研究具有库源平衡的二维不可压

黏性流体的PT对称性 [22]. 研究发现, 在低雷诺数
(Re)流动中, 流场的PT对称函数 (ρ)随雷诺数的
增高以指数增长, ρn ∼ Ren.

本文用三种不同的速度剖面来驱动流体, 计
算流场达到稳定状态时的PT对称性, 研究驱动模
式对PT 对称性的影响, 以检测指数增长规律的谱
适性.

2 控制方程

格子玻尔兹曼方法 (LBM)起源于格子气自动
机, 它能更加深刻地反映流体的物理本质. 由于
其在处理复杂流动现象 [23,24]过程中物理和计算

方面的优势, 目前已经发展成为一种很有前途的
数值计算方法, 并已经被用于湍流、多相流、空气
动力学和一些具有化学反应和复杂边界流场的计

算 [25−28]. 同时, LBM也处在一个不断发展和完善
的过程中, 尤其在提高计算精度和范围上有了很大
的改善 [29,30]. LBM 的基本思想就是为动力学控

制方程构建空间和时间上离散的分布函数. 这些
分布函数的发展结合介观物理的过程, 因此粒子遵
循宏观控制方程 [31]. 单松弛时间的格子Bolzmann
方程是Bolzmann-BGK方程 (Bhatnagar, Gross和
Krook在 1954年提出) 的一种特殊的离散形式 [32],
碰撞项为 [33,34]

fα(x+ eαδt, t+ δt)

=fα(x, t)−
1

τ
[fα − f eq

α ] + Fα, (1)

这里 fα(x, t)是密度分布函数, eα是各个方向上的
离散速度, δt 是时间增量, τ是流体颗粒碰撞的弛
豫时间, f eq

α 是平衡态分布函数. 在此项研究中, 我
们使用二维模型中的D2Q9模型, 离散速度为
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cos (i− 1)π
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)
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(
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+

π
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])
c i = 5− 8

, (2)

不可压缩流的平衡态分布函数 [35]为

f eq
α = ωα +

{
δρ+ ρ0

[
3eα · u
c2

+
9(eα · u)2

2c4

− 3u2

2c2

]}
, (3)

方程中, δρ为密度函数, ρ0 为系统中的平均密度
常量, 通常设定为 1, 格子速度 c = δx/δt, 声速设

定为 cs = c/
√
3, 总的密度为 ρ = ρ0 + δρ. 在方

程 (3)中用 δρ 取代 ρ是为了减小格子玻尔兹曼方

程 (LBE)模拟 [36,37]中的舍入误差, 其中, 权系数为
ω0 = 4/9, ω1−4 = 1/9, ω5−8 = 1/36. 质量方程和
动量方程分别定义为

δρ =
∑
α

fα =
∑
α

f eq
α , (4)
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ρ0u =
∑
α

eαfα =
∑
α

eαf
eq
α . (5)

对于非热流体, 方程 (1)中的外力项Fα为
[38]

Fα = −3ωαρ0
eα · a
c2

δt, (6)

a为外力的加速度. 通过Chapman-Enskog展开,
方程 (1)得到如下所示的流体力学方程:

∂tρ+ ρ0∇ · u = 0, (7)

∂tu+ u · ∇u = −∇p+ ν∇2u+ a, (8)

其中, 压强P = c2sρ/ρ0, 运动黏滞系数与弛豫时间
的关系为

ν =
1

3
(τ − 0.5)c2δt. (9)

3 模拟与结果

3.1 模型与公式

流场的几何结构是边长为W的正方形, 位于
左端和右端的纵向边界的正中开有宽度为w的

入口和出口, 流体以完全相同的速度剖面由左边
驱入, 右边吸出, 这样的系统满足PT对称性, 如
图 1所示.

W

x

↼x֒y↽↼֓x֒y↽

up

up

y

W w

图 1 流场图示 正方形边长W , 中心处为几何原点, 流
体由完全相同的速度剖面从左边驱入, 右边吸出

在二维方形管道中, 边界处采用反弹边界来保
证无滑移, 出入口采用速度边界条件. 如图 2所示,

我们采用三种驱动模式, (a)直线, 即以相同的速度
up 驱动; (b)抛物线, 中间处的速度为up, 出入口边
界处的速度为 0; (c) 三角形, 中间处速度为up, 出
入口边界处的速度为 0. 抛物线和三角形驱动模式
分别为

ux = up[1− y2/(w/2)2], (10)

ux = up[1− |y|/(w/2)]. (11)

在LBM模拟中, 流场的网格是 300 × 300, 出
入口的宽度是流场边界宽度的十分之一, 因此出
入口网格数为 30. 这个网格数是经过网格收敛
性测试以后确定的. 物理速度分别为 10−7, 10−6,
10−5, 10−4 m/s的模型, 对应的格子速度分别为
10−5, 10−4, 10−3, 10−2, 弛豫时间 τ = 1.418. 根据
流场的几何结构和平衡进出口的PT对称性, 我们
以原点处的纵轴为对称轴, 分别对速度矢量场、动
能和涡度标量构造如下函数来衡量系统的PT非对
称性:

ρu =
1

u2p ×N2
×

∑
x>0

∑
y

[ux(x, y)− ux(−x, y)]2

+ [uy(x, y) + uy(−x, y)]2, (12)

ρω =
1

(up/w)2 ×N2

×
∑
x>0

∑
y

[ω(x, y)− ω(−x, y)]2, (13)

ρKE =
1

(0.5ρu2p)
2 ×N2

×
∑
x>0

∑
y

[KE(x, y)−KE(−x, y)]2, (14)

其中, 动能的计算公式为KE =
1

2
ρu2, 涡旋

ω(x, y) = ∇ × u(x, y). 系统雷诺数定义为Re =

upw/ν.

(a) (b) (c)

up
up

up

图 2 三种驱动模式 (a)直线, 均匀速度 up; (b) 抛物线, 中间处的速度为 up, 出入口边界处的速度为 0; (c) 三角
形, 中间处速度为 up, 出入口边界处的速度为 0
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3.2 结果讨论

3.2.1 流场对称性随雷诺数增加的变化 (驱
动模式为图2(b))

图 3所示为不同雷诺数下稳定状态时系统的

速度场, 包括速度值u =
√
u2x + u2y (用灰度表示)

和流线. 在雷诺数按数量级增加的过程中, 很明显,
随着雷诺数增加, 速度场相对于纵轴越来越明显
地呈现出不对称性. 当Re = 0.01 (图 3 (a)), PT非
对称性很小, 不容易被发现; 当Re = 10 (图 3 (b))
和Re = 30 (图 3 (c))时, 不对称性则变得相对清晰
可见; 当Re = 100 (图 3 (d))时, 在入口处出现大
的涡旋而使得流场完全不对称. 可以预见, 当雷诺
数继续增加, 流场会产生紊乱, 继而从层流过度到
湍流.

图 4所示为不同雷诺数下稳定状态时系统的

动能场. 在雷诺数按数量级增加的过程中, 与速
度场相似, 动能场相对于纵轴呈现出的不对称性

越来越明显. 当Re = 0.01 (图 4 (a)), PT非对称
性很小, 不容易被发现; 当Re = 10 (图 4 (b))和
Re = 30 (图 4 (c))时, 不对称性则变得相对清晰可
见; 当Re = 100 (图 4 (d))时, 动能场的不对称性变
得更加突出.

图 5所示为不同雷诺数下稳定状态时系统的

涡度场. 在雷诺数按数量级增加的过程中, 与速度
场和动能场相似, 涡度场相对于纵轴呈现出的不对
称性越来越明显. 当Re = 0.01 (图 5 (a)), PT非对
称性很小, 不容易被发现; 当Re = 10 (图 5 (b))和
Re = 30 (图 5 (c))时, 不对称性则变得相对清晰可
见; 当Re = 100 (图 5 (d))时, 涡度场的不对称性变
得更加突出.

需要指出的是, 随着雷诺数增加而破坏的流
场的对称性是相对于 y轴 (纵轴)而言. 相对于x轴,
没有惯性项出现, 相当于Stokes流, 所以流场完全
对称, 并且不随横向驱动的增加而变化. 因此, 流
场对称的破坏完全是由惯性 (驱动) 导致的.

u⊳up
0.90

0.81

0.72

0.63

0.54

0.46

0.37

0.28

0.19

0.10

(a) (b)

(c) (d)

图 3 (网刊彩色) 不同雷诺数下的速度大小和流线分布, 流场通过进口和出口处完全相同的抛物型速度剖面驱动
(a) Re = 0.01; (b) Re = 10; (c) Re = 30; (d) Re = 100; 在小雷诺数下, 速度大小和流线基本处于对纵轴镜像对
称, 当雷诺数增加时, 关于纵轴的非对称性产生; 当雷诺数达到 100时, 进口处出现涡旋而出口处不出现
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KE⊳KE0
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0.008
0.006
0.004
0.002
0.000

(a) (b)

(c) (d)

图 4 (网刊彩色) 不同雷诺数下的动能场, 流场通过进口和出口处完全相同的抛物型速度剖面驱动 (a) Re = 0.01; (b) Re = 10;
(c) Re = 30; (d) Re = 100; 在小雷诺数下, 流场中的动能分布近似处于对纵轴的镜像对称, 当雷诺数增加时, 关于纵轴的非对称性
产生; 雷诺数越大, 非对称性越明显
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图 5 (网刊彩色) 不同雷诺数下的涡度场, 流场通过进口和出口处完全相同的抛物型速度剖面驱动, 大小相等方向相反的涡旋成对
出现 (a) Re = 0.01; (b) Re = 10; (c) Re = 30; (d) Re = 100; 在小雷诺数下, 进口和出口处的涡旋对近似处于对纵轴的镜像对
称, 当雷诺数增加时, 进口出口处的涡旋对关于纵轴的非对称性产生; 雷诺数越大, 非对称性越明显
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3.2.2 PT非对称标度
用图 2所示的三种驱动模式定量计算出流场

随雷诺数增加是PT对称性破坏的标度, 与文献
[20]所得到的结果一致, 三种流场包括速度 (矢
量)场, 动能 (标量)场, 和涡度 (标量)场的标度
都是Re的平方, 即 ρu = AuRe2, ρω = AωRe2,
ρKE = AKERe2. 图 6 所示为流场PT非对称函数
(方程 (8)) 在不同驱动模式下相对雷诺数的标度率.
三种驱动模式 (分别用方形、菱形和三角形图标区
分) 下三种流场: (a) 速度 (矢量) 场, (b)涡度场和
(c) 动能 (标量) 场的PT非对称函数对雷诺数的标
度都是平方, 表明平方标度率是谱适的. 对每一种

流场, 三角形驱动下的流场对称性最好, 抛物型驱
动次之, 直线驱动最差, 而平方标度率的系数有所
不同, 如图 7所示.

图 7所示为流场PT非对称函数平方标度率
系数Ai(i = u, ω,KE) 在不同驱动模式下相对雷

诺数的标度率. 三种驱动模式 (分别用方形、菱形
和三角形图标区分)下三种流场: (a) 速度 (矢量)
场, (b) 涡度场和 (c)动能 (标量)场的平方标度系
数中, 直线驱动的平方标度系数最大, 抛物型驱动
次之, 三角形驱动的平方标度系数最小. 而对于同
一个流场, 其平方标度系数在不同的雷诺数下为
定值.
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图 6 流场PT非对称函数 (方程 (8)) 在不同驱动模式下相对雷诺数Re的平方标度率, ρi = Re2(i = u, ω,KE)

(a) 速度 (矢量)场; (b) 动能 (标量)场; (c) 涡度场; 三种驱动模式: 正方形为均匀速度驱动; 菱形为抛物形分布驱
动; 三角形为三角形分布驱动
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图 7 流场PT非对称函数平方标度率系数Ai(i = u, ω,KE) (a) 速度 (矢量)场; (b) 动能 (标量)场; (c) 涡度
场; 三种驱动模式: 正方形为均匀速度驱动; 菱形为抛物形分布驱动; 三角形为三角形分布驱动

4 结 论

本文研究了库源平衡的黏性不可压缩流体

的PT对称性. 由于相互作用所造成的损失使得
ρPT ̸= 0, 鉴于对称性的破坏, 我们以流体速度、

动能密度、涡度作为参量, 提出PT非对称性函数
ρin(i = u, ω,KE, n = 2), 研究在不同速度驱动模式
下系统的非对称性.

研究结果表明, 与传统的边界条件相比, 具有
库源平衡边界条件的黏性不可压缩流体在低雷诺

数尤其是Re 6 1的情况下, 具有更好的对称性, 随
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着Re数的增加, 对称性逐渐破坏, 当Re > 100时,
对称性破坏的已经非常明显. 需要说明的是, 这里
的非对称性函数缺乏有限的非零阈值是由方程 (7)
中的黏性耗散项和非线性项引起的. 这种稳定状态
下对称性的增强表明, 我们所采用的构造比传统的
构造在抑制涡旋形成方面更具有优势.

尽管非线性叠加原理在这里不能使用, 使得判
断这些变量的对称性变得困难, 但是我们发现在广
泛的几何尺寸以及不同的驱动模式下, 速度场、动
能场和涡度场的PT非对称函数对雷诺数的标度都
是平方, 即ρiE = AiRe2(i = u, ω,KE), 表明平方
标度率是谱适的. 对每一种流场, 三角形驱动下的
流场对称性最好, 抛物型驱动次之, 直线驱动最差,
对应的平方标度率的系数也有所不同. 其中, 直线
驱动的平方标度系数最大, 抛物型驱动次之, 三角
形驱动的平方标度系数最小. 而对于同一个流场,
其平方标度系数在不同的雷诺数下为定值.
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Abstract
In the past few years, the balanced sink and source macroscopic open system, which satisfies the parity and time-

reversal symmetry, has become a research hot point. We introduce parity and time-reversal (PT) symmetry into fluid
system by setting up balanced inflow and outflow in a two-dimensional channel. The flow is governed by Navier-Stokes
equation and we use lattice Boltzmann method to solve them. Defining configuration-dependent asymmetric functions in
velocity, kinetic energy density, and vorticity fields, we find that the PT function of the flow increases with the increase of
the 2th power of Reynolds number i.e., ρn ∼ Ren. In this work, we use three different velocity profiles to drive the flow.
It is demonstrated that in the three driven modes, the power-law schedule holds true. It is concluded that PT asymmetry
of the viscous flow is determined by the flow dynamics not by the driven modes, thereby verifies the universality of the
power-law scaling in viscous flow with balanced inflow and outflow.

Keywords: balanced sink source, lattice Boltzmann method, parity and time-reversal symmetry, low
Reynolds number
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