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腔量子电动力学系统中耦合三原子的纠缠特性∗

卢道明†

(武夷学院机电工程学院, 武夷山 354300)

( 2013年 11月 17日收到; 2013年 12月 1日收到修改稿 )

研究了三个全同二能级原子与单模腔相互作用系统中原子间的三体纠缠特性. 考虑原子间存在相互耦
合, 并且腔场处于弱相干态的情况, 通过数值计算给出了纠缠量的演化曲线, 讨论了原子间耦合强度和弱相干
场强度对三体纠缠的影响. 研究结果表明: 随弱相干场强度增强, 原子间的三体纠缠增强; 相反, 随原子间耦
合系数增大, 原子间三体纠缠减弱.
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1 引 言

量子纠缠是描述量子系统中两体或多体之间

的关联, 它具有高度的非定域性. 对处于纠缠态的
两粒子, 无论相距多远, 它们总是相互关联、相互影
响. 量子纠缠是进行量子信息处理和量子计算的
核心资源, 它在量子态传送、量子纠错、量子计算等
领域具有重要作用. 因此, 纠缠态制备、度量和保
持一直是量子信息领域研究的重要课题, 引起了人
们极大兴趣. 至今, 人们已对不同原子与光场相互
作用系统中原子间的纠缠进行了广泛的研究 [1−9].
例如, 吴琴和张智明 [2]研究了Kerr介质中两个耦
合二能级原子的纠缠演化规律; 吕海艳等 [3]讨论了

场与非线性介质原子相互作用模型的量子纠缠特

性. Ji和Liu[4]研究了通过三光子过程与单模场相

互作用的两运动原子间的纠缠. 目前, 对两体纠缠
的度量已有完善的理论, 可用负本征值和共生纠缠
度等物理量来精确度量 [10,11]. 但对于三体或多体
系统, 由于其复杂性, 对三体或多体间纠缠的度量
一直在探讨之中 [12−17]. 例如, 左战春和夏云杰 [12]

研究了Tavis-Cummings模型中的量子纠缠; Wong

和Christensen[14] 提出了一种多粒子纠缠度量的方

法; Thapliyal[16] 讨论了多粒子纯态的纠缠. 在以
往对两原子间的纠缠研究中, 有考虑两原子间存在
耦合的情况 [18−20]. 例如, 单传家和夏云杰 [18]研究

了初态为X态时Tavis-Cummings模型中具有偶极
相互作用两原子的纠缠特性; Chen等 [19]讨论了两

耦合原子与腔场相互作用系统中两子系统间的纠

缠. 但对三原子间的纠缠讨论中, 尚未见到对三原
子相互间存在耦合情况的研究报道. 另一方面, 腔
QED技术是进行量子信息处理和量子计算等最有
前途的技术. 实验上已利用腔QED技术实现纠缠
态制备和两比特量子逻辑门等 [21−25]. 针对以往研
究中未考虑三原子相互间存在耦合的情况, 本文考
虑三个全同二能级原子囚禁在单模腔中, 并且三原
子间存在相互耦合的情况, 讨论了原子间耦合强度
对三体纠缠的影响. 研究发现: 随原子间耦合系数
增大, 原子间三体纠缠减弱.

2 系统态矢的演化

我们研究三个全同的二能级原子囚禁在单模

腔中, 原子与腔场发生共振相互作用, 并且三个原
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子之间存在相互耦合的情况. 在旋波近似下, 系统
的相互作用哈密顿为

HI =
3∑

i=1

[gi(as
+
i + a+s−i )

+ Ji(s
+
i s

−
i+1 + s−i s

+
i+1)], (1)

在 (1)式中, a (a+) 表示腔场的湮没 (产生) 算符,
s+i = |e⟩i⟨g|, s−i = |g⟩i⟨e|表示第 i个原子的跃迁算

符, 当 i = 3时, si+1 = s1; gl (l = 1, 2, 3)表示第 l

个原子与腔场的耦合系数; Jl (l = 1, 2, 3)为两个

原子之间的耦合系数. |e⟩i (|g⟩i) 表示第 i个原子的

激发态 (基态). 为简单起见, 设 g1 = g2 = g3 = g,
J1 = J2 = J3 = J .

假设初始时刻, 三原子处于基态, 腔场处于弱
相干态. 在Fock态表象中, 弱相干态表示为

|α⟩ = 1√
1 + |α|2

(|0⟩+ α|1⟩), (2)

在 (2)式中, |α|2 = n̄, n̄为相干态平均光子数. 系统
的初态为

|φ(0)⟩ = 1√
1 + |α|2

(|φ0⟩+ α|φ4⟩), (3)

在 (3)式中

|φ0⟩ = |ggg0⟩,

|φ1⟩ = |egg0⟩,

|φ2⟩ = |geg0⟩,

|φ3⟩ = |gge0⟩,

|φ4⟩ = |ggg1⟩.

在 |φl⟩表示的态中第 1至 4位分别与第 1 至第 3个
原子和腔场的状态相对应. 在 (1)式表示的哈密顿
作用下, |φ0⟩不演化, |φ4⟩的演化满足薛定谔方程

i~∂|φ4(t)⟩
∂t

= HI|φ4(t)⟩, (4)

取~ = 1. 在 t时刻 |φ4(t)⟩可表示为

|φ4(t)⟩ = A|φ1⟩+B|φ2⟩+ C|φ3⟩+D|φ4⟩. (5)

将 (5)式代入 (4)式, 可得出展开系数满足的微分
方程为

i dA
dt = JB + JC + gD,

i dB
dt = JA+ JC + gD,

i dC
dt = JA+ JB + gD,

i dD
dt = gA+ gB + gC. (6)

解方程 (6), 并利用初始条件, A(0) = B(0) =

C(0) = 0, D(0) = 1, 得出

A = B = C = −i g
β

e−iJt sin(βt),

D = i J
β

e−iJt sin(βt) + e−iJt cos(βt), (7)

式中β =
√
J2 + 3g2. 那么, t时刻系统的态矢为

|φ(t)⟩ = 1√
1 + |α|2

[|φ0⟩+ α(A|φ1⟩

+B|φ2⟩+ C|φ3⟩+D|φ4⟩)]. (8)

3 原子间三体纠缠态纠缠量的演化

对于三体纠缠, 人们已提出了张量计算方法和
负本征值方法等来度量 [12,26]. 本文采用张量计算
方法 [12]. 在该方法中三体纠缠量和三体中两两间
的纠缠量定义为

E3 =
1

4

3∑
i,j,k=1

Mijk(1, 2, 3)Mijk(1, 2, 3),

E2(m,n) =
1

3

3∑
i,j=1

Mij(m,n)Mij(m,n), (9)

其中

Mij(m,n) = Kij(m,n)− λi(m)λj(n),

Mijk(1, 2, 3)

=Kijk(1, 2, 3)− λi(1)Mjk(2, 3)− λj(2)Mik(1, 3)

− λk(3)Mij(1, 2)− λi(1)λj(2)λk(3),

λi(1) = Tr(ρ̂ • σ̂i ⊗ Î ⊗ Î),

λj(2) = Tr(ρ̂ • Î ⊗ σ̂j ⊗ Î),

λk(3) = Tr(ρ̂ • Î ⊗ Î ⊗ σ̂k),

kij(1, 2) = Tr(ρ̂ • σ̂i ⊗ σ̂j ⊗ Î),

kik(1, 3) = Tr(ρ̂ • σ̂i ⊗ Î ⊗ σ̂k),

kjk(2, 3) = Tr(ρ̂ • Î ⊗ σ̂j ⊗ σ̂k),

kijk(1, 2, 3) = Tr(ρ̂ • σ̂i ⊗ σ̂j ⊗ σ̂k), (10)

式中 ρ̂为三体系统的密度算符, σ̂i, σ̂j , σ̂k为泡利

矩阵, Î为单位矩阵.
利用 (8) 式, 为简单起见取α为实数, 对腔

场的态求迹, 在基矢 |eee⟩123, |eeg⟩123, |ege⟩123,
|egg⟩123, |gee⟩123, |geg⟩123, |gge⟩123, |ggg⟩123下,三
个原子构成的系统的密度矩阵为
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ρ123 =
1

1 + |α|2



0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 α2|A|2 0 α2AB∗ α2AC∗ αA

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 α2BA∗ 0 α2|B|2 α2BC∗ αB

0 0 0 α2CA∗ 0 α2CB∗ α2|C|2 α2C

0 0 0 αA∗ 0 αB∗ αC∗ 1 + α2|D|2



. (11)

利用 (10) 和 (11) 式, 通过繁琐的计算得出

λx(l) = α(B +B∗) = λx (l = 1, 2, 3),

λy(l) = iα(B −B∗) = λy (l = 1, 2, 3),

λz(l) = 2α2|B|2 − 1− α2 = λz

(l = 1, 2, 3),

Kxx(1, 2) = Kxx(1, 3) = Kxx(2, 3)

= Kyy(1, 2) = Kyy(1, 3)

= Kyy(2, 3) = 2α2|B|2,

Kzz(1, 2) = Kzz(1, 3) = Kzz(2, 3)

= 1 + α2 − 4α2|B|2,

Kxy(1, 2) = Kyx(1, 2) = Kxy(1, 3)

= Kyx(1, 3) = Kxy(2, 3)

= Kyx(2, 3) = 0,

Kxz(1, 2) = Kzx(1, 2) = Kxz(1, 3)

= Kzx(1, 3) = Kxz(2, 3)

= Kzx(2, 3) = −λx,

Kyz(1, 2) = Kzy(1, 2) = Kyz(1, 3)

= Kzy(1, 3) = Kyz(2, 3)

= Kzy(2, 3) = −λy,

Kxxx(1, 2, 3) = Kxxy(1, 2, 3) = Kxyx(1, 2, 3)

= Kxyy(1, 2, 3) = Kyxx(1, 2, 3)

= Kyxy(1, 2, 3) = Kyyx(1, 2, 3)

= Kyyy(1, 2, 3) = 0,

Kxxz(1, 2, 3) = Kxzx(1, 2, 3) = Kzxx(1, 2, 3)

= Kyzy(1, 2, 3) = Kzyy(1, 2, 3)

= Kyyz(1, 2, 3)

= −2α2|B|2,

Kxyz(1, 2, 3) = Kxzy(1, 2, 3) = Kzxy(1, 2, 3)

= Kzyx(1, 2, 3) = Kyxz(1, 2, 3)

= Kyzx(1, 2, 3) = 0,

Kxzz(1, 2, 3) = Kzxz(1, 2, 3) = Kzzx(1, 2, 3)

= λx,

Kyzz(1, 2, 3) = Kzyz(1, 2, 3) = Kzzy(1, 2, 3)

= λy,

Mxx(1, 2) = Mxx(1, 3) = Mxx(2, 3)

= 2α2|B|2 − λ2
x,

Myy(1, 2) = Myy(1, 3) = Myy(2, 3)

= 2α2|B|2 − λ2
y,

Mzz(1, 2) = Mzz(1, 3) = Mzz(2, 3)

= 1 + α2 − 4α2|B|2 − λ2
z,

Mxy(1, 2) = Myx(1, 2) = Mxy(1, 3)

= Myx(1, 3) = Mxy(2, 3)

= Myx(2, 3) = −λxλy,

Mxz(1, 2) = Mzx(1, 2) = Mxz(1, 3)

= Mzx(1, 3) = Mxz(2, 3)

= Mzx(2, 3) = −λx(1 + λz),

Myz(1, 2) = Mzy(1, 2) = Myz(1, 3)

= Mzy(1, 3) = Myz(2, 3)

= Mzy(2, 3) = −λy(1 + λz),

Mxxx(1, 2, 3) = 2λ3
x − 6λxα

2|B|2,

Myyy(1, 2, 3) = 2λ3
y − 6λyα

2|B|2,

Mzzz(1, 2, 3) = 2λ3
z + 6α2|B|2 − 1− α2

− 3λz(1 + α2 − 4α2|B|2),

Mxxy(1, 2, 3) = Mxyx(1, 2, 3) = Myxx(1, 2, 3)
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= 2λy(λ
2
x − α2|B|2),

Mxxz(1, 2, 3) = Mxzx(1, 2, 3) = Mzxx(1, 2, 3)

= 2(λz + 1)(λ2
x − α2|B|2),

Mxyy(1, 2, 3) = Myxy(1, 2, 3) = Myyx(1, 2, 3)

= 2λx(λ
2
y − α2|B|2),

Mxyz(1, 2, 3) = Mxzy(1, 2, 3) = Myxz(1, 2, 3)

= Myzx(1, 2, 3) = Mzxy(1, 2, 3)

= Mzyx(1, 2, 3)

= 2λxλy(λz + 1),

Mxzz(1, 2, 3) = Mzxz(1, 2, 3) = Mzzx(1, 2, 3)

= 2λxλz(λz + 1)

− λx(α
2 − 4α2|B|2),

Myyz(1, 2, 3) = Myzy(1, 2, 3) = Mzyy(1, 2, 3)

= 2(λz + 1)(λ2
y − α2|B|2),

Myzz(1, 2, 3) = Mzyz(1, 2, 3) = Mzzy(1, 2, 3)

= 2λzλy(λz + 1)

− λ(
yα

2 − 4α2|B|2). (12)

将 (12)式中的张量Mlmn(1, 2, 3)代入 (9)式中的第
一式, 就能计算出三个原子体系的三体纠缠量E3,
由于其解析表达式冗长, 这里不再给出其具体表

示式. 下面采用数值计算方法来讨论纠缠量的
演化.

3.1 弱相干场强度变化对三体纠缠的影响

为了讨论弱相干场强度变化对三体纠缠的

影响, 取J = g, 平均光子数α2分别取 0.05, 0.1,
0.2, 0.3时, 三体纠缠量E3的演化数值计算结果

如图 1所示. 图 1中曲线显示: 1) E3呈现出周期

性演化规律, 但其演化周期与弱相干场强度无关.
这是因为张量Mlmn(1, 2, 3) (l,m, n = x, y, z)以函

数 sin(Jt), cos(Jt)和 sin(βt)形式随时间演化, 而
sin(Jt), cos(Jt)和 sin(βt)演化的角频率为J和β,
它们均与α2无关. 因此, 三体纠缠量E3的演化周

期与弱相干场强度无关; 2) 随弱相干场强度增强,
E3的演化曲线峰值增大, 曲线中心上移, E3的平均

值增大, 例如α2 = 0.05时, Ē3 = 0.00309; α2 = 0.1

时, Ē3 = 0.015; α2 = 0.2时, Ē3 = 0.08645;
α2 = 0.3时, Ē3 = 0.27213, 这表明三原子间三
体纠缠增强. 这是因为弱相干场是真空态和单光子
数态的叠加, 当系统激发数为 0时原子处于分离态,
随弱相干场强度增强; 系统处于激发数为 1的概率
增大, 因此三原子间三体纠缠增强.
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图 1 纠缠量E3随规范时间 gt的演化 (a) α2 = 0.05; (b) α2 = 0.1; (c) α2 = 0.2; (d) α2 = 0.3
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3.2 原子间耦合强度变化对三体纠缠的

影响

弱相干场强度α2 = 0.3, 原子间耦合系数J

分别取 0.5g, g, 2.0g和 4.0g时, 三体纠缠量E3的

演化数值计算结果如图 2所示. 图 2中曲线显示:
1) E3的演化频率随耦合系数J增大而增大, 这
是因为决定张量Mlmn(1, 2, 3) (l,m, n = x, y, z)

演化的函数 sin(Jt), cos(Jt)和 sin(βt), 它们的
角频率为J和β均随J增大而增大; 2) 随耦合
系数J增大, E3的演化曲线峰值减小, 曲线中
心下移, E3的平均值减小. 例如J = 0.5g时,
Ē3 = 0.33824; J = g时, Ē3 = 0.27213; J = 2.0g

时, Ē3 = 0.18552; J = 4.0g时, Ē3 = 0.12706.
这表明三原子间纠缠随耦合系数 J增大而

减弱.
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图 2 纠缠量E3随规范时间 gt的演化 (a) J = 0.5g; (b) J = g; (c) J = 2.0g; (d) J = 4.0g

4 结 论

本文研究的系统由三个全同的二能级原子和

单模腔构成, 考虑原子间存在相互耦合的情况, 采
用文献 [12]提出的三体纠缠态纠缠量计算方法, 计
算了系统中三个原子间三体纠缠的演化, 讨论了弱
相干场强度和原子间耦合系数对纠缠演化的影响.
研究发现: 三体纠缠量呈现出周期性演化规律, 其
演化周期随原子间耦合系数的增大而减小, 与弱相
干场强度无关. 随弱相干场强度增大, 三体纠缠量
的演化曲线峰值增大, 曲线中心上移, 其平均值增
大. 这表明随弱相干场强度增大三体纠缠增强. 相
反, 随原子间耦合系数增大, 三体纠缠量的演化曲

线峰值减小, 曲线中心下移, 其平均值减小, 三原子
间纠缠减弱.
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Tripartite entanglement properties of coupled three
atoms in cavity quantum electrodynamics∗

Lu Dao-Ming†

(College of Mechanic and Electronic Engineering, Wuyi University, Wuyishan 354300, China)

( Received 17 November 2013; revised manuscript received 1 December 2013 )

Abstract
In this paper we consider the case that three identical two-level atoms are trapped in a single-mode cavity which is

in a weak coherent state initially, and there is an interaction between two atoms. The tripartite entanglement dynamics
among atoms is studied. The influences of atom-atom coupling constant and intensity of the cavity field on the tripartite
entanglement among atoms are discussed. The results obtained using the numerical method show that the tripartite
entanglement among atoms is strengthened with the increase of intensity of the cavity field; on the other hand, it is
weakened with the increase of the coupling constant between atoms.

Keywords: quantum optics, weak coherent state, cavity quantum electrodynamics, tripartite entangle-
ment
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