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二元层片共晶凝固过程的特征尺度选择∗
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基于 Jackson和Hunt二元规则共晶稳态生长理论, 在共晶两相的界面溶质守恒条件中引入密度修正项,
改进了共晶两相的界面溶质守恒条件. 在此基础上, 根据二元层片共晶常规凝固过程中层片组织稳态生长时
Gibbs自由能的变化, 运用极值形态选择原理确定二元层片共晶凝固过程中层片间距特征尺度选择准则. 理
论分析表明, 对于给定二元共晶合金, 在常规凝固条件下的层片间距选择通常为一有限区间. 此外, 理论分析
还表明, 二元层片共晶稳态生长时其特征尺度的选择可以呈现超稳定性, 而且在给定的凝固条件下超稳定性
只和给定合金系的物性参数有关. 将该形态选择准则分别运用于物性参数精确已知的Al-Al2Cu, Sn-Pb 和
CBr4-C2Cl6 合金系, 表明计算结果与实验结果相符合.
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1 引 言

共晶凝固是多相合金凝固过程中一类非常重

要的相变过程, 在物理学领域,共晶凝固是形态选
择和不同形态间相互转化的典型范例 [1−5]. 此外,
共晶凝固也常用于非平衡条件下微观组织演化及

形成机制的研究 [6,7]. 近年来, 基于不同算法的计
算机数值模拟技术也应用于共晶凝固微观组织的

计算模拟, 如Monte Carlo法 [8]、相场法 [9−11]、元胞

自动机 (CA)[12] 等. 在材料研究领域, 许多重要的
材料制备都涉及共晶反应, 如金属/气体共晶定向
凝固用于制备多孔材料 [13].

共晶合金常规凝固时, 由于热扩散速度远远大
于溶质扩散速度, 因此, 共晶的生长主要是由溶质
扩散所控制.在给定凝固条件下, 要形成规则层片
共晶组织结构要求两个固相以完全耦合的方式同

时生长. 若只考虑溶质扩散, 共晶层片间距越小时,
液相中溶质沿固液界面方向扩散的距离越小, 从
而所需溶质扩散的驱动力 (成分过冷) 就越小, 这

样有利于共晶相以耦合方式生长. 不过, 除了物质
传输过程以外, 共晶生长还受到界面能的制约作
用. 因此, 所形成的共晶层片间距不可能无限小.
对于能够形成规则共晶组织的合金系, 动力学过
冷度非常小, 且合金成分对动力学过冷度的影响很
小 [14,15], 可以忽略不计. 因此规则共晶生长理论主
要考虑溶质扩散和界面能的共同作用.

Jackson和Hunt[16]考虑液相中的物质传输及

界面能效应, 提出了经典的稳态二元共晶组织生长
理论 (JH模型). JH模型假设共晶相界面前沿过冷
度相等, 将二元规则共晶凝固过程形成的微观组织
特征尺度与过程参数联系起来. 分析表明: 如果不
引入形态选择准则, 在给定速度条件下, 特征尺度
与过冷度之间不是单值的确定关系. 为此, JH模
型引用极值形态选择原理, 以单值确定特征尺度与
过程参数间的对应关系. Magnin和Trivedi[17]在求

解扩散方程的边界条件中引入了与凝固过程有关

的修正因子, 在扩散边界条件中考虑了共晶两相密
度的影响, 因而使得理论适用范围更广. Magnin和
Trivedi 的理论分析结果表明, 对于规则共晶, 其修
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正后的结果与JH模型非常接近, 而非规则共晶差
别较大.

JH模型给出了两个重要信息: 稳态共晶生长
其特征尺度分布为一有限区间; 且该区间下限和
上限层片间距的平方与凝固速度的乘积均为常

数. 后续的形态选择实验均证实规则共晶的层片
间距选择为一有限区间. Langer及合作者 [18,19]基

于JH模型的界面扰动分析表明: 在长波扰动情况
下, 极值形态选择原理所确定的层片间距对应于
层片间距选择区间的下限. 近年来, 实验及相关相
场模拟发现规则共晶的特征尺度选择存在超稳定

性 [20−22], 即规则共晶的特征尺度选择可以明显小
于极值形态选择原理所确定的特征值. 因此, 有必
要对极值条件下的规则共晶生长做进一步分析. 对
于层片共晶, 文献 [17]与JH 模型的分析结果极为
接近. 因此, 为方便理论分析, 本文采用JH模型并
考虑共晶相密度不同的情况, 在极值条件下确定
规则层片共晶合金凝固过程层片的特征尺度选择

问题.

2 理论分析

凝固过程的驱动力为系统自由能的降低. 常规
的凝固是在恒压条件下进行, 因此, 可以用Gibbs
自由能的减少来描述凝固过程驱动力的大小. 对于
纯物质, 凝固过程的驱动力可以表述为 [23]

∆G =
∆H∆T

Tm
−

∫ Tm

T

∆Cp(T )dT

+ T

∫ Tm

T

∆Cp(T )

T
dT, (1)

式中, ∆Cp为液相和固相比热的差值. 若已知∆H

和∆Cp, 上式也适用于计算合金凝固过程的Gibbs
自由能变化 [24]. 当过冷度较小时, (1)式中的后两
项近似为∆Cp(∆T )2/2Tm, 与式中的第一项相比
可以忽略, (1)式可以简化为

∆G = ∆S∆T, (2)

(2)式表明, 可以通过过冷度来描述凝固过程的驱
动力的大小.

通常凝固条件下, 共晶凝固的界面平均过冷度
都较小. 二元共晶凝固的特点是两个不同的固相
(记为α相和β相) 同时从同一熔体中生长, 这样,
共晶凝固过程的自由能变化可以用下式确定:

∆G = fα∆Tα∆Sα + fβ∆Tβ∆Sβ, (3)

式中, fα和fβ 分别为α相和β相的体积分数, ∆Sα

和∆Sβ是α相和β相在凝固过程的熵变, ∆Tα和

∆Tβ是α相和β相界面前沿液相的平均过冷度.
考虑α相和β相密度不同, 两相体积分数比可

以应用杠杆原理确定 [25]:

ξ =
fβ
fα

=
(C0 − Cα)ρα
(Cβ − C0)ρβ

, (4)

式中, C0为给定合金系的成分, Cα和Cβ分别为α

相和β 相的固溶度, ρα和ρβ分别为α 相和β相的

密度.
为了确定共晶相凝固界面前沿的平均过冷度

和凝固过程中的有效熵变, 首先需要确定固液界面
处的液相成分. 常规凝固条件下, 液相中溶质浓度
场由下式确定 [16]:

C(x, z) = C0 +B0 e− 2nπ
λ z

+

∞∑
n=1

Bn cos
(
2nπx

λ

)
e− 2nπ

λ z, (5)

式中, D是溶质在液相中的扩散系数, 坐标 z和x

分别为共晶生长方向和固液界面方向, B0和Bn是

Fourier系数.
考虑共晶相密度不同时, Fourier系数B0可由

下式确定 [25]:

−D
∂C

∂z

∣∣∣∣
z=0

=V δα(1− kα)C(x, 0) 0 6 x 6 Lα, (6a)

−D
∂C

∂z

∣∣∣∣
z=0

=V δβ(1− kβ)C(x, 0) Lα < x 6 Lα + Lβ, (6b)

式中,

δα =
ρα
ρ̄
, δβ =

ρβ
ρ̄
,

ρ̄ = fαρα + fβρβ,

C(x, 0)是沿α相或β相界面处的溶质浓度, kα(<
1)和kβ(> 1)是α相或β相的溶质分配系数, Lα和

Lβ 分别为α相或β 相的半个层片宽度.
将 (5)式代入 (6a)和 (6b)式, 然后在半个层片

间距宽度范围内, 即 (0, λ/2), 积分可得

B0(1−Θ) = C0Θ +

∞∑
n=1

1

nπ
Bn(Λα − Λβ)

× sin(nπfα), (7)

式中,

Θ = fαΛα + fβΛβ,
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Λα = δα(1− kα),

Λβ = δβ(1− kβ).

为求解Fourier系数Bn,需假设C(x, 0)近似为CE,
否则该系数无法求得解析解. 实际上, 通过对层片
共晶凝固过程溶质边界层的分析, 发现固液界面前
沿的液相平均成分与共晶成分非常接近 [26]. 在该
假设条件下可以由 (6a)和 (6b)式确定系数Bn为

Bn =
λV

(nπ)2D
∆C sin(nπfα), (8)

式中, ∆C为α相和β相的混溶间隙.当两个固相密
度不同时, ∆C可由下式确定 [17]

∆C =
ρα(CE − Cα) + ρβ(Cβ − CE)

ρ̄
. (9)

将 (8)式代入 (7)式可得

B0 = C0
Θ

1−Θ
+ λ∆CP

V (Λα − Λβ)

D(1−Θ)
, (10)

式中,

P =
∞∑

n=1

(
1

nπ

)3

sin(nπfα).

由此可得α相和β相凝固界面前沿液相的平均成

分为

C̄Lα =
C0

1−Θ
+ λ∆CP

V (1− Λβ)

Dfα(1−Θ)
, (11a)

C̄Lβ =
C0

1−Θ
− λ∆CP

V (1− Λα)

Dfβ(1−Θ)
. (11b)

如果考虑界面的平均曲率过冷 [11], 则界面处α相

和β相的平均过冷度为

∆Tα = mα

[
C0

1−Θ
− CE + λ∆CP

V (1− Λβ)

Dfα(1−Θ)

]
+ 2(1 + ξ)

aα
λ
, (12a)

∆Tβ = mβ

[
CE − C0

1−Θ
+ λ∆CP

V (1− Λα)

Dfβ(1−Θ)

]
+ 2

(
1 +

1

ξ

)
aβ
λ
, (12b)

式中, mα和 mβ分别为α相和β相的液相线斜率,

aα = Γα sin θα,

aβ = Γβ sin θβ,

式中, Γα和Γβ 分别为α相和β相的 Gibbs-
Thomson系数, θα和 θβ 分别为α相和β相在三相

点处的接触角.
在常规凝固条件下, 凝固过程中α相和β相的

有效熵变可由下式确定 [27]:

∆Sα =
R(TE −∆TDα)(C̄

m
α − C̄m

Lα)

mαΩαC̄m
Lα(1− C̄m

Lα)
, (13a)

∆Sβ =
R(TE −∆TDβ)(C̄

m
β − C̄m

Lβ)

mβΩβC̄m
Lβ(1− C̄m

Lβ)
, (13b)

式中, R为气体常数, TE为共晶温度, ∆TDα和

∆TDβ分别为α相和β相界面前沿液相的成分过

冷, C̄m
α 和 C̄m

β 分别为界面处以摩尔分数表示的α

相和β相平均成分, C̄m
Lα和 C̄m

Lβ分别为界面处以摩

尔分数表示的α相和β 相界面前沿液相平均成分,
Ωα和Ωβ分别为α 相和β相的摩尔体积. 以摩尔
分数表示的液相平均成分与前述以质量百分数表

示的平均成分可以由下式进行换算:

C̄Lα =
C̄m

LαM

C̄m
LαM + (1− C̄m

Lα)Ms
× 100%, (14a)

C̄Lβ =
C̄m

LβM

C̄m
LβM + (1− C̄m

Lβ)Ms
× 100%, (14b)

式中, M和Ms分别为溶质和溶剂的摩尔质量.
(13a)和 (13b)式可以整理为

∆Sα =
R(1− kα)C̄

m
Lα

Ωα(1− C̄m
Lα)

, (15a)

∆Sβ =
R(kβ − 1)C̄m

Lβ

Ωβ(1− C̄m
Lβ)

. (15b)

考虑由A和B两种组元构成的二元共晶, 如果
凝固界面前沿的A组元过多, 只要共晶相以稳态方
式生长, 则α相在α相和β相的边界处消耗β相生

长, B组元过多时则相反 [28]. 此外, 如果共晶以耦
合的方式生长, 则 C̄Lα 和 C̄Lβ与共晶成分非常接

近 [17]. 这意味着∆Sα 和∆Sβ 在常规凝固过程中

近似为常数.
如果共晶在稳态条件下生长, 在给定的条件下

若没有外界干扰, 共晶凝固过程中自由能的降低将
用于液相中溶质的扩散和共晶相之间新界面的形

成. 在给定凝固条件下, 当共晶处于稳态生长时,
凝固界面某处的层片间距增大时, 与之相伴的是在
界面其他某处的层片间距将减小. 在层片间距增大
的区域, 用于驱动溶质扩散的Gibbs自由能将增大.
同时, 由于层片间距增大, 单位体积内新形成的共
晶相界面将减少, 用于共晶相新形成界面的Gibbs
自由能将相应减少. 在层片间距减小的区域则与之
相反. 因此, 在没有外界扰动的情况下, 共晶层片
间距的调整不会使得系统Gibbs自由能增大.

由 (2)式有, 当熵变为常数时, Gibbs自由能的
变化与过冷度成正比关系.根据极值形态选择原理,
在最小过冷度条件下凝固界面处层片间距的调整

应满足

∂∆G

∂λ
= 0. (16)
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根据 (3)式可得
∂∆G

∂λ
= fα∆Sα

∂∆Tα

∂λ
+ fβ∆Sβ

∂∆Tβ

∂λ
. (17)

在二元共晶凝固过程中, 共晶相体积分数和共晶相
有效熵变存在如下关系 [27]:

fα
fβ

= −mβ

mα

∆Sβ

∆Sα

. (18)

因为共晶相体积分数只能取正值且共晶相的液相

线斜率比值为负值, 由此可知, 二元共晶凝固过程
中共晶相的有效熵变值的符号相同. 此外, 二元层
片共晶生长分析表明,通常 ∂∆Tα

∂λ
和

∂∆Tβ

∂λ
不在同

一层片间距处同时为零 [29], 根据上述分析可知, 当
∂∆G

∂λ
= 0时, 共晶层片间距的调整应使得 ∂∆Tα

∂λ

和
∂∆Tβ

∂λ
值的符号不同, 即

∂∆Tα

∂λ

∂∆Tβ

∂λ
< 0, (19)

(19)式中的界面过冷度对层片间距的导数项可由
(12a) 和 (12b)式得到. 此外, 根据JH模型可得极
值条件下成分过冷与曲率过冷相等. 这样, 层片间
距的调整不会远离极值条件, 加之α相和β相间体

积分数存在相互制约关系, 由此可知, 共晶层片间
距的选择范围由下式确定:

λm < λ < λM, (20)

式中,

λm = min(λα, λβ),

λM = max(λα, λβ),

式中, λα和λβ分别为α相和β相极值层片间距,
即α相和β相最小过冷度所对应的层片间距. 由
(12a)和 (12b)式可得

λα =

[
2D

V∆CP

aα
mα

(1−Θ)

(1− Λβ)

]1/2
, (21a)

λβ =

[
2D

V∆CP

aβ
mβ

(1−Θ)

(1− Λα)

]1/2
, (21b)

因此, 层片共晶凝固过程中其特征尺度的分布区间
宽度为

|λα − λβ| =
[
2D(1−Θ)

V∆CP

]1/2∣∣∣∣[ aα
mα(1− Λβ)

]1/2
−
[

aβ
mβ(1− Λα)

]1/2∣∣∣∣, (22)

(22)式表明, 层片共晶凝固过程中其层片选择区间
随凝固速度的增大而减小, 且给定凝固速度条件
下, 该分布区间仅与给定合金的物性参数有关.

3 结果与讨论

显而易见, Θ随着C0的增大而单调减小, 且其
最大值为

Θ =
fαρα(CE − Cα)

(fαρα + fβρβ)CE
. (23)

由 (23)式可得

1−Θ

1− Λβ

< 1, (24a)

1−Θ

1− Λα

> 1. (24b)

由此可知

λα <

(
2D

V∆CP

aα
mα

)1/2

, (25a)

λβ >

(
2D

V∆CP

aβ
mβ

)1/2

. (25b)

而JH模型中的极值层片间距为 [16]

λJH =

[
2D

V∆CP

(
fβ

aα
mα

+ fα
aβ
mβ

)]1/2
. (26)

二元共晶耦合生长时, 求解 (21a)式和 (21b)
式可遇到两种不同情形: 1) aα

mα

6 aβ
mβ

;

2) aα
mα

>
aβ
mβ

.

情形 1): aα
mα

6 aβ
mβ

当
aα
mα

<
aβ
mβ

时, 显然有

(
2D

V∆CP

aα
mα

)1/2

<λJH <

(
2D

V∆CP

aβ
mβ

)1/2

. (27)

当
aα
mα

=
aβ
mβ

时, 有

λJH =

(
2D

V∆CP

aα
mα

)1/2

=

(
2D

V∆CP

aβ
mβ

)1/2

. (28)

这表明, 当 aα
mα

不大于
aβ
mβ

时, λJH总大于λα而小

于λβ, 即

λα < λJH < λβ. (29)

情形 2): aα
mα

>
aβ
mβ
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在这种情形下, 问题变得比较复杂, 因为在这
种情形下可能会存在一个特殊点满足 λJH = λα =

λβ. 这个特殊点由下式确定

aα
mα

=
(1− Λβ)aβ
(1− Λα)mβ

. (30)

否则, 如果 aα
mα

<
(1− Λβ)aβ
(1− Λα)mβ

, (29)式仍然成立.

如果
aα
mα

>
(1− Λβ)aβ
(1− Λα)mβ

, 则

λβ < λJH < λα. (31)

根据上述分析可知, 除满足 (30)式外, 层片间

距可以选择小于JH模型极值层片间距而表现出超
稳定性.

在层片共晶实验研究工作中经常用到物性参

数精确已知的Al-Al2Cu, Sn-Pb和CBr4-C2Cl6二
元合金系. 这些合金系的物性参数示于表 1 [30−32].
图 1 (a)和 (b)分别为根据本文的形态选择准则计
算共晶成分Al-Al2Cu合金和Sn-Pb合金的λα和

λβ及根据JH模型计算的λJH随着凝固速度的变化

曲线. 图中的实心圆和空心圆分别为文献 [30, 31]
中实验测得的相对应合金系在相应实验条件下的

最大和最小层片间距. 从图 1可知, 计算所得结果
与实验结果相符合.

表 1 不同共晶合金系物性参数 [30−32]

合金系
mα mβ CE Γα Γβ θα θβ Cα Cβ ρα ρβ D

/(K/wt%) /(K/wt%) /wt% /K·µm /K·µm /(◦) /(◦) /wt% /wt% /g·cm−3 /g·cm−3 /µm2·s−1

Al-Al2Cu[30] −4.6 3.8 32.7 0.24 0.055 65 55 5.65 52.5 2.5 4.0 2800

Sn-Pb[31] −0.83 2.43 38.1 0.079 0.048 65 35 2.5 81.0 7.3 10.3 1100

CBr4-C2Cl6 [32] −1.48 2.16 8.4 0.08 0.114 60 55 5.08 16.18 3.09 2.75 827

100

1

(a)

1 10

1

10 (b)

λm

λM

λJH

λm

λM

λJH

λ
/
m
m

λ
/
m
m

V/mmSs-1

V/mmSs-1

图 1 计算所得 λα, λβ, λJH随凝固速度变化及其与实

验结果的比较, 其中实心圆和空心圆分别表示相应实验条
件下的最大和最小层片间距 (a) Al-Al2Cu合金, 实验结
果引自文献 [30]; (b) Sn-Pb合金, 实验结果引自文献 [31]

CBr4-C2Cl6透明合金系实验和相场法研究表
明, 当该合金系在低速凝固时, 层片间距的形态选
择表现出超稳定性, 即稳态生长的共晶层片可以
选择在明显小于极值形态选择原理所确定的间距

值范围内 [20,22]. 相场法使用松弛Cahn的层片垂
直于固液界面生长的假设来解释该合金系的共晶

层片间距选择的超稳定性 [20]. 图 2所示为根据本

文分析计算所得在凝固速度为 0.25 µm/s时CBr4-
C2Cl6共晶合金的∆Tα, ∆Tβ和根据 JH模型计算
所得的固液界面前沿平均过冷度 (∆TJH)随层片间
距的变化关系曲线. 图 2同时也给出该凝固速度条

件下的λα, λβ和λJH. 根据本文分析的计算结果,
在凝固速度为 0.25 µm/s时, CBr4-C2Cl6共晶合金
的层片间距分布范围为 21.1 µm 到 38.0 µm之间,
实验结果为 20—35 µm之间 [19], 计算结果与实验
结果近似符合. 而JH模型给出的极值层片间距值
为 30.3 µm, 显然, 在该凝固条件下, 层片间距的选
择表现出超稳定性.

实际上大多数的共晶凝固实验研究所采用的

都是体积试样.在相同凝固条件下, 体积试样中共
晶层片间距明显小于准二维的薄试样 [33,34]. 此
外, 在体积试样中影响共晶层片间距选择的线缺
陷始终存在 [35]. 在上述三种合金系中, 只有CBr4-
C2Cl6 共晶合金是在准二维条件下进行的实验研
究, 因此, 明显的超稳定性仅在该合金系中得到
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图 2 凝固速度为 0.25 µm/s时CBr4-C2Cl6共晶合金
过冷度随层片间距变化关系, 图中竖线为相对应的层片间
距值

4 结 论

基于JH模型考虑共晶相密度不同, 对二元规
则层片共晶凝固极值形态选择原理进行分析. 结
果表明, 在常规凝固条件下, 除了满足 (30)式的特
殊情形外, 给定二元共晶合金系的层片特征尺度选
择通常为一有限区间. 给定凝固速度的条件下, 合
金系所选择层片间距区间的大小仅取决于给定合

金的物性参数, 且该区间范围随凝固速度的增大而
减小. 此外, 理论分析还表明, 在不满足 (30)式时,
层片共晶的层片间距的选择存在超稳定性, 而且在
给定凝固速度的条件下, 超稳定性仅与给定合金系
的物性参数有关. 将本文理论分析所得的层片共
晶凝固特征尺度选择准则分别应用于物性参数精

确已知的Al-Al2Cu, Sn-Pb 和CBr4-C2Cl6合金系,
计算结果与相应条件下的实验结果相符合.
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Abstract
The lamellar spacing, which is formed by solidified melt of eutectic or near-eutectic composition, plays a very

important role in determining the properties of final products. In this study, the lamellar spacing of eutectic growth in
steady-state is predicted by the method which is established based on the classical Jackson-Hunt theory, and completed
by considering the free energy change during eutectic solidification at small undercooling. The density difference between
the solid phases is also considered when calculating the diffusion field in the liquid. It is found that a band of lamellar
spacings would be generally selected for a given alloy under fixed growth conditions. In addition, the lamellar spacing
can be morphologically stable below the minimum undercooling value, and this overstabilization is only dependent on
the intrinsic characteristic properties of a given system at a fixed growth velocity. The analysis results are found to be in
reasonable agreement with experimental data of Al-Al2Cu, Sn-Pb and CBr4-C2Cl6 systems available from the literature.
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