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独立函数元: 模型、方法和应用∗
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针对常规线性变换获得的多分量成分可能不相干, 但通常不满足统计独立的特点, 提出了一种基于独立
函数元的信号分解和重构的方法. 该方法不仅继承了线性变换的诸多优点, 而且还有统计域表征的优点. 讨
论了独立函数元的模型、定义和获取方法, 详细分析了心音独立函数元在心音信号处理方面的应用. 实验验证
了所述方法的有效性和实用性.
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1 引 言

实际工程中的信号通常是时间序列, 但研究人
员感兴趣的是检测信号的特征, 这些特征在时间
序列里往往不一定明显.为了突显信号的某些物理
特征, 将时域信号变换到其他变换域起到至关重
要的作用 [1]. 最常见的傅里叶变换 (FFT)、小波变
换、黄变换、时频联合分析 (JTFA)、多通道信号分析
等 [1−8], 它们各有其优点, 也存在一定的不足 [7−9].

本文研究一种信号在统计域进行处理的新方

法.针对常规线性变换获得的多分量成分可能不相
干, 但通常不满足统计独立的特点, 提出了一种基
于独立函数元的信号分解和重构的方法. 作者认
为, 一个信号可以变换成一系列独立函数元的线
性叠加, 这种变换可理解为N维时域空间数据向

M维独立子空间投影的问题, 通过独立成分分析
(ICA)凸显出原本隐藏在信号中的那些不相关性,
使得新空间的数据具有统计独立性. 这种方法不仅
继承了线性变换的诸多优点, 并且实现了信号的统
计域表征. 在理论方面, 重点讨论了独立函数元的

模型、定义和获取方法; 在应用方面, 详细分析了心
音独立函数元的获取步骤, 以及在心音分类识别和
单路心音混合信号盲分离中的应用, 通过这两个实
验, 验证了所述方法的有效性和实用性.

2 独立函数元

设x(t)为多维数据的线性组合:

x(t) =

N∑
i=1

aixi(t), (1)

xi之间并非完全相互独立, 而是 xi可以划分为k

元组 (k-tuples), 在k元组内, xi之间可互相关, k元
组之间不相关且独立. 通过寻找一种内在的因子,
使得N维空间的数据到M维空间的变换能凸显原

本隐藏在x(t)中的这种不相关, 并且使新空间的
数据具有统计独立性. 换句话说, 上述变换可理
解为N维时域空间数据向M维独立子空间投影的

问题 [2,3].
(1)式的一般线性变换模型为

Cm =

M∑
m=1

N∑
i=1

aixiψm(t), (2)
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式中ψm为基函数, (2)式表明, 选定一组完备基
{ψm(t)}可对x(t)做分解性变换.显然, 不同基函数
对x(t)所做线性变换后的系数向量具有不同的形

式和不同的概率分布.
特别地, 当x(t) ∈ L2(R)时, 有惟一的分解, 即

x(t) =
∞∑

k=−∞

g(t)

= · · ·+ g−1(t) + g0(t) + g1(t) + · · · . (3)

设ϕ(t)是正交尺度函数, ψ(t)是相互正交的小
波, 用基底表示为

xk(t) =

∞∑
n=−∞

ck,nϕ(2
kt− n),

gk(t) =
∞∑

n=−∞
dk,nψ(2

kt− n), (4)

其中:

ck,n =
∑
l

al−2nck+1,l 和

dk,n =
∑
l

bl−2nck+1,l.

令Z为上式线性变换分数向量的集合, 即

Z = [ck,n, dk,n]
T, (5)

其协方差矩阵 cx = E{Z,ZT}, E = (e1 · · · em)

是以 cx的单位范数特征向量为例的矩阵, D =

diag(d1 · · · dm)是以cx的特征值为对角元素的对角

矩阵, 则有:

V = D−1/2ET, (6)

y = V Z, (7)

对于白化后的新数据y, 我们要寻找一种组合:

b = wy, (8)

使b为独立成分.
定理1 如果G是一个足够光滑的偶函数, 那

么在约束E{(wTy)2} = ||w|| = 1, 当E{G(wTy)}
取相应的局部极大值或极小值, 满足下式:

E{bjg(bj)− g′(bj)} > 0(resp < 0), (9)

则相应行对应的 bj是独立成分, 式中 g(·)是函数
G(·)的导数, g′(·)是 g(·)的导数.

这个定理表明, 实际上任何非二次型函数G都

可以用于实现信号的独立成分分析 [8].

推论1 设x =
N∑

n=1
aixi(t), 即使xi之间彼

此非完全独立, 但必可以通过某种线性变换,
bi = WAxi来消除xi中相互依赖的成分, 使得
bi尽可能地独立.

换句话说, 通过小波变换、Gabor变换或傅里
叶变换等手段, 可以获得x的一个线性不变特子空

间, 即将单路信号分解成多层信号y. 将这些多层
信号在独立子空间上再投影, 可获得x的不变高阶

特征值, 实现x的独立成分分解, 获得独立成分 bi.
在定理 1中, G以期望E{G(wTy)}的形式给

出了这种高阶统计信息 (高阶特征).
定理2 当G具有下式的形式时, W 的渐进

方差的迹最小,

Gopt(b) = c1 log pi(b) + c2b
2 + c3, (10)

式中pi是密度函数, c1, c2, c3是任意常量.
为了使 bi尽可能地独立, 选择G时, 可考虑

Gopt(b) = log pi(b). 这表明负熵是非高斯性的最
优度量之一, 有负熵J为

J(b) = H(bGauss)−H(b), (11)

近似为

J(b) = 1/12E{b3}2 + 1/48kw∂t(b)2. (12)

为了获取更好的负熵近似, 取非二次型函数G

为以下形式 [7,8]:

G1(b) = 1/a1 log cosh a, b, (13)

或

G2(b) = − exp(−b2/2), (14)

则有

J(b) ∝ [[E{G(b)} −E{G(ν)}]2, (15)

其中 ν为一个标准化的高斯随机变量.
定义1 如果b统计独立, 且是通过x的独立

成分分解获得, 称 bi为x的独立函数元.
计算独立函数元 b的一般算法步骤可归纳

如下:
1) 利用线性变换等手段, 将单路信号x分解成

多层信号y;
2) 白化预处理y;
3) 赋予初始值;
4) 据 (7)和 (8)式对y进行独立成分分析 (I-

CA);
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5) 获得x的独立函数元b.
定理3 如果 f ∈ L2(R), 则有重构公式 [1,13]:

f(t) =
∑
j,k

< f, ψj,k > ψ̃j,k(t). (16)

推论2 若x ∈ L2(R), 且 bj是x中分离出的

一个独立成分, 则有重构公式:

x =

M∑
j=1

Cjbj . (17)

独立函数元b的获取与重构过程如图 1所示:
与常见的FFT、小波变换、黄变换、JTFA、多通

道信号分析等比较, 本文所述方法提供了一种信号
在统计域进行处理的新方法.如图 2所示.该方法将
信号转换到统计域进行表征, 突显了信号的统计独
立特征.

x↼t↽ 

x↼t↽

Zm

b

bm

Z

ICA

分层

图 1 独立函数元的获取与重构过程示意图

图 2 信号转换到统计域表征的示意图

3 心音独立函数元的获取与应用

心音是一种人体的自然信号, 是人体心脏生理
信息的外在反映, 具备普遍性、独特性和可采集性.
对心音信号进行去噪、特征提取和分类方法的研究,
在心音智能听诊和心音身份识别方面具有积极的

意义 [9−11].
一个周期的心音信号可描述为

sT (t) =

T∑
t=1

(c1s1(t) + c2s2(t) + c3s3(t)

+ c4s4(t) + c5s5(t)), (18)

其中, s1, s2为第一、二心音信号; 第三、四心音 s3,
s4较弱, s5代表心音杂音, c为合成系数.

心音有以下特点:
1) 周期性, 一个人的心音信号是周期重复的,

有 sT (t) =
T∑

t=1

5∑
j=1

cjsj(t);

2)能量集中性, 心音的能量主要集中在第一心
音 s1和第二心音 s2中, 即有

PsT =
5∑

j=1

Psj ≈
2∑

j=1

Psj ;

3)相对稳定性, 同一个人的心音在一定时间范
围内可保持相对稳定不变, 有 sT (t −∆t) = sT (t),
如果有突变发生, 说明心脏可能发生了病变 [12].

根据前面的论述, 心音信号显然可以变换
成一系列独立函数元的线性叠加.因此, 按照计
算独立函数元的一般步骤, 首先需要对单路单
周期心音信号 sT (t)进行分层处理, 即将 sT (t)分

解为一系列满足一定要求的分层信号的组合:
sT = a1s

1
T + a2s

2
T + · · · + aKs

K
T , 然后再对它进

行独立成分分析, 获取心音独立函数元, 并且可由
这些心音独立函数元重构出 sT (t).

对心音信号 sT (t)进行分层的原则是:
1) 分层信号 sKT 与 sK+1

T 之间应尽可能满足相

互正交;
2) 分层信号 sKT 一定可重构出原信号;
3) 分层信号 sKT 与原信号 sT (t)应具有相同

长度.
第 1条原则表明, 信号分层的效果相当于在一

组正交基上投影, 分层信号的这种正交性则有利于
进行下一步的独立成分分析, 获取心音独立函数
元; 第 2条原则表明了信号分层应具有可重构性;
第 3条原则是使分层信号满足盲源分离的基本条
件, 即各源信号之间的长度是相同的.

显然, 小波变换 (WT)满足所述分层原则, 用
标准的小波变换包模型可获得 (5)式中的Q层系数

向量, 有Z =
Q∑

q=1
Zq, 利用插值法使Zq为等长, 然

后对Z进行独立成分分析, 即有
Q∑

q=1

bq =

P,Q∑
p=1,q=1

Cp,qZq, (19)
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对 (19)式可采用 fastica, dwt_ica或 ext_ica等算
法来实现, 从而获得一组心音独立函数元 bq. 经过
我们较多的实验结果表明 [7,12], 利用dwt_ica方法
获得的 bq具有较好的稳定性.

并且根据 (17)式有心音信号的重构表达式:

ST =

Q∑
q=1

dqbq. (20)

一组心音独立函数元 bq获取的结果如图 3所

示, 其中S是一段心音信号, 按其周期性可分为
ST1, ST2, ST3, ST4等 4个周期, 任取其中的一个,
如ST3, 按照心音信号的分层原则, 基于小波包 (或
者黄变换)方法进行两层分层, 可得图中的 s1T3 和

s2T3, 再基于dwt_ica 方法对 s1T3, s2T3进行独立成

分分析, 可得两个心音独立函数元 b1和 b2.

3.1 在分类识别中的应用

根据 sT (t)的周期性, 任意一个周期的 sT (t)应

包含了一个人心音信号的主要特征, 显然某一个周

期的心音独立函数元 bq就是这种特征的一种表征

形式.将心音独立函数元 bq作为一种生物特征, 令
biq为标准组, 被识别的 bjq为被测组. 定义它们的相
异距离为

dk = 1−

∣∣∣∣ M∑
t=1

biq(t)b
j
q(t)

∣∣∣∣√
M∑
t=1

bi2q (t)
M∑
t=1

bj2q (t)

, (21)

dk越小, bjq与 biq越相似, 当 bjq与 biq相同时, dk = 0.
将被测组心音独立函数元 bjq与标准组心音独

立函数 biq逐一进行模式匹配
[11,12], 通过 (21)式可

对心音进行识别和分类.
表 1是同一个人不同时间段心音独立函数元

所具有的平均相异距离. 由于它们的相异距离未发
生突变, 所以该人的心脏器官也应该未发生明显病
变.该人每年的常规身体检查也证明这个结论是正
确的.
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图 3 一组心音独立函数元 bq的获取过程
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3.2 在单路含噪混合信号盲源分离中的

应用

信号去噪是信号处理的核心内容之一 [14,15],
心音信号的去噪能为后续处理奠定一个良好的基

础. 取前面实验中同一个人不同周期的心音信号
ST1, ST3, 用SN表示心音检测时的背景噪声 (白噪
声). 假设背景噪声与心音之间是统计独立的, 那么
有混合信号:

S = ST1 + SN , (22)

这为单路单周期含噪心音信号模型, 直接进行盲源
分离 (BSS)处理是一个病态方程 [7,8]. 因为只有一
路信号却有两个未知变量. 如果我们将心音独立函
数元 bq 作为先验知识, 利用 bq可将 (22)式欠定问
题转换为适定问题或超定问题.

表 1 同一个人不同时间段心音独立函数元的平均相异距离

dk ST2 2011年 2012年 2013年

ST3 0.0014 0.1413 0.1750 0.1638

令ST3的心音独立函数元为 bqk (k = 1, 2, · · · ),
那么, 将 bqk加入S中, 即有组合信号:

H = (S, bq1, · · · , bqk)T(k > 2), (23)

(23)式将 (22)式的单路信号转换为k + 1个多路信

号, 满足BSS算法的要求. 从而实现欠定BSS向超

定BSS 的转化, 有:
ŝ1

ŝ2
...

ŝK+1

 =


w11 w12 · · · w1(k+1)

w21 w22 · · · w2(k+1)

...
...

...
...

wq1 wq2 · · · wq(k+1)



s

bq1
...

bqk

 . (24)

对 (22)式只有两路源信号的单路单周期混叠
信号的欠定盲分离算法, 其具体的步骤如下:

1)混叠信号S;
2)将ST3的两个心音独立函数元 b1和 b2加入

到S中, 把单路S转换为3路信号的组合;
3)通过对这 3路信号进行 ICA分解, 得到源信

号的一组估计 ŝ1, ŝ2和 ŝ3, 其中 ŝ1就是ST1的一种

估计, 这样就实现了单路心音信号和背景噪声信号
的有效分离. 图 4是按上述方法获得的一个结果.

与参考文献 [16]相比较, 该文所提出的双声道
心音信号的欠定盲分离方法至少需要知道两路混

合信号, 并且要求源信号具有稀疏特性.而本文提
出的基于心音独立函数元的单路混合信号欠定盲

分离方法只需要知道一路混合信号, 并且对源信
号也没有什么特殊的要求, 显然具有更广泛的普
适性.
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图 4 单路单周期含噪心音信号欠定盲分离的一个结果
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4 结 论

1) 独立函数元是信号在统计域进行分解和重
构的一种基本单元, 具有统计独立性的特征;

2) 独立函数元可形成信号处理的一种新方法,
可获得独到的信号分析效果, 独立心音函数元就是
这样的一个典型应用例, 不论是心音的特征识别,
还是含噪心音的欠定盲分离, 都产生了其他方法不
可替代的效果;

3) 独立函数元获取方法规范, 物理意义明确,
应用过程也比较简单, 具有潜在的推广应用价值.
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Abstract
In the paper, we present a new method for signal processing in statistical domain. The multiple components obtained

from the conventional linear transformation are possibly irrelevant, and usually do not possess the characteristics of
statistical independence. Therefore a method of signal decomposition and reconstruction is proposed based on the
independent function element. This method not only inherits the advantages of linear transformation, but also has the
capability of signal representation in the statistical domain. In this paper, the model, definition and obtaining method
of independent function element are discussed, and the applications of heart sounds independent function element in the
heart sound signal processing are also analyzed in detail. The validity and practicability of the method are demonstrated
through two experiments.
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