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双色散模型的辛时域有限差分算法∗
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结合有耗的Drude-Lorentz色散模型, 提出了处理双色散模型的辛时域有限差分算法. 基于矩阵分裂, 辛
传播算子和辅助差分方程技术, 结合严格而巧妙的公式推导, 构建了算法框架, 并给出了详细的公式推导过
程. 为了验证本文算法的有效性和精确性, 首先计算了一维空间双色散平板的透射系数, 并与解析解对比, 结
果较好地符合, 证明了该算法是有效而精确的. 然后计算了三维空间中有实际意义的银分裂环, 金属银的介
电参数由Drude 模型拟合. 计算了该结构的透射系数, 反射系数和吸收系数, 得到了银分裂环的谐振频率和
吸收频率, 为实际实验结果提供了可供参考的计算结果.
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1 引 言

色散媒质在电磁场领域有着广泛的应用 [1−3],
比如等离子体, 双负媒质, 吸波材料等都属于色散
媒质. 如果媒质的介电常数或者磁导率是频率的函
数, 那么这种媒质被称为色散媒质. 现实中的很多
物质都是色散的,比如海水, 雪等. 由于色散媒质的
复杂特性,使得解析法在求解色散媒质的电磁场问
题上变的十分困难. 因此对它们的研究只能借助于
数值方法以及科学实验. 在诸多数值方法中, 时域
有限差分方法 (FDTD)[4,5]是研究色散媒质电磁特
性的有力工具. 因为FDTD方法具有宽带特性, 一
次运行可以得到宽频结果. 电通量密度D 和电场

E, 磁通量密度B和电场H之间的关系反应了材

料的复杂性, 很多时候并不简单的假设本构关系式
D = εE, B = µH中的 ε, µ是一个恒定的标量, ε,
µ可以是一个张量, 从而可以描述媒质的各项异性.

当研究非线性媒质时也可以把 ε, µ写成非线性函
数, 当然媒质参数也可以是随时间变化的函数. 介
电常数也可以是位置的函数, 即表征空间媒质的非
均匀性. 本文研究的重点是 ε, µ是频率的复杂函数
的情形.色散媒质能更好的描述现实世界, 因此我
们有必要对色散媒质的FDTD方法展开研究. 为
了仿真色散媒质, 研究者们提出了多种色散模型,
比如Debye, Drude, Lorentz以及Drude-Lorentz模
型 [6−8].

辛时域有限差分算法 (SFDTD)[9−11]在稳定

性, 长时间迭代以及色散误差等方面比普通FDT-
D算法有很大的优势. 构造SFDTD算法需要
将包含媒质参数的Maxwell方程写成矩阵形式
∂G

∂t
= LG, 在计算时间演化矩阵 exp(∆tL)时,

要求L分裂成的两个矩阵U , V 满足矩阵指数

exp(cl∆tU), exp(dl∆tV )收敛. 但是由于色散媒
质的电磁参数相对复杂, 使得矩阵U , V 的构造相
当困难. 文献 [12]对无耗散项的Drude模型构造
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了SFDTD算法. 针对更具有普遍意义的有耗散项
Drude-Lorentz模型, 本文建立了可以处理双色散
模型的SFDTD算法.

2 理论和数值推导

2.1 Drude-Lorentz色散模型的辛算法
框架

Drude模型是比较常用的色散模型, 它可以很
好地拟合一些材料的电磁参数, 有时候为了进一步
提高对材料电磁参数的拟合,需要引入Lorentz修
正项, 即通过Drude和Lorentz模型的叠加来提高
拟合的精度. 此时复的相对介电常数 ε 及复的相对

磁导率µ可表示为

εr(ω) = ε∞ − ω2
eD

ω (ω − jγeD)

− ∆ε ·Ω2
eL

(ω2 −Ω2
eL)− jωΓeL

, (1)

µr(ω) = µ∞ − ω2
hD

ω (ω − jωγhD)

− ∆µ ·Ω2
hL

(ω2 −Ω2
hL)− jωΓhL

, (2)

其中, ε∞及µ∞分别为无限频率的相对介电常数和

相对磁导率, ωeD 和ωhD分别为电等离子体角频率

和磁等离子体角频率, γeD 及γhD分别为电碰撞频

率和磁碰撞频率, ∆ε及∆µ为引入Lorentz修正项
后介电常数及磁导率的相对改变量, ΩeL及ΩhL为

非损耗谐振频率, ΓeL及ΓhL是损耗系数. 为简单
起见,这里只考虑一项修正, 对于多项修正可类推.

无耗,各项同性,均匀介质空间中的Maxwell方
程组的频域形式为

jωε0εr(ω)E(ω) = ∇×H(ω), (3)

jωµ0µr(ω)H(ω) = −∇×E(ω). (4)

考虑到本构关系,引入如下辅助变量:

JD(ω) = jω ω2
eD

ω2 − jωγeD
E(ω), (5)

JL(ω) = jω ∆εΩ2
eL

ω2 −Ω2
eL − jωΓeL

E(ω), (6)

Q(ω) = jωJL(ω), (7)

KD(ω) = jω −ω2
hD

ω2 − jωγhD
H(ω), (8)

KL(ω) = jω −∆µΩ2
hL

ω2 −Ω2
hL − jωΓhL

H(ω), (9)

P (ω) = jωKL(ω). (10)

因此, (3), (4)式可改写为

jωε∞E(ω) =
1

ε0
∇×H(ω) + JD(ω)

+ JL(ω), (11)

jωµ∞H(ω) = − 1

µ0
∇×E(ω)−KD(ω)

−KL(ω). (12)

结合逆傅里叶变换, (5)—(12)式对应的时域形式为

∂JD
∂t

= −ω2
eDE − γeDJD, (13)

∂Q

∂t
+∆εΩ2

eL
∂E

∂t
= −Ω2

eLJL − ΓeLQ, (14)
∂JL
∂t

= Q, (15)
∂KD
∂t

= ω2
hDH − γhDKD, (16)

∂P

∂t
−∆µΩ2

hL
∂H

∂t
= −Ω2

hLKL − ΓhLP , (17)
∂KL
∂t

= P , (18)

∂E

∂t
=

1

ε∞

[
1

ε0
∇×H + JD + JL

]
, (19)

∂H

∂t
= − 1

µ∞

[
1

µ0
∇×E +KD +KL

]
. (20)

方程 (13)—(20)可进一步改写成矩阵形式

W
∂G

∂t
= MG, (21)

其中, G = (H E KL JL P Q KD JD)
T,

W =



1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

−∆µΩ2
hL 0 0 0 1 0 0 0

0 ∆εΩ2
eL 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1



, (22)

及
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M =



0
−∇×
µ∞µ0

−1

µ∞
0 0 0

−1

µ∞
0

∇×
ε∞ε0

0 0
1

ε∞
0 0 0

1

ε∞
0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 −Ω2
hL 0 −ΓhL 0 0 0

0 0 0 −Ω2
eL 0 −ΓeL 0 0

ω2
hD 0 0 0 0 0 −γhD 0

0 −ω2
eD 0 0 0 0 0 −γeD



. (23)

方程 (21)可表示为

∂G

∂t
= W−1MG

.
= M̂G, (24)

其中,

M̂ =



0
−∇×
µ∞µ0

−1

µ∞
0 0 0

−1

µ∞
0

∇×
ε∞ε0

0 0
1

ε∞
0 0 0

1

ε∞
0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0
−∆µΩ2

hL∇×
µ∞µ0

−(∆µ+ µ∞)Ω2
hL

µ∞
0 −ΓhL 0

−∆µΩ2
hL

µ∞
0

−∆εΩ2
eL∇×

ε∞ε0
0 0

−(∆ε+ ε∞)Ω2
eL

ε∞
0 −ΓeL 0

−∆εΩ2
eL

ε∞
ω2

hD 0 0 0 0 0 −γhD 0

0 −ω2
eD 0 0 0 0 0 −γeD



.

(25)

为简化记号, 引入

M̂ =



0 A12 A13 0 0 0 A17 0

A21 0 0 A24 0 0 0 A28

0 0 0 0 A35 0 0 0

0 0 0 0 0 A46 0 0

0 A52 A53 0 A55 0 A57 0

A61 0 0 A64 0 A66 0 A68

A71 0 0 0 0 0 A77 0

0 A82 0 0 0 0 0 A88



.

(26)

引入辛算法近似,考虑时间步进从 t = 0到 t = ∆t,
结合 (24)式有

G(∆t) = exp
(
M̂∆t

)
G(0). (27)

由于无法得到算子 exp
(
M̂∆t

)
的解析表达式, 我

们将 M̂ 分裂成两个矩阵U及V 的叠加.

U =



0 A12 A13 0 0 0 A17 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 A46 0 0

0 A52 A53 0 A55 0 A57 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 A82 0 0 0 0 0 A88



, (28)
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V =



0 0 0 0 0 0 0 0

A21 0 0 A24 0 0 0 A28

0 0 0 0 A35 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

A61 0 0 A64 0 A66 0 A68

A71 0 0 0 0 0 A77 0

0 0 0 0 0 0 0 0



. (29)

考虑到U及V 不可交换性,利用基本辛矩阵的乘
积,矩阵算符可近似为

exp
(
M̂∆t

)
= exp((U + V )∆t)

=
m∏
l=1

exp(dl∆tV ) exp(cl∆tU)

+O
(
∆tp+1

)
, (30)

其中,对应参数的定义与普通辛算法一致. 尽管
Uα ̸= 0及V α ̸= 0(α > 2), 指数算符 exp(dl∆tV )

及 exp(cl∆tU)可由表达式 (31), (32)定义并计算:

exp(dl∆tV ) =
∞∑

n=0

(dl∆tV )n

n!
, (31)

exp(cl∆tU) =

∞∑
n=0

(cl∆tU)n

n!
. (32)

可以证明按照 (28), (29)式分裂成的矩阵U及V 使

得 (31), (32)式收敛, 无需近似, 具体推导细节可参
考本文后面的附录. 这里需要注意的是前文将矩阵
M̂分裂成的U及V 两个矩阵不是任意的, 需要满
足分裂后的矩阵的矩阵指数收敛. 最后得到场及相
关变量的递推关系如下:

En+ l
m = En+ l−1

m +
dl∆t

ε∞ε0
∇×Hn+ l−1

m

+
dl∆t

ε∞

(
J

n+ l−1
m

L + J
n+ l−1

m

D

)
,

K
n+ l

m

L = K
n+ l−1

m

L + dl∆tP n+ l−1
m ,

Qn+ l
m = e−dl∆tΓeLQn+ l−1

m

+
∆εΩ2

eL
ε∞ε0ΓeL

(
e−dl∆tΓeL − 1

)
∇

×Hn+ l−1
m +

(∆ε+ ε∞)Ω2
eL

ε∞ΓeL

×
(

e−dl∆tΓeL − 1
)
J

n+ l−1
m

L +
∆εΩ2

eL
ε∞ΓeL

×
(

e−dl∆tΓeL − 1
)
J

n+ l−1
m

D ,

K
n+ l

m

D = e−dl∆tγhDK
n+ l−1

m

D

− ω2
hD

γhD

(
e−dl∆tγhD − 1

)
Hn+ l−1

m . (33)

Hn+ l
m = Hn+ l−1

m +
−cl∆t

µ∞µ0
∇×En+ l−1

m

+
−cl∆t

µ∞

(
K

n+ l−1
m

L +K
n+ l−1

m

D

)
,

J
n+ l

m

L = J
n+ l−1

m

L + cl∆tQn+ l−1
m ,

P n+ l
m = e−cl∆tΓhLP n+ l−1

m +
∆µΩ2

hL
µ∞µ0ΓhL

×
(

e−cl∆tΓhL − 1
)
∇×En+ l−1

m

+
(∆µ+ µ∞)Ω2

hL
µ∞ΓhL

(
e−cl∆tΓhL − 1

)
×K

n+ l−1
m

L +
∆µΩ2

hL
µ∞ΓhL

(
e−cl∆tΓhL − 1

)
×K

n+ l−1
m

D ,

J
n+ l

m

D = e−cl∆tγeDJ
n+ l−1

m

D +
ω2

eD
γeD

×
(

e−cl∆tγeD − 1
)
En+ l−1

m . (34)

至于空间一阶偏导数的离散可借助于四阶交

错差分, 即

∂f

∂x

∣∣∣
x=i∆x

≈
27

(
f

(
i+

1

2

)
− f

(
i− 1

2

))
24∆x

−
f

(
i+

3

2

)
− f

(
i− 3

2

)
24∆x

. (35)

因而, 结合时间及空间离散, 最终建立了空间四阶
时间任意阶的SFDTD算法以处理双色散媒质, 而
且本文构建的方法可以直接退化为单色散媒质及

普通媒质的SFDTD算法.

3 数值算例

3.1 双色散平板模型的传输问题

为了验证本文方法的有效性, 首先考虑平
板的传输问题. 以结构为 50 nm厚且为双色
散材质的平板作为研究对象, 参考贵金属金的
相对介电常数, 设置该平板的相对介电常数为
一个Drude项加一个Lorentz修正项, 其对应的
参数分别为: ε∞ = 1.17152, ∆ε = 2.233994,
γeD = 3.21× 1013 rad/s, ωeD = 1.37× 1016 rad/s,
ΓeL = 2π× 6.22× 1013 rad/s 及ωeL = 2π× 1.31×
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1015 rad/s. 另外设置该平板的相对磁导率与
相应的相对介电常数相同, 即 µ∞ = 1.17152,
∆µ = 2.233994, γhD = 3.21 × 1013 rad/s, ωhD =

1.37 × 1016 rad/s, ΓhL = 2π × 6.22 × 1013 rad/s,
ωhL = 2π × 1.31 × 1015 rad/s, 为了对SFDTD和
普通FDTD算法进行比较, 计算区域设为 300 nm,
平板置于计算区域的中心, 最外层为 20个网格的
PML, 入射的平面波源为调制的高斯激励

exp
(
− 0.5

( t− t0
τ

)2)
cos(ω(t− t0)),

其中 ω = 4π×1014 rad/s, τ = 5.0×10−15 s, t0 = τ ,
其他相关计算参数见表 1 . 图 1给出了该平板在

125—275 THz频段透射系数的精确解, SFDTD解
以及普通FDTD解. 由图 1可以看出SFDTD(红色
圆点), FDTD(黑色三角形)和精确解 (蓝色实线)
的误差相当. 表 1给出了两种算法结果对应的内存

以及计算时间的比较. 由表 1可以看出,在相同精
度下, SFDTD可以设置较大的稳定性系数以及网
格步长, 从而可以减少计算时间. 结果证明本文建
立的Drude-Lorentz双色散模型的辛算法框架是有
效的.

125 175 225 275
0

0.1

0.2

0.3

0.4

/THz

 

 

SFDTD

FDTD

图 1 (网刊彩色) 透射系数比较

表 1 算法性能比较

算法
网格步

CFL
时间步 计算时

内存/MB
长/nm 数 T/∆t 间/s

SFDTD 2.5 0.6 9000 11.4 132

FDTD 1.0 0.3 45000 15.2 101

3.2 三维U形开口谐振环 (SRRs) 的特性
分析

U形SRRs环具有周期性结构, 它在开关,传感
器等方面有着广泛的应用. 作为第二个例子, 利

用本文构建的色散模型SFDTD算法, 计算分析U
形SRRs环的透射系数, 反射系数以及吸收系数.
U形SRRs环结构如图 2所示, 该结构在x, y方向

上是周期, 且是周期长为 p = 250 nm的正方形结
构. 其他结构参数为 a = 150 nm, w = 50 nm,
d = 75 nm, hg = 60 nm, hs = 40 nm. 下层蓝色
区域为介质基板 (GaAs 材料介电常数 εr = 11.0);
上层黄色区域为贵金属银, 考虑到研究的波长范围
为 [1200, 2400]nm, 用一个Drude项拟合银在该波
段的介电常数, 其相应的Drude参数为 ε∞ = 1.0,
ωeD = 1.37× 1016 rad/s, γeD = 2.73× 1013 rad/s.
电磁波垂直于SRRs平面入射, 其电极化方向平行
于 y轴, z方向上设置15层厚度的高阶分裂场PML
作为吸收边界. 图 3是仿真后得到的透射系数 (黑
色实线),反射系数 (蓝色实线)和吸收系数 (绿色实
线), 而且给出了FDTD算法结果的对比. 表 2是

SFDTD和FDTD计算参量的对比, 可以看出, 由
于SFDTD算法可以将CFL以及网格步长设置的
较大, 从而在计算时间和内存上比FDTD占优.

a=
150 nm

hs=
40 n

m

d=
75 nm

h
g
=

6
0
 n

m

E(y)

k(z)

H(x)

w=
50 nm

p=
250 nm

图 2 (网刊彩色) SRRs结构示意图

1200 1400 1600 1800 2000 2200 2400
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

T
.R

.A

 

 
T R A

FDTD

SFDTD

/nm

图 3 (网刊彩色) 垂直入射时 SRRs结构的透射系数, 反
射系数和吸收系数
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图 3中, 根据透射系数的变化可以看出该S-
RRs结构的谐振频率对应的波长位于 1850 nm 附
近, 吸收峰位于1740 nm附近.

表 2 算法性能比较

算法
网格步

CFL
时间步 计算时

内存/MB
长/nm 数 T/∆t 间/s

SFDTD 25 0.4 6000 84 10664

FDTD 12.5 0.3 12000 249 15468

4 结 论

SFDTD算法是一种能量守恒,条件稳定且能
得到宽频带特性的有效数值方法, 本文基于矩阵
分裂, 辛算子技术以及ADE方法构建了Drude-
Lorentz电磁双色散模型的辛算法框架, 该算法在
时间上为任意阶, 可以灵活处理. 通过严格的公
式推导, 得到了一个Drude和一个Lorentz项叠加
的双色散模型的SFDTD算法迭代公式, 对于多个
Drude或者Lorentz项叠加的色散模型, 需要引入
更多的中间变量, 可以类似推导. 数值仿真结果证
明了构建的双色散模型的SFDTD算法的可行性和
有效性. 该算法为色散材料的研究提供了有力的算
法支持.

附录A 矩阵指数展开

以 (32)式为例,下面可以证明其展开后的计算结果是
收敛的, 展开后矩阵指数的收敛这是本文构建的算法的基
础. 矩阵U的表达式为 (28)式, 根据矩阵的乘法运算, 可以
得到任意整数个U矩阵乘积的结果:

U2 =



0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 A52A55 A53A55 0 A2
55 0 A57A55 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 A82A88 0 0 0 0 0 A2
88



,

· · ·

Un =



0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 A52A
n−1
55 A53A

n−1
55 0 An

55 0 A57A
n−1
55 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 A82A
n−1
88 0 0 0 0 0 An

88



.

令

B = exp(cl∆tU)

= I + cl∆tU + · · ·+ (cl∆tU)n

n!
+ · · ·

其中 I为单位阵. 那么B矩阵中的非零元素可计算得到

b11 = b22 = b33 = b44 = b66 = b77 = I,

b12 =
−cl∆t∇×
µ∞µ0

, b13 =
−cl∆t

µ∞
,

b17 =
−cl∆t

µ∞
, b46 = cl∆t.

简单记α = cl∆t, 于是

b52 = αA52 +
α2A52A55

2!
+ · · ·+ αnA52A

n−1
55

n!
+ · · ·

=
A52

A55

(
I + αA55 +

(αA55)
2

2!
+ · · ·+ (αA55)

n

n!

+ · · · − I

)
=

A52

A55
(exp(αA55)− I)

=
∆µΩ2

hL∇×
µ∞µ0ΓhL

(exp(−cl∆tΓhL)− I),

b55 = I + αA55 +
(αA55)

2

2!
+ · · ·+ (αA55)

n

n!
+ · · ·

= exp(αA55) = exp(−cl∆tΓhL);

同样可以得到

b53 =
A53

A55
(exp(αA55)− I)

=
(∆µ+ µ∞)Ω2

hL
µ∞ΓhL

(exp(−cl∆tΓhL)− I),

b57 =
A57

A55
(exp(αA55)− I)

=
∆µΩ2

hL
µ∞ΓhL

(exp(−cl∆tΓhL)− I),

b82 =
A82

A88
(exp(αA88)− I)

=
ω2

eD
γeD

(exp(−cl∆tγeD)− I),

b88 = exp(αA88) = exp(−cl∆tγeD).
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Abstract
Combined with the Lossy Drude-Lorentz dispersive model, a symplectic finite-difference time-domain (SFDTD)

algorithm is proposed to deal with the double dispersive model. Based on matrix splitting, symplectic integrator prop-
agator and the auxiliary differential equation (ADE) technique, with the rigorous and artful formula derivation, the
algorithm is constructed, and detailed formulations are provided. Excellent agreement is achieved between the SFDTD-
calculated and exact theoretical results when transmittance coefficient in simulation of double dispersive film in one
dimension is calculated. As to numerical results for a more realistic structure in three dimensions, the simulation of
periodic arrays of silver split-ring resonators using the Drude dispersion model are also included. The transmittance,
reflectance, and absorptance of the structure are presented to test the efficiency of the proposed method. Our method
can be used as an efficiency simulation tool for checking the experimental data.

Keywords: Lossy Drude-Lorentz dispersive model, symplectic finite-difference time-domain, double
dispersive model, matrix splitting
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