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交连值对斜率响应矩阵和迭代矩阵稀疏度的影响∗
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基于 529单元自适应光学 (AO)系统, 分析了变形镜到哈特曼波前传感器的斜率响应矩阵的稀疏特性、波
前复原中迭代矩阵的稀疏特性. 在变形镜驱动器间距不变的条件下, 研究了驱动器交连值对斜率响应矩阵稀
疏度、迭代矩阵稀疏度以及AO系统校正能力的影响. 研究表明, 斜率响应矩阵和迭代矩阵的稀疏度随交连值
的增大而减小; 交连值过大或者过小都会影响AO系统的稳定性和校正能力. 最后, 综合斜率响应矩阵和迭代
矩阵的稀疏度、系统稳定性和校正能力, 给出了交连值的合理取值范围.
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1 引 言

自适应光学 (adaptive optics, 简记为AO)技
术作为一种实时校正光束波前畸变的技术, 已经广
泛应用在天文观测、激光大气传输等领域 [1−5]. 自
适应光学系统的工作稳定性和误差传递与所采用

的波前复原算法密切相关, 目前应用最广泛的波前
复原算法是 1990年Jiang等提出的直接斜率法 [6].
随着AO技术的发展, AO系统单元数会达到几千
甚至上万, 运用直接斜率法进行波前复原和波前控
制时运算量会急剧增大, 为解决该问题, 欧洲南方
天文台和美国双子座天文台的大型望远镜AO系
统中应用稀疏矩阵迭代算法进行波前复原 [7,8], 稀
疏矩阵定义为矩阵元素大部分为零的矩阵, 稀疏
度定义为矩阵中零元素占矩阵总元素的比例. 文
献 [9,10]中详细讲述了迭代算法波前复原算法的原

理. 迭代算法的运算复杂度与斜率响应矩阵和迭代
矩阵的稀疏度密切相关, 高稀疏度的斜率响应矩阵
和迭代矩阵不仅可以降低迭代算法波前复原算法

的运算复杂度, 而且可以减小复原算法所占的存储
空间.

AO系统中, 影响斜率响应矩阵和迭代矩阵稀
疏度的参数很多. 国内外研究人员已经对AO系统
的参数及其拟合能力做了很多的研究 [11−15], 斜率
响应矩阵和迭代矩阵的稀疏度与AO系统的参数有
直接关系, 研究AO系统的参数对斜率响应矩阵和
迭代矩阵稀疏度的影响很有必要. 中国科学院光电
技术研究所已经研制成功 500单元级AO系统 [16],
单元数超过 500时, 迭代算法波前复原算法的运算
复杂度已经小于直接斜率波前复原算法 [9]. 本文基
于 529单元AO系统, 分析了变形镜驱动器交连值
对斜率响应矩阵和迭代矩阵稀疏度的影响, 给出了
交连值的合理取值范围.
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2 斜率响应矩阵

直接斜率法以各个驱动器的控制电压作为波

前复原的计算目标, 根据各个驱动器施加单位电压
时对个子孔径斜率的影响, 建立驱动器电压与子孔
径斜率之间的关系矩阵 [6]. 关系矩阵表达式如下:

G = RxyV, (1)

其中, V 为加在驱动器上的控制电压, G是通过哈
特曼波前传感器子孔径内的平均波前斜率量, Rxy

为变形镜到哈特曼波前传感器的斜率响应矩阵.
以 529单元自适应光学系统为例, 给出斜率响应
矩阵Rxy.

仿真模拟 529单元的自适应光学系统, 匹配关
系如图 1 . 其中, 变形镜驱动器个数为 529, 哈特曼
波前传感器子孔径个数为 904, 外围的大圆圈表示
入射光束的口径, 小圆圈表示变形镜驱动器的位
置, 驱动器呈正六边形排布, 每个驱动器到最近的
驱动器的距离相等, 小方框表示哈特曼波前传感器
子孔径所在位置, 子孔径为正方形. 图中只给出了
变形镜中参与波前校正的驱动器和哈特曼波前传

感器中参与波前探测的子孔径.

图 1 529单元自适应光学系统

变形镜的面形影响函数是指在变形镜的一

个驱动器上施加电压时, 引起镜面变形的分布函
数 [17]. 一般情况下, 驱动器施加电压时, 驱动器中
心处变形最大, 到边缘时变形量逐渐降低. 变形镜
驱动器的光学影响函数一般近似为高斯或超高斯

函数形式

Vi(x, y)

= exp[lnω(
√
(x− xi)2 + (y − yi)2/d)

α], (2)

其中Vi(x, y)为第 i个驱动器施加单位控制电压后

对光束波前的影响函数, (xi, yi)为第 i个驱动器的

位置, d为驱动器间距, α为高斯函数指数, ω为驱
动器交连值. 交连值ω定义为一个驱动器工作时,
相邻驱动器中心的变形量与工作驱动器中心的最

大变形量的比值. 交连值会影响系统工作的稳定性
和对波前的拟合能力. 大的交连值会使控制系统
各个通道间产生耦合, 小的交连值会造成波前拟合
不足.

图 2给出了驱动器交连值ω = 0.09时529单元
AO系统的斜率响应矩阵Rxy. 其中白色线条表示
斜率响应矩阵中的非零元, 黑色部分表示斜率响应
矩阵中的零元. 矩阵Rxy经过了预处理, 由于Rxy

中绝对值小于最大值百分之一的元素对波前复原

的影响可以忽略, 因而可以将这些元素按零元素
处理.
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图 2 529单元AO系统斜率响应矩阵 (ω = 0.09)

可以看出, 当ω = 0.09时, 斜率响应矩阵非零
元占矩阵元素总数的比例较低, 是一个稀疏矩阵.
斜率响应矩阵是稀疏矩阵的主要原因是工作驱动

器只影响其附近的面形, 对离其较远位置处的面形
基本没有影响.
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设 g为需要校正的波前像差斜率测量值, 运用
直接斜率法进行波前复原时, 将Rxy的广义逆矩阵

作为复原矩阵, 复原关系表示如下:

v = R+
xyg, (3)

其中, R+
xy为直接斜率法波前复原算法的复原矩阵,

v为需要施加到变形镜驱动器上进行波前校正的控

制电压. R+
xy的矩阵如图 3 , 其中白色部分表示R+

xy

中的非零元, 黑色部分表示R+
xy中的零元. 从图中

可以看出, 复原矩阵R+
xy是一个满矩阵, 非零元基

本占满了整个矩阵.
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图 3 529单元AO系统复原矩阵

3 迭代矩阵

对于单元数比较多的AO系统, 如果采用 (3)
式表示的复原算法进行波前复原, 运算量会非常
大, 因而对于单元数较多的系统 [7,8], 我们采用迭代
算法进行波前复原.

复原矩阵R+
xy = (RT

xyRxy)
−1RT

xy, 根据 (3)式,
我们可以将直接斜率法的公式表示为

v = (RT
xyRxy)

−1RT
xy · g. (4)

对 (4)式做变换, 得到

(RT
xyRxy)v = RT

xyg, (5)

其中, g为需要校正的波前像差斜率测量值, RT
xy为

斜率响应矩阵的转置矩阵, v为需要施加到变形镜
驱动器上进行波前校正的控制电压. (5)式可以看
作是Ax = b的形式, v可以看作Ax = b中的x, 迭
代算法避免了对斜率响应矩阵求广义逆, 而是通过
迭代的方法求解 v的值 [18]. (5)式中RT

xyRxy即为

迭代矩阵, 如图 4 所示, 其中白色线条表示迭代矩
阵中的非零元, 黑色部分表示斜率响应矩阵中的零
元, 可以看出迭代矩阵也是一个稀疏矩阵.

由于迭代矩阵RT
xyRxy和斜率响应矩阵的转置

矩阵RT
xy都为稀疏矩阵, 因而在迭代算法中, 应用

稀疏矩阵向量乘的技术, 可大大降低矩阵向量运
算的运算复杂度, 同时可以降低复原算法所占的
存储空间. 文献 [9]中给出了迭代算法波前复原的

运算复杂度估计, 对于一个单元数较多的AO系统,
设单元数个数为n, 迭代算法的运算复杂度估计为
O(n), 传统的波前复原算法的运算复杂度估计为
O(n2).
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图 4 529单元AO系统迭代矩阵

4 驱动器交连值对斜率响应矩阵和迭
代矩阵稀疏度的影响

基于 529单元自适应光学系统, 设定高斯函数
指数取值为 2.3[11,17], 在 [0.01, 0.99]范围内按 0.02
的抽样率选取驱动器的交连值.

针对 529单元AO系统中, 分析驱动器交连值
对斜率响应矩阵Rxy和迭代矩阵RT

xyRxy稀疏度的

影响. 图 5和图 6分别显示了斜率响应矩阵和迭代
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矩阵中非零元所占各自矩阵总元素的比例. 从图
中可以得出如下结论: 斜率响应矩阵和迭代矩阵的
稀疏度随驱动器交连值的增大而减小, 即交连值越
大, 斜率响应矩阵和迭代矩阵越稠密, 反之, 斜率响
应矩阵和迭代矩阵越稀疏. 对此可做出如下解释:
与交连值较小的变形镜相比, 驱动器施加相同电压
时, 交连值较大的变形镜的驱动器周边区域变形量
较大, 因而斜率响应矩阵和迭代矩阵中非零元的个
数较多.
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图 5 交连值与斜率响应矩阵稀疏度的关系
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图 6 交连值与迭代矩阵稀疏度的关系

为了更清楚的显示斜率响应矩阵和迭代矩阵

稀疏度, 图 7给出了它们的稀疏度随驱动器交连值

变化的曲线.
由图 5、图 6和图 7分析可知, 变形镜驱动器交

连值的增大会降低斜率响应矩阵和迭代矩阵的稀

疏度. 运用迭代算法进行波前复原时, 在迭代次数

确定的情况下, 迭代算法的运算量主要与迭代矩阵
非零元的个数相关, 图 8对比了不同交连值下迭代

算法进行一次波前复原的乘法运算量.
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图 7 斜率响应矩阵与迭代矩阵稀疏度对比

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

/
1
0
6

图 8 波前复原过程乘法运算量对比

从图中可以看出, 随着驱动器交连值的增大,
迭代算法的运算量会逐渐增大. 交连值在 (0, 0.7)
区间内时, 迭代算法的运算量随交连值增大类似线
性增长趋势; 交连值在 (0.7, 1)区间内时, 迭代算法
的运算量随交连值增大类似指数增长趋势. 出现
这种情况的主要原因是: 交连值过大时, 迭代矩阵
和斜率响应矩阵的稀疏度会急剧下降, 因而迭代
算法的运算量会大大增大. 对于一个实际的AO系
统, 变形镜驱动器交连值的取值范围要参考拟合能
力来确定, 并在此范围内判断运用迭代算法进行波
前复原是否可行. 但绝大多数AO系统中, 驱动器
交连值远小于 0.70, 这使得迭代算法波前复原成为
可能.
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5 529单元AO系统最优交连值范围

由以上几节分析可知, 交连值的大小直接决定
了斜率响应矩阵和迭代矩阵的稀疏度, 到底如何取
值对于系统最有利, 就需要结合系统的稳定性和校
正能力来判断. 本文用校正后的残余波前的RMS
值判断系统的校正能力, 用变形镜到哈特曼波前传
感器的斜率响应矩阵的矩阵条件数判断系统的稳

定性.

5.1 交连值的大小对残余波前RMS值的
影响

为了能够清楚的显示变形镜对单阶像差的

校正能力, 取待校正像差分别为圆域内 1到 65阶
Zernike 像差, 每一阶像差的RMS值均为 1 µm[19],
校正后残余波前的RMS值如图 9 , 其中, x坐标表

示交连值的大小, y坐标表示不同阶次的Zernike像
差, z 坐标表示残余波前的RMS值. 从y方向来看,
变形镜对低阶像差校正能力较强, 对高阶像差校正
能力较差. 从x 方向来看, 随着驱动器交连值变化,
残余波前RMS的大小成不规律变化. 而且当交连
值为 0.01时, 残余波前的RMS值远远大于交连值
取其他值的RMS值. 出现此现象的主要原因是交
连值为0.01的变形镜拟合能力太差.

为了清楚的显示交连值对变形镜校正能力的

影响, 我们除去交连值取 0.01时的数据, 取出 4组
不同的Zernike像差来研究, 如图 10所示. 其中, 交
连值在0.07到0.5的区间内时, 残余波前的RMS随
交连值成连续变化, 而交连值在 0.5到 0.99的区间
内时, 低阶像差校正后残余波前的RMS基本呈现
下降趋势, 而高阶像差校正后残余波前的RMS存
在较大振荡.
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图 9 (网刊彩色) 交连值和 Zernike阶次对残余波前RMS值的影响 (µm)
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图 10 (网刊彩色) 残余波前RMS值与交连值的关系

5.2 交连值对斜率响应矩阵的条件数的

影响

斜率响应矩阵的条件数是评价AO系统稳定
性的主要判据, 在高矩阵条件数的情况下, AO系
统不能稳定工作. 图 11给出了变形镜到哈特曼波

前传感器的斜率响应矩阵的条件数随交连值的变

化趋势. 文献 [10]指出, 当交连值过大 (大于 0.70)
时, 斜率响应矩阵的条件数随交连值的增大呈指数
形式增长, 通常AO系统交连值取值小于 0.7. 因而
作图时, 只给出了驱动器交连值在 0到 0.70之间的
数据.

从图 11中可以明显看出, 当驱动器交连值较
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大或者较小时, 斜率响应矩阵条件数都会很大. 当
驱动器交连值在0.07到0.37之间时, 变形镜到哈特
曼波前传感器的斜率响应矩阵条件数较小, 在此区
间内, 自适应光学系统有良好的稳定性, 控制系统
各通道间耦合数较小.
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图 11 斜率响应矩阵的条件数与驱动器交连值的关系曲线

5.3 交连值的大小对大气湍流波前校正能

力的影响

大气湍流引起的像差通常符合Kolmognov统
计规律 [20], 为了分析大气湍流环境下变形镜对
像差的校正效果, 本文利用前 65阶Zernike多项
式, 随机生成 100组符合Kolmognov统计规律的
大气湍流畸变波前, 计算了不同交连值下变形镜
的校正效果, 给出了 100组计算结果的平均值, 如
图 12所示.
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图 12 大气湍流残余波前RMS值与交连值的关系 (100
组结果均值)

整体来看, 图 12中的曲线与图 10中低阶像差

残余波前RMS值的曲线类似, 这是因为满足Kol-

mognov统计规律的大气湍流引起的波前畸变中,
低阶像差占主要成分. 从图中还可看出, 交连值在
0.17时, 校正后的残余波前RMS最大, 当交连值大
于 0.17时, 校正后残余波前RMS值随着交连值增
大呈下降趋势.

综合以上分析, 对于一个特定的AO系统, 驱
动器的交连值会有一个最优的范围, 太大或者
太小都会影响系统的性能. 对于 529单元AO系
统, 从图 11得出, 交连值在 0.07到 0.37的区间内
时, 斜率响应矩阵条件数较小, 系统相对稳定. 结
合图 11和图 12得出, 交连值在区间 (0.07, 0.13)和
(0.29, 0.37)之间时, 变形镜对大气湍流引起的波
前畸变校正效果较好. 从图 8可以看出, 变形镜交
连值越小, 迭代算法波前复原算法的运算量越小.
当驱动器交连值在范围 0.07—0.13时, 迭代矩阵的
稀疏度在 94.4%—95.6% 之间, 斜率响应矩阵的稀
疏度在 98.4%—98.7% 之间, 运用迭代算法进行波
前复原时, 由于迭代矩阵和斜率响应矩阵稀疏度
较高, 因而会大大减小复原算法所占的存储空间,
同时降低复原算法的运算复杂度. 因而综合可得
(0.07, 0.13)是交连值的最优取值范围.

6 结 论

本文基于 529单元自适应光学系统, 研究了变
形镜驱动器交连值对斜率响应矩阵和迭代矩阵稀

疏度的影响, 给出了仿真条件约束下的最优交连值
的范围. 研究表明, 对于 529单元自适应光学系统,
驱动器交连值在 0.07—0.13内时, 斜率响应矩阵和
迭代矩阵的稀疏度较高; 当交连值取 0.07时, 斜率
响应矩阵和迭代矩阵的稀疏度达到最大值. 在实际
系统中, 变形镜最优交连值的选取还要结合变形镜
工艺特性等因素综合给出. 虽然本文研究的系统为
529单元AO系统, 但是得出的结论和规律对千单
元、万单元AO系统同样具有指导意义.

感谢中国科学院光电技术研究所的姜文汉院士和郭友

明博士对论文工作的帮助与指导.
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Abstract
Based on a 529-actuator adaptive optic (AO) system, the sparseness of slope response matrix from deformable

mirror to Hartmann wavefront sensor and the sparseness of iterative matrix in wavefront reconstruction are analyzed.
The influence of actuator coupling coefficient on the slope response matrix sparseness, the iterative matrix sparseness,
and the AO system correction quality are also studied under the condition of constant actuator spacing. Larger coupling
coefficient results in a lower sparseness of slope response matrix and an iterative matrix. Too large or too small coupling
coefficient will lead to lower stability and correction quality of AO system. Finally, the optimal range of coupling
coefficient is provided by the balancing correction quality, sparseness of slope response matrix, and stability.
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