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一类含时变间隙的强非线性相对转动系统

分岔和混沌∗
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建立一类具有时变间隙的两质量相对转动系统的强非线性动力学方程. 应用MLP方法求解出变换参数,
并运用多尺度法求解该系统发生 1/2亚谐共振时的分岔响应方程, 采用奇异性理论分析得到系统稳态响应的
转迁集, 并且得到系统在非自治情形下的分岔特性以及系统的分岔形态. 最后通过数值仿真得到系统在间隙
和阻尼参数变化下的分岔和混沌行为, 发现随着系统参数变化系统将出现周期运动、倍周期运动以及混沌等
多种不同的运动形态.
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1 引 言

自Carmeli于 1995年建立转动相对论力学理
论 [1,2],1996年Luo建立了转动相对论系统的力学
理论以来 [3,4], 转动相对论系统及其分岔和混沌
的研究在各行各业得到了迅速发展. 文献 [5]利
用Melnikov方法研究一类约瑟夫森结系统异宿混
沌的生成和抑制. 文献 [6]研究了在强迫周期力作
用下具有三势阱Duffing系统的混沌和分岔. 文献
[7—10]研究一类具有强非线性动力学系统的稳定
性、分岔和混沌. 文献 [11, 12]研究了一类相对转动
系统非线性动力学方程的混沌和控制. 文献 [13]建
立谐和激励与随机噪声联合作用下的强非线性随

机动力系统, 通过构造合适的同伦映射, 将对强非
线性随机动力系统响应的求解转化为对一组线性

随机微分方程的求解.
本文建立一类具有时变间隙的两质量相对转

动系统的强非线性动力学方程. 应用MLP方法求

解出变换参数, 并运用多尺度法求解该系统发生
1/2亚谐共振时的分岔响应方程, 通过奇异性分析
得到系统稳态响应的转迁集. 最后采用数值方法验
证了上述理论成果的有效性.

2 具有时变间隙的相对转动强非线性
动力学方程

间隙是动力系统中比较常见非线性因素, 考虑
间隙各个分段的非线性特性, 可得具有间隙的非线
性刚度可表示为

f (x) =



(x− ec) + δ (x− ec)
3
,

x > ec > 0,

0, ec 6 x 6 ec,

(x+ ec) + δ (x+ ec)
3
,

x < −ec < 0,

(1)
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其中, ec是系统结构间隙, δ是非线性项系数, x为
相对转角变化量.

由于工程实际中三次刚度项同样存在扰动

现象, 为了更加接近实际情况, 所以本文考虑一
次刚度项和三次刚度项同时存在扰动的Mathieu-
Duffing振子, 其动力学模型为

g (t) = K (t)
(
x̃+ x̃3

)
,

其中

K (t) = k̃20 + k̃ cos 2t.

故具有时变间隙的非线性刚度项可以用下式

表示:

h (t) = K (t) f (x) . (2)

考虑具有时变间隙的两质量相对转动系统, 该
系统的动能为

E =

2∑
i=1

1

2
Jiθ̇

2
i =

1

2
J1θ̇

2
1 +

1

2
J2θ̇

2
2. (3)

具有 (2)式形式非线性刚度的两质量相对转动系统
势能为

U =
1

2
K (t) f2 (θ1 − θ2) . (4)

系统的广义力为

Qj =
2∑

i=1

F i
i

∂θi
∂qj

, (j = 1, 2) , (5)

其中Ji(i = 1, 2)为该相对转动系统的转动惯量,
θi (i = 1, 2), θ̇i (i = 1, 2)分别为系统的转角和转速.
F i
i = Ti + F c

i , Ti为广义外力, F c
i 为系统广义阻尼.

qj (j = 1, 2) 为广义坐标.
令

F c
1 = −C

(
θ̇1 − θ̇2

)
, F c

2 = −C
(
θ̇2 − θ̇1

)
,

则

F 1
1 =T1 − C

(
θ̇1 − θ̇2

)
,

F 2
2 =T2 − C

(
θ̇2 − θ̇1

)
, (6)

其中C为线性阻尼系数, 将 (3)式、(4)式、(5)式、(6)
式代入如下的Lagrange方程:

d
dt

∂E

∂q̇j
− ∂E

∂qj
+

∂U

∂qj
= Qj ,

得

J1θ̈1 + C
(
θ̇1 − θ̇2

)
+K (t) f (θ1 − θ2) = T1, (7)

J2θ̈2 + C
(
θ̇2 − θ̇1

)
+K (t) f (θ2 − θ1) = T2, (8)

式中 θ̈i (i = 1, 2)为系统转动惯量的角加速度. 对
于相对转动动力系统, 考虑相对转角的变化, (7)式
乘以1/J1减去 (8)式乘以1/J2得到(

θ̈1 − θ̈2

)
+

(J1 + J2)

J1J2
C
(
θ̇1 − θ̇2

)
+

(J1 + J2)

J1J2
K (t) f (θ1 − θ2)

=
1

J1J2
(J2T1 − J1T2) . (9)

令

x = θ1 − θ2, ẋ = θ̇1 − θ̇2, ẍ = θ̈1 − θ̈2,

µ =
(J1 + J2)

J1J2
C,

K1 (t) =
(J1 + J2)

J1J2
K (t) ,

F (t) =
1

J1J2
(J2T1 − J1T2) ,

得

ẍ+ µẋ+K1 (t) f (x) = F (t) . (10)

将 (1)式代入 (10)式中得

ẍ+ µẋ+K1 (t)
[
δx3 − 3δecx

2 + x+ 3δe2cx

− δe3c − ec

]
= F (t) , x > ec > 0,

ẍ+ µẋ = F (t) , −ec 6 x 6 ec,

ẍ+ µẋ+K1 (t)
[
δx3 + 3δecx

2 + x+ 3δe2cx

+ δe3c + ec

]
= F (t) , x < −ec < 0.

考虑间隙在x > ec > 0时有

ẍ+ µẋ+K1 (t)
(
1 + 3δe2c

)
x− 3K1 (t) δecx

2

+K1 (t) δx
3 = F (t) +K1 (t)

(
δe3c + ec

)
. (11)

令

µ =2η, ξ = 1 + 3δe2c , β = − 3δec
1 + 3δe2c

,

1

λ
=

δ

1 + 3δe2c
,

K1 (t) =
(J1 + J2)

J1J2

(
k̃20 + k̃ cos 2t

)
,

k20 =
(J1 + J2)

J1J2
k̃20,

(J1 + J2)

J1J2
k̃ = 2,

ω2
0 =ξk20,

F (t) =p1 cosΩ1t+ p2 cosΩ2t

−K1 (t)
(
δe3c + ec

)
,
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则方程转换为

ẍ+ µẋ+
(
ω2
0 + 2ξ cos 2t

)(
x+ βx2 +

1

λ
x3

)
=p1 cosΩ1t+ p2 cosΩ2t. (12)

(12)式就是一类具有时变间隙的两质量相对
转动系统的动力学方程, 是进一步分析其分岔和混
沌行为的基础.

3 系统的分岔响应求解

3.1 利用MLP方法确定变换参数

(12)式非线性项前冠以参数 ε, ε并非小参数,
则方程转化为如下:

ẍ+ 2εηẋ+
(
ω2
0 + 2εξ cos 2t

) (
x+ εβx2 +

ε

λ
x3

)
=p1 cosΩ1t+ p2 cosΩ2t. (13)

令

Ω = Ω1 +Ω2, R =
Ω2

Ω1
,

引入新变量

τ = Ωt, τ1 = Ω1t, τ2 = Ω2t, (14)

因此

τ = τ1 + τ2, τ1 = β1τ, τ2 = β2τ,

其中

β1 =
1

1 +R
,

β2 =
R

1 +R
.

将 (14)式代入 (13)式

Ω2ẍ+ 2εηΩẋ+
(
ω2
0 + 2εξ cos τ

)
×
(
x+ εβx2 +

ε

λ
x3

)
=p1 cos τ1 + p2 cos τ2, (15)

考虑1/2亚谐共振情况, 设α =
εω1

4ω2
0 + εω1

, 则

ε =
4ω2

0α

ω1 (1− α)
. (16)

将Ω2写成

Ω2 =
4ω2

0

1− α

(
1 + δ2α

2 + δ3α
3 + · · ·

)
, (17)

则

Ω = 2ω0

[
1 +

1

2
α+

(
3

8
+

δ2
2

)
α2 + · · ·

]
. (18)

设方程的解为

x = x0 + αx1 + α2x2 + · · · (19)

将 (16)式, (17)式, (18)式, (19)式代入 (15)式
4ω2

0

1− α

(
1 + δ2α

2 + δ3α
3 + · · ·

)
×
(
ẍ0 + αẍ1 + α2ẍ2 + · · ·

)
+ 2 · 4ω2

0α

ω1 (1− α)
η · 2ω0

×
[
1 +

1

2
α+

(
3

8
+

δ2
2

)
α2 + · · ·

]
×
(
ẋ0 + αẋ1 + α2ẋ2 + · · ·

)
+

(
ω2
0 + 2 · 4ω2

0α

ω1 (1− α)
ξ cos τ

)
×
[
x0 + αx1 + α2x2 + · · ·+ 4ω2

0αβ

ω1 (1− α)

×
(
x0 + αx1 + α2x2 + · · ·

)2
+

4ω2
0α

λω1 (1− α)

(
x0 + αx1 + α2x2 + · · ·

)3 ]
=p1 cos τ1 + p2 cos τ2.

将上式展开, 比较α的同次幂系数, 得摄动方
程组为

ẍ0 +
1

4
x0 =

1

4ω2
0

(p1 cos τ1 + p2 cos τ2) ,

ẍ1 +
1

4
x1 =

1

4
x0 −

2ξ

ω1
x0 cos τ − ω2

0β

ω1
x2
0 −

ω2
0

λω1
x3
0

− 4ω0

ω1
ηẋ0 −

1

4ω2
0

× (p1 cos τ1 + p2 cos τ2) . (20)

令R = 2, Ω = 2, 初始条件x0 (0) = a0, 则

x0 =a0 cos
(τ
2
+ φ

)
+

9p1
5ω2

0

cos τ
3

− 9p2
7ω2

0

cos 2τ
3
. (21)

将 (21)式代入 (20)式得

ẍ1 +
1

4
x1

=
a0
4

cos
(τ
2
+ φ

)
+

9p1
20ω2

0

cos τ
3
− 9p2

28ω2
0

cos 2τ
3

− 2ξ

ω1

[
a0 cos

(τ
2
+ φ

)
+

9p1
5ω2

0

cos τ
3

− 9p2
7ω2

0

cos 2τ
3

]
cos τ − ω2

0β

ω1

[
a0 cos

(τ
2
+ φ

)
+

9p1
5ω2

0

cos τ
3
− 9p2

7ω2
0

cos 2τ
3

]2
− ω2

0

λω1

[
a0 cos

(τ
2
+ φ

)
+

9p1
5ω2

0

cos τ
3
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− 9p2
7ω2

0

cos 2τ
3

]3
− 4ω0

ω1
η
[
− a0

2
sin

(τ
2
+ φ

)
− 3p1

5ω2
0

sin τ

3
+

6p2
7ω2

0

sin 2τ

3

]
− 1

4ω2
0

(
p1 cos τ

3
+ p2 cos 2τ

3

)
. (22)

令

cos
(τ
2
+ φ

)
=

ei( τ
2+φ) + e−i( τ

2+φ)

2
,

cos τ
3
=

ei τ3 + e−i τ3

2
,

cos τ
3
=

ei 2τ3 + e−i 2τ3

2
,

将其代入 (22)式, 可得

ẍ1 +
1

4
x1

=
(a0
4

− a0ξ

ω1
cos 2φ− ω2

0

λω1

[3
4
a30

+
243

50
a0

(
p1
ω2
0

)2

+
243

98
a0

(
p2
ω2
0

)2 ]
− 243

70
a0

(
p1p2
ω2
0

)
cos 2φ

)
cos

(τ
2
+ φ

)
−
(a0ξ
ω1

sin 2φ− 243

70
a0

(
p1p2
ω2
0

)
sin 2φ

− 2ηω0a0
ω1

)
sin

(τ
2
+ φ

)
+ NST. (23)

消除 (23)式久期项可得

a0
4

− a0ξ

ω1
cos 2φ− ω2

0

λω1

[3
4
a30 +

243

50
a0

(
p1
ω2
0

)2

+
243

98
a0

(
p2
ω2
0

)2 ]
− 243

70
a0

(
p1p2
ω2
0

)
cos 2φ = 0,

a0ξ

ω1
sin 2φ− 243

70
a0

(
p1p2
ω2
0

)
sin 2φ

− 2ηω0a0
ω1

= 0.

求解上述方程组, 可得变换参数

ω1 =
3ω2

0

λ
a20 + 4 · 243p

2
1

50λω2
0

+ 4 · 243p
2
2

98λω2
0

+ 4 ·

√(
243p1p2
70λω2

0

− 1

)2

− 4ω2
0η

2. (24)

3.2 应用尺度方法求解系统的分岔响应

方程

将 (16)式、(17)式和 (18)式代入 (15)式得
4ω2

0

1− α

(
1 + δ2α

2 + δ3α
3 + · · ·

)
ẍ

+ 2 · 4ω2
0α

ω1 (1− α)
η

× 2ω0

[
1 +

1

2
α+

(
3

8
+

δ2
2

)
α2 + · · ·

]
ẋ

+

(
ω2
0 + 2 · 4ω2

0α

ω1 (1− α)
ξ cos τ

)
×
[
x+

4ω2
0αβ

ω1 (1− α)
x2+

4ω2
0α

λω1 (1− α)
x3

]
=p1 cos τ1 + p2 cos τ2. (25)

采用多尺度方法, 设 (25)式的解形式为

x (t, ε) = x0 (T0, T1) + αx1 (T0, T1) + · · · (26)

其中, T0 = t为快变时间尺度, T1 = αt为慢变时间

尺度, 则有微分算子
d
dt =D0 + αD1 + · · ·

d2

dt2 =D2
0
+ 2αD0D1 + · · ·

考虑 1/2亚谐共振情况, 设ω2
0 ≈ 1, 比较α的

各次幂系数

D2
0x0 +

1

4
x0

=
1

4

(
p1 cos T0

3
+ p2 cos 2T0

3

)
,

D2
0x1 +

1

4
x1

=
1

4
x0 − 2D0D1x0 −

2ξ

ω1
x0 cosT0 −

β

ω1
x2
0

− 1

λω1
x3
0 −

4

ω1
ηD0x0

− 1

4

(
p1 cos T0

3
+ p2 cos 2T0

3

)
. (27)

设上式解的形式

x0 =A (T1) ei T0
2 +

9p1
10

ei T0
3

− 9

14
ei 2T0

3 + c.c.. (28)

将 (28)式代入 (27)式, 要求解中不出现久期
项, 需要令 ei T0

2 前的系数为0, 得

D1A =− i
4
A+

iξ
ω1

Ā− 2η

ω1
A

+
i

λω1

[
3A2Ā+ 6

(
9p1
10

)2

A

+ 6

(
9p2
14

)2

A− 6Ā · 9p1
10

· 9p2
14

]
. (29)

令A = a eiφ = a cosφ+ a sinφ, 将其代入 (29)
式, 并分离实部和虚部

ȧ cosφ− aφ̇ sinφ
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=
1

4
sinφ+

ξ

ω1
sinφ+

1

λω1

[
− 3a2

− 243

(
p21
50

+
p22
98

)
− 243p1p2

70

]
sinφ

− 2η

ω1
cosφ,

ȧ sinφ+ aφ̇ cosφ

=− 1

4
cosφ+

ξ

ω1
cosφ+

1

λω1

[
3a2

+ 243

(
p21
50

+
p22
98

)
+

243p1p2
70

]
cosφ

− 2η

ω1
sinφ.

此时方程的非零解常数值对应系统的稳态周期运

动, 令 da
dT1

= 0, dφ
dT1

= 0可求得分岔响应方程为

9a4 + 6 ·
[
243

(
p21
50

+
p22
98

)
− λω1

4

]
a2

+

[
243

(
p21
50

+
p22
98

)
− λω1

4

]2
+ 4η2λ2

−
(
λ− 243p1p2

70

)2

= 0. (30)

3.3 运用奇异性理论分析分岔响应

(30)式化成如下形式:

a4 + d1a
2 + d0 = 0, (31)

其中

d1 =
6

9
·
[
243

(
p21
50

+
p22
98

)
− λω1

4

]
,

d0 =
1

9
·
[
243

(
p21
50

+
p22
98

)
− λω1

4

]2
+

4

9
η2λ2

− 1

9
·
(
λ− 243p1p2

70

)2

.

根据奇异性理论, 做如下讨论:
(i)当 d1 = 0, d0 ̸= 0时, 分岔方程 (31)可以

写成

a4 − µ = 0.

上述方程的普适开折为

G (a, u, λ1, λ2) = a4 − µ+ λ1a+ λ2a
2.

上式是GS范式为 εa4 − δµ = 0的普适开折,
其中λ1, λ2为开折参数, 奇点为余维二的四次折叠
点, 此时系统的平面分岔拓扑结构如下:

1)分岔点集: B = φ (φ为空集);

2)滞后点集: H =
{(λ1

8

)2

= −
(
λ2

6

)3}
;

3)双极限点集: D = {λ1 = 0, λ2 6 0};
4)转迁集:

∑
= B ∪H ∪D.

图 1为取不同开折参数λ1, λ2时系统的转迁

集. 在该图中, 系统的转迁集将平面分成了 (I),
(II), (III)三个不同的区域. 在不同区域中, 解的拓
扑结构是不同的, 但是在同一区域中, 即使分岔参
数发生微小变化, 其分岔图也将保持同一拓扑结
构, 这样的分岔图为保持的; 而在区域边界, 分岔情
况为非保持的. 图 2为对应不同的参数下系统的分

岔拓扑结构图. 其中 (I)区不存在幅值的跳跃现象.
(II), (III)区中一个µ对应于多个a, 所以此两个区
域会出现幅值的跳跃现象.

λ

λ

H+ 

H-

O

II

D 

III

I

图 1 转迁集

(ii)当d1 ̸= 0, d0 = 0时, 由于d1恒小于 0, 分
岔方程 (31)可以写成

a2 − µ2 = 0
(
µ2 = −d1

)
或者a2 = 0.

上述方程的普适开折为

G (a, u, λ) = a2 − µ2 + λ.

上式是GS范式为 ε
(
a2 − µ2

)
= 0的普适开

折, 其中λ为开折参数, 奇点为余维一的跨越临界
点, 此时系统的平面分岔拓扑结构如下:

1)分岔点集: B = {λ = 0};
2)滞后点集: H = φ;
3)双极限点集: D = φ (φ为空集);
4)转迁集:

∑
= B ∪H ∪D.

图 3为对应不同的参数下系统的分岔拓扑结

构图.
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H-

H+

IIID

IIIO

µ

a a a a 

µ

a a a 

µ µ  

µµµ

图 2 分岔拓扑结构

λ < 0 λ=0 λ > 0

µ

a a 

µ

a

µ

图 3 分岔拓扑结构

 

a a 

λ < 0λ=0

µµ

图 4 分岔拓扑结构

(iii)当d1 ̸= 0, d0 ̸= 0时, 由于d1恒小于 0, 所
以 (31)式变换成

a4 + d1a
2 + d0

=

(
a2 −

(
−d1

2

))2

+

(
d0 −

d21
4

)
=0.

则分岔方程可以写成

ã2 + µ2 = 0,

其中 ã = a2 − (−d1/2), µ2 = d0 − d21/4, 上述方程
的普适开折为

G (ã, u, λ) = ã2 + µ2 + λ.

上式是GS范式为 ε
(
ã2 + µ2

)
= 0的普适开

折, 其中λ为开折参数, 奇点为余维一的孤立点, 此
时系统的平面分岔拓扑结构如下:

1)分岔点集: B = {λ = 0};
2)滞后点集: H = φ (φ为空集);
3)双极限点集: D = φ (φ为空集);
4)转迁集:

∑
= B ∪H ∪D.

图 4为对应不同的参数下系统的分岔拓扑结

构图. 由图 4可以得到, 当λ = 0时, 奇点为孤立点.

4 数值仿真分析

针对 (12)式的方程, 取ω2
0 = 1, Ω1 = 0.5, Ω2 =

1.5, p1 = p2 = 2, δ = 1, 初值取 (0.6,0.9), 以下分别
研究系统随着系统间隙量和阻尼变化下系统的混

沌特性.

4.1 间隙量ec变化时系统的分岔特性和通

向混沌的途径

当µ = 1.62时, 系统随着 ec变化的分岔图和

Lyapunov指数分别如图 5和图 6所示.
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֓
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图 5 分岔图

由 分 岔 图 (图 5 )和 最 大Lyapunov指 数 图
(图 6 )可知, ec变化时系统通向混沌的途径为: 混
沌运动→阵发性混沌混沌→退化为周期 4→ 阵发
性混沌→混沌运动→退化为周期运动. 在图 5中,
当 ec处于 0.3—0.36时, 系统为混沌运动, 此时在

图 6中对应的Lyapunov指数大于零. 此后系统产
生阵发性混沌, 并伴随着切分岔退化为周期 4运
动, 如图 9的相轨迹和Poincare截面可以看出, 当
ec处于 0.36—0.4时, 系统处于周期 4状态. 当 ec处

于0.4附近时, 系统再次发生阵发性混沌, 此后系统
伴随着倒分岔最终退化为稳定的周期4运动.

λ

0.30 0.35 0.40 0.45 0.50
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-0.5

0

0.5

1.0
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图 6 ec变化的最大Lyapunov指数
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(a)             (b) 

          (c)

x

图 7 ec=0.35时系统的时间历程图、相轨迹和Poincare截面 (a)时间历程; (b)相轨迹; (c) Poincare截面
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            (b) 

          (c)
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图 8 ec = 0.41时系统的时间历程图、相轨迹和Poincare
截面 (a)时间历程; (b)相轨迹; (c) Poincare截面

当 ec = 0.35和0.41时, 图 7和图 8分别为系统

出现混沌运动的时间历程图、相轨迹和Poincare截
面, 此时可看出图 7 (a)、图 8 (a)中的时间历程图杂
乱无章, 图 7 (b)、图 8 (b)系统相轨迹互不重叠, 相
互缠绕, 图 7 (c)、图 8 (c)中的Poincare截面反映出
系统具有混沌吸引子, 而此时图 6中对应的Lya-

punov指数为正, 以上特征说明系统处于混沌状态.

֓ ֓    

(a)

(b)

-5
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5

x

y

-0.5 0 0.5 1.0
-4

-2

0

2

4

x

y

图 9 ec = 0.37时系统相轨迹和Poincare截面 (a)相
轨迹; (b) Poincare截面

4.2 阻尼µ变化时系统的分岔特性和通向

混沌的途径

当 ec = 0.1时, 系统随着µ变化的分岔图和

Lyapunov指数分别如图 10和图 11所示. 由分岔图
(图 10 )和Lyapunov指数 (图 11 )可知, 系统通向混
沌的途径为: 混沌→退化为周期 4→阵发性混沌
→退化为周期4.

1.62 1.64 1.66 1.68

-2

-1

0

1
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x

图 10 分岔图
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λ

µ

1.62 1.64 1.66 1.68

-0.5

0

0.5

图 11 µ变化的最大Lyapunov指数

当µ = 1.62时, 系统出现混沌运动, 其对应的
相轨迹如图 12 (b)所示, 可以看出此时的相轨迹
互不重叠, 相互缠绕, 图 12 (c)为对应的Poincare
截面, 可以看出其具有复杂的混沌吸引子, 此时
图 11中对应的Lyapunov指数为正, 以上特征说明
系统处于混沌状态.

当µ = 1.64时, 根据图 13相轨迹和Poincare
截面, 可以看出相轨迹为一条自相交四轨道封闭曲
线, 此时系统为周期4运动.
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图 12 µ = 1.62时系统的时间历程图、相轨迹和Poincare截面 (a)时间历程; (b)相轨迹; (c) Poincare截面
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图 13 µ = 1.64时系统相轨迹和Poincare截面 (a)相轨迹; (b) Poincare截面
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图 14 µ = 1.66075时系统相轨迹和Poincare截面 (a)相轨迹; (b) Poincare截面

根据图 10分岔图分析得出当µ = 1.66075时,
系统出现了瞬态阵发性混沌, 在这一点处, 对应
图 11最大Lyapunov指数出现了大于零的正脉冲,
并且图 14中相轨迹互不重叠, 相互缠绕, Poincare
截面具有复杂的混沌吸引子, 综合得出系统在此时
出现了瞬态混沌.

5 结 论

本文建立一类具有时变间隙的两质量相对转

动系统的强非线性动力学方程, 应用MLP方法和
多尺度法求解该系统发生1/2亚谐共振的分岔响应
方程, 采用奇异性理论分析得到系统稳态响应的转
迁集, 并且研究系统在非自治情形下的分岔特性以
及系统的分岔形态. 并且利用数值仿真分析系统
间隙和阻尼参数变化下的分岔和混沌行为, 发现间
隙和阻尼幅值的变化可以使系统进入混沌行为, 伴
随着幅值的增大, 系统能够出现多次通向混沌的道
路, 并且存在倍周期分岔通向混沌和阵发性混沌等
显著现象.
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Bifurcation and chaos of some strongly nonlinear
relative rotation system with time-varying clearance∗
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Abstract
The dynamic equation for the relative rotation nonlinear dynamic system with time-varying clearance is investigated.

Firstly, transformation parameter is deduced by using the method of MLP; the bifurcation response equations of 1/2
harmonic resonance then are generated by the method of multiple scales, while singularity analysis is employed to obtain
the transition set of steady motion; further more the bifurcation characteristic and the bifurcation of the system under
the situation of non-autonomy are analyzed. Finally, numerical simulation exhibits many different motions, such as
periodic motion, period-doubling motion, and chaos. It is shown that the change of clearance and damp parameters may
influence the motion state of the system.
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