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变曲率弯路车辆换道虚拟轨迹模型∗
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( 2013年 9月 1日收到; 2013年 12月 26日收到修改稿 )

研究自动化公路系统车辆换道虚拟轨迹规划方法, 建立基于奇次多项式的变曲率弯路换道轨迹模型. 假
设车辆起始车道和目标车道具有相同的瞬时中心, 把车辆在弯曲路段换道时的运动分解为向道路瞬心的直线
运动和绕道路瞬心的圆周转动. 假设向心运动位移和转动角位移满足奇次多项式约束, 由换道时间、位置要求
以及车辆在换道开始时刻和结束时刻的期望状态确定两种运动满足的边界条件, 利用边界条件确定多项式系
数. 根据向心运动位移和转动角位移多项式模型, 建立换道虚拟轨迹数学模型. 与现有弯路换道轨迹规划方
法相比, 取消道路曲率为常数的假定, 得到的换道轨迹模型更具一般性. 仿真结果验证了文中提出的变曲率
弯路换到轨迹规划方法的可行性.
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1 引 言

自动化公路系统 [1](automated highway sys-
tems, AHS)是智能交通系统的重要分支, 是指采用
先进的信息、控制技术装备公路和车辆, 通过车路
通信和车间通信, 达到自动调节车辆行驶方向、速
度以及车间距离, 实现智能车辆在智能公路上的无
人驾驶, 可简单概括为智能车 -智能路. 实现车辆无
人驾驶的关键是对车辆自动控制系统的研究、设计

和开发. 按控制目的可把车辆自动控制分为纵向控
制和横向控制.

车辆换道 [2,3]属于车辆横向控制的研究内容,
指车辆从一条车道沿期望换道轨迹进入另一条车

道的过程. 文献 [4]把换道方式分为磁钉导航方式
和自由换道方式. 磁钉导航方式是指通过控制车
辆沿铺设磁钉的路径行驶来实现换道行为, 如文献
[5]; 自由换道方式是按照换道需求首先在两车道之
间规划虚拟期望换道轨迹, 然后通过控制车辆沿虚
拟换道轨迹行驶, 从而实现换道, 参见文献 [6]. 自
由换道方式车辆跟踪的是虚拟换道路径, 与采用现

实路径的磁钉导航方式相比有更大灵活性. 本文讨
论的换道属于后一种方式. 虚拟换道轨迹的规划方
法有多种, 如假设换道轨迹满足圆弧或余弦约束,
把侧向加速度设定为大小相等的正反梯形等 [7], 另
外还可基于贝赛尔曲线规划换道轨迹 [8], 但采用该
种方法, 在有障碍物路况下曲线控制点难于选取;
文献 [9]研究一种基于多项式的快速车辆换道轨迹
规划算法, 提高了轨迹规划的实时性. 由于实际的
车辆间纵横向运动相互干扰 [10], 文献 [11]设计考
虑实施过程的换道模型, 并对不同车道数的道路交
通流进行模拟; 文献 [12]考虑驾驶员对匝口位置敏
感程度, 设计了随行驶目的、位置变化的换道规则
和换道概率; 文献 [13]建立多车道元胞自动机模型,
考虑在应急车辆存在情况下修改换道规则; 文献
[14]研究车辆换道过程对交通流稳定性的影响.

上述文献研究的车辆换道行为, 假定车辆在直
线道路上行驶. 在直路上, 起始车道和目的车道曲
率都为 0, 而在弯路上, 内外侧两条车道曲率均不
为0, 且不相等. 关于弯路上的车辆换道, 现有研究
文献还很少. 文献 [15]在确定车辆换道期望横摆角
和横摆角速度时考虑了道路的曲率, 但假定车辆在
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换道过程中, 车辆质心到道路瞬心的距离不变, 即
起始车道和目的车道的曲率相同. 当道路曲率半径
较小, 而起始车道和目的车道之间距离较大时, 采
用文献 [15]的方法得到的换道轨迹会有较大偏差,
车辆通过跟踪该轨迹实现换道, 换道结束时, 车辆
质心不会在目的车道上, 所以这种不考虑内外侧车
道曲率差别的弯路车辆换道研究结果只是一种近

似和简化, 控制系统存在误差不可避免. 为此, 文
献 [16, 17]专门对弯路车辆换道进行了研究, 考虑
内外侧车道曲率差别, 提出了一种弯路车辆换道轨
迹规划方法, 得到的期望换道轨迹是没有偏差的.
但文献 [16, 17]只是把关于直线路段上的车辆自动
换道研究成果推广到圆弧形路段, 即从假定道路曲
率为0推广到不为0的常数, 而实际上, 弯路的曲率
往往是连续变化的 [18], 一般不会从0突变为某一常
数, 把道路曲率假定为常数不具有一般性. 本文在
文献 [15—17]的基础上继续研究弯路换道轨迹规
划, 考虑道路曲率变化, 增加路段长度约束, 建立基
于多项式约束的变曲率路段车辆换道轨迹模型.

2 路段模型

公路主要有三类路段类型, 即直线路段、圆弧
路段和变曲率弯曲路段, 道路中心线分别对应三种
线型, 即直线、圆弧和变曲率曲线. 变曲率路段, 也
称为缓和曲线路段, 一般铺设在直线路段和圆弧路
段之间.

2.1 直线路段

图 1显示一段包含两个车道的直线路段. 其中
l0为两个车道分界线, 也是道路中心线; l1和 l2分

别表示车道 1和车道 2的中心线, 车道中心线间距
为d; 路段横向起始边界与 l1, l0和 l2交点为S, S′

和S′′; 路段横向结束边界与 l2, l0和 l1交点为F, F′

和F′′; 线段SF′′, S′F′和S′′F长度相同,都等于路段
长度L.
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图 1 直线路段模型

2.2 弯曲路段

图 2显示一段包含两个车道的变曲率路段模

型. 圆弧路段可看为变曲率路段特例, 其曲率中心
为固定的, 而变曲率路段的曲率中心为变化的.
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图 2 变曲率路段模型

图 2中,路段及其两个车道中心线 l0, l1和 l2都

为曲线. O1 为 l0, l1和 l2分别在S′, S和S′′点的曲

率中心, l0在S′点曲率半径为R1; O2为 l0, l1和 l2

分别在F′, F′′和F点的曲率中心, l0在F′点曲率半

径为R2. 路段结束边界线与起始边界线交角为α;
路段长度定义为点S′和F′之间弧线长, 仍为L. 设
从路段开始到结束, l0, l1和 l2瞬时曲率中心始终

相同, 记为Oθ, 曲率半径分别为 r0, r1和 r2, 与起
始边界线交角为 θ, θ ∈ [0, α]; 对应 l0上弧线长为 l,
l ∈ [0, L]. 车道间距等于 r1与 r2之差, 仍为d.

设 r0 = f(θ), 则 f(θ) = dl/dθ, f(θ)应连续、
光滑, 且满足

f(0) = R1,

f(α) = R2,∫ α

0

f(θ)dθ = L. (1)

设 r1 = f1(θ), r2 = f2(θ), 则有 f1(θ)− f(θ) = d/2,
f(θ)− f2(θ) = d/2. 因此, 路段外侧车道, 即点S和
F′′之间弧线长为∫ α

0

f1(θ)dθ =
∫ α

0

(f(θ) + d/2)dθ = L+
d

2
α;

路段内侧车道, 即点S′和F之间弧线长为∫ α

0

f2(θ)dθ =
∫ α

0

(f(θ)− d/2)dθ = L− d

2
α.
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若设 r0 = g(l), 则 g(l) = dl/dθ, 于是有

g(0) = R1,

g(L) = R2,∫ L

0

dl
g(l)

= α. (2)

设 r1 = g1(l), r2 = g2(l),相应地,得到g1(l)−g(l) =
d/2, g(l)− g2(l) = d/2.

3 换道轨迹

3.1 约束条件

规划换道轨迹要考虑时间要求、路段位置、车

道间距、开始时刻和结束时刻车辆状态等因素. 假
设换道开始时刻车辆位置在S点, 结束时刻车辆位
置在F点.

时间约束: 开始时刻 ton, 结束时刻 toff, 换道时
间T = toff − ton.

位置约束: 路段长度L、车道间距d.
状态约束: 开始时刻纵向速度 vxon、加速度

axon, 侧向速度 vyon、加速度ayon; 结束时刻纵向速
度 vxoff、加速度axoff, 侧向速度 vyoff、加速度ayoff.

3.2 直线路换道

假设车辆在直线道路行驶过程中, 由车道 1
驶入车道 2. 基于图 1 , 以S点为原点建立坐标系
XOY , X轴与 l1重合, 以车辆行驶方向为正方向;
Y 轴与X轴垂直, 以车道 1指向车道 2的方向为正
方向, 见图 3 . 图中Xd(t)为车辆质心C沿X轴方

向位移, Yd(t)为沿Y 轴方向位移, t ∈ [ton, toff].

X

C

L

d

Yd↼t↽

Xd↼t↽

1 

2 

S

F

O

Y

图 3 直线路段换道轨迹规划示意图

根据图 3 , 车辆在开始时刻和结束时刻位置坐
标应满足

Xd(ton) =0,

Yd(ton) =0,

Xd(toff) =L,

Yd(toff) =d. (3)

根据文献 [9], 基于 5次多项式的期望换道轨迹
模型可表示为

Xd(t) =a5t
5 + a4t

4 + a3t
3 + a2t

2 + a1t+ a0,

Yd(t) =b5t
5 + b4t

4 + b3t
3 + b2t

2 + b1t+ b0, (4)

其中, ai和 bi为待定系数, i = 0, 1, · · · , 5. 记A =

[a0, a1, a2, a3, a4, a5]
T, B = [b0, b1, b2, b3, b4, b5]

T.
由 (4)式得到车辆期望速度和加速度

Ẋd(t) =5a5t
4 + 4a4t

3 + 3a3t
2 + 2a2t+ a1,

Ẍd(t) =20a5t
3 + 12a4t

2 + 6a3t
2 + 2a2,

Ẏd(t) =5b5t
4 + 4b4t

3 + 3b3t
2 + 2b2t+ b1,

Ÿd(t) =20b5t
3 + 12b4t

2 + 6b3t+ 2b2. (5)

根据车辆在开始时刻和结束时刻位置、速度和

加速度的边界条件. 通过解线性方程组

[0, vxon, axon, L, vxoff, axoff]
T = TA,

[0, vyon, ayon, d, vyoff, ayoff]
T = TB, (6)

可得到轨迹模型 (4)中的待定系数. 其中

T =



t5on t4on t3on t2on ton 1

5t4on 4t3on 3t2on 2ton 1 0

20t3on 12t2on 6ton 2 0 0

t5off t4off t3off t2off toff 1

5t4off 4t3off 3t2off 2toff 1 0

20t3off 12t2off 6toff 2 0 0


.

车辆换道时, 车辆纵向速度方向应与换道轨迹
切线方向保持一致, 所以车辆期望横摆角ψd应等

于轨迹切线方向与车道方向夹角, 即

ψd(t) = atan Ẏd(t)

Ẋd(t)
. (7)

车辆期望速度 vd应等于轨迹沿切线方向的变

化率, 即

vd(t) =

√
Ẋ2

d(t) + Ẏ 2
d (t). (8)

3.3 弯路换道

3.3.1 边界条件

假设车辆在弯路行驶过程中, 由外侧车道驶入
内侧车道. 基于图 2 , 以S点为原点建立坐标系, X
轴沿圆弧 l1在S点切线方向, Y 轴指向道路瞬心,
见图 4 .

图 4中, Xc(t)为 t时刻车辆质心C沿X轴方

向位移, Yc(t)为沿Y 轴方向位移. 车辆在弯路
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换道, 车辆质心C的运动可分解为从S点向瞬心
Oθ的直线运动和围绕Oθ的圆弧转动, vy(t)表示
t时刻向心速度, vx(t)表示沿轨迹切线方向速度,
y(t)表示向心运动位移, r(t)和 θ(t)分别表示换

道轨迹瞬时半径和车辆绕道路瞬心转动角位移.
vOθ

(t)表示瞬心Oθ沿瞬时半径 r(t)的离心速度,
dX(t)和 dY (t)分别表示Oθ沿X轴和Y 轴方向位

移. 设 t时刻Oθ坐标为XOθ
(t)和YOθ

(t), 根据图 4 ,
车辆由外侧车道驶入内侧时, XOθ

(t) = dX(t),
YOθ

(t) = R1 + d/2− dY (t).

vOθ
↼t↽

X

r↼t↽

S''

S

F

F''

y↼t↽

O

C

Y

θ↼t↽

O

O

dY↼t↽

vy↼t↽
vx↼t↽

dX↼t↽

l2

l1

Xc↼t↽

Yc↼t↽

图 4 弯曲路段换道轨迹规划示意图

文中采用的弯曲路段模型, 道路瞬时半径变化
可反映道路瞬心移动情况,由 r1(t) = f(θ(t))+d/2,
得到 vOθ

(t) = −ṙ1(t) = −ḟ(θ)θ̇(t), 所以有

dX(t) =

∫ t

ton

vOθ
(τ) sin θ(t)dτ

=−
∫ θ

0

ḟ(σ) sinσdσ,

dY (t) =

∫ t

ton

vOθ
(τ) cos θ(t)dτ

=−
∫ θ

0

ḟ(σ) cosσdσ.

因此, 在换道开始时刻道路瞬心Oθ坐标为

(0, R1 + d/2); 在换道结束时刻, Oθ坐标为(
−
∫ α

0

ḟ(θ) sin θdθ,R1 +
d

2
+

∫ α

0

ḟ(θ) cos θdθ
)
.

根据换道约束条件, 可确定换道开始时刻和结
束时刻车辆在图 4坐标系位移、速度和加速度边界

条件为

Xc(ton) =0,

Yc(ton) =0,

Xc(toff) =(R2 − d/2) sinα−
∫ α

0

ḟ(θ) sin θdθ,

Yc(toff) =R1 + d/2− (R2 − d/2) cosα

+

∫ α

0

ḟ(θ) cos θdθ; (9)

Ẋc(ton) =vxon,

Ẏc(ton) =vyon,

Ẋc(toff) =vxoff cosα− vyoff sinα,

Ẏc(toff) =vxoff sinα+ vyoff cosα; (10)

Ẍc(ton) =axon,

Ÿc(ton) =ayon + v2xon/(R1 + d/2),

Ẍc(toff) =axoff cosα− [ayoff

+ v2xoff/(R2 − d/2)] sinα,

Ÿc(toff) =axoff sinα+ [ayoff

+ v2xoff/(R2 − d/2)] cosα. (11)

(11)式中, v2xon/(R1+d/2) 和v2xoff/(R2−d/2)分别
表示车辆在换道开始时刻和结束时刻沿换道轨迹

切线方向期望速度对应的向心加速度.

3.3.2 轨迹模型

定义道路瞬心Oθ离心运动距离

dOθ
(t) =

∫ t

ton

vOθ
(τ)dτ,

则换道轨迹瞬时半径

r(t) =r1(θ(t))− y(t)

=R1 + d/2− dOθ
(t)− y(t). (12)

其变化率

ṙ(t) = vOθ
(t)− vy(t) = −ḟ(θ)θ̇(t)− vy(t).

根据图 4 , 得到在换道过程 t时刻, 车辆位移、速度
和加速度模型分别为

Xc(t) =r(t) sin θ −
∫ θ

0

ḟ(σ) sinσdσ,

Yc(t) =R1 + d/2− r(t) cos θ

+

∫ θ

0

ḟ(σ) cosσdσ; (13)

Ẋc(t) =− vy(t) sin θ + r(t)θ̇(t) cos θ,

Ẏc(t) =vy(t) cos θ + r(t)θ̇(t) sin θ; (14)
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Ẍc(t) =[r(t)θ̈(t)− ḟ(θ)θ̇2(t)− 2vy(t)θ̇(t)] cos θ

− [r(t)θ̇2(t) + ay(t)] sin θ,

Ÿc(t) =[r(t)θ̈(t)− ḟ(θ)θ̇2(t)− 2vy(t)θ̇(t)] sin θ

+ [r(t)θ̇2(t) + ay(t)] cos θ. (15)

车辆期望速度和横摆角分别为

vc(t) =

√
Ẋ2

c (t) + Ẏ 2
c (t), (16)

ψc(t) = arctan Ẏc(t)

Ẋc(t)
. (17)

利用直线路换道模型, (13), (14)和 (15)式中车辆
向心运动位移 y(t)、速度 vy(t)和加速度ay(t)分别

取为Yd(t), Ẏd(t)和 Ÿd(t), 使车辆弯路换道时具有
与直线路换道相同的侧向运动行为, 容易保证轨迹
瞬时半径连续光滑, 且满足

r(ton) =R1 + d/2,

r(toff) =R2 − d/2.

为了保证角位移 θ(t)满足连续、光滑、单调等

特点, 本文设 θ(t)满足5次多项式约束, 即

θ(t) = c5t
5 + c4t

4 + c3t
3 + c2t

2 + c1t+ c0. (18)

根据车辆在换道开始时刻和结束时刻期望状

态以及车道间距、路段位置要求可确定 θ(t)及其变

化率满足的边界条件, 然后利用边界条件确定多项
式系数.

由 (9)式和 (13)式, 可确定换道开始和结束时
刻 θ(t)满足的角位移约束

θ(ton) =0,

θ(toff) =α. (19)

根据 (10)式和 (14)式, 可确定换道开始和结束
时刻 θ̇(t)满足的角速度约束

θ̇(ton) =vxon/(R1 + d/2),

θ̇(toff) =vxoff/(R2 − d/2). (20)

进一步根据 (11)式和 (15)式, 可确定换道开始
和结束时刻 θ̈(t)满足的角加速度约束

θ̈(ton) =[(R1 + d/2)2axon + v2xon
df
dθ

∣∣∣θ=0

+ 2(R1 + d/2)vxonvyon]/(R1 + d/2)3,

θ̈(toff) =[(R2 − d/2)2axoff + v2xoff
df
dθ

∣∣∣θ=α

+ 2(R2 − d/2)

× vxoffvyoff]/(R2 − d/2)3. (21)

设向量C = [c0, c1, c2, c3, c4, c5]
T, 利用 θ(t),

θ̇(t)和 θ̈(t)满足的边界约束条件, 通过解方程

[θ(ton), θ̇(ton), θ̈(ton), θ(toff), θ̇(toff), θ̈(toff)]
T = TC,

得到 θ(t)多项式中待定系数.

3.3.3 比较分析

文献 [15]研究了圆弧路段车辆换道, 给出
了车辆换道期望横摆角速度模型, 其中假定
θ̇(t) = Ẋd(t)/R, 推广到变曲率路段, 取 θ̇(t) =

Ẋd(t)/r0(t), 则 θ(t) =

∫ t

ton

Ẋd(τ)

r0(τ)
dτ . 若根据 (13)

式规划换道轨迹, 取 l = Xd(t), 由 (2)式, 换道结束
时刻

θ(toff) =

∫ toff

ton

Ẋd(t)

r0(t)
dt =

∫ L

0

dl
g(l)

= α,

车辆位置满足 (9)式要求, 但由 (14)式, 车辆速度需
满足

Ẋc(t) =
r(t)Ẋd(t) cos θ

r0(t)
− Ẏd(t) sin θ,

Ẏc(t) =
r(t)Ẋd(t) sin θ

r0(t)
+ Ẏd(t) cos θ. (22)

根据 (22)式, 虽能保证换道过程向心运动速度

vy(t) = −Ẋc(t) sin θ + Ẏc(t) cos θ = Ẏd(t).

但在换道开始和结束时刻车辆速度为

Ẋc(ton) =Ẋd(ton)[R1 + d/2]/R1,

Ẏc(ton) =Ẏd(ton);

Ẋc(toff) =
(R2 − d/2)Ẋd(toff) cosα

R2

− Ẏd(toff) sinα,

Ẏc(toff) =
(R2 − d/2)Ẋd(toff) sinα

R2

+ Ẏd(toff) cosα. (23)

这与 (10)式要求有偏差.
按照文献 [16, 17]的方法, 利用直线路换

道时的车辆纵向速度, 设 r(t)绕Oθ转动角速度

θ̇(t) =
Ẋd(t)

r(t)
, 则由 (14)式得到

Ẋc(t) =Ẋd(t) cos θ − Ẏd(t) sin θ,
Ẏc(t) =Ẋd(t) sin θ + Ẏd(t) cos θ. (24)

换道开始和结束时速度满足 (10)式要求. 由 (16)
和 (24)式得到此时车速

vc(t) =

√
Ẋ2

d(t) + Ẏ 2
d (t), (25)
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与直线路上换道时车速 vd(t)相同, 从而换道轨迹
长度也一样; 由 (17)和 (24)式得到车辆横摆角

ψc(t) = arctan Ẋd(t) sin θ + Ẏd(t) cos θ
Ẋd(t) cos θ − Ẏd(t) sin θ

= arctan Ẏd(t)

Ẋd(t)
+ θ(t). (26)

可分解为直线路上换道期望横摆角ψd(t)和绕道路

瞬心转动角位移 θ(t)之和. 此时角位移

θ(t) =

∫ t

ton

Ẋd(τ)

r(τ)
dτ

=

∫ t

ton

Ẋd(τ)

r0(τ)
dτ +

∫ t

ton

[r0(τ)− (τ)]Ẋd(τ)

r(τ)r0(τ)
dτ.

在换道结束时刻,

θ(toff) = α+

∫ toff

ton

[r0(t)− r(t)]Ẋd(t)

r(t)r0(t)
dt. (27)

不能保证 θ(toff) = α, 由 (13)式, 换道结束时刻车
辆位置与 (9)式要求会存在偏差. 偏差与道路曲
率半径、车道间距、开始时刻和结束时刻车辆纵

向速度等因素有关. 根据 (24)式, 向心运动速度
vy(t) = −Ẋc(t) sin θ + Ẏc(t) cos θ = Ẏd(t), 换道结
束时刻车辆质心位置在目标车道中心线上, 但不能
保证换道轨迹对应的道路中心线弧长为L. 文献
[15]基于横摆角跟踪实现车辆换道, 期望横摆角不
是由 (22)式确定而是直接采用 (26)式, 所以其换道
轨迹也是有偏差的.

由于文献 [15—17]仅根据车辆换道时间需求,
基于正反梯形加速度约束规划换道过程车辆侧向

运动行为, 没有考虑路段长度限制, 不需对纵向运
动行为进行规划, 因此根据 (25) 和 (26)式, 能方便
利用直线路段换道轨迹规划结果计算圆弧路换道

轨迹坐标和期望车辆状态. 如果考虑换道过程路
段长度限制, 不仅要考虑换道结束时车辆质心在目
标车道中心线上, 还要保证换道轨迹对应路段长度
与直线路上换道时相同, 按照文献 [15—17]的做法,
仅仅根据直线路车辆换道期望状态, 难于找到合适
的 θ(t), 使得换道模型位置偏差和速度偏差同时为
0, 而本文 θ(t)是通过换道期望模型及约束条件反

推设计, 得到的换道模型不存在偏差.

4 仿真结果

4.1 弯曲路段模型

假设道路曲率半径R1 = 130 m, R2 = 60 m,
车道中心线间距d = 3.5 m, 路段长度L = 100 m,

路段结束边界线与起始边界线交角α = 1 rad.
设 r0 = f(θ)满足二次多项式约束, 即 f(θ) =

d2θ
2 + d1θ + d0, 其中 d0, d1和 d2为待定系数,

θ ∈ [0, 1]. 根据 (1)式得到

d0 = R1, d2α
2 + d1α+ d0 = R2,

d2α
3/3 + d1α

2/2 + d0α = L. (28)

根据路段约束条件, 由 (28)式得到 d0 = 130,
d1 = −40, d2 = −30. 所以 r0随 θ 变化率

ḟ(θ) = 2d2θ + d1 = −60θ − 40.

道路瞬心X轴坐标为

XOθ
(θ) =

∫ θ

0

(40 + 60σ) sinσdσ

=40− 40 cos θ + 60(sin θ − θ cos θ).

道路瞬心Y 轴坐标为

YOθ
(θ) =131.75−

∫ θ

0

(40 + 60σ) cosσdσ

=191.75− 40 sin θ − 60(cos θ + θ sin θ).

图 5显示在XOY 坐标系路段模型及瞬心轨迹.
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图 5 路段模型和道路瞬心轨迹 (a)路段模型; (b)道路
瞬心

4.2 换道轨迹模型

设换道开始时刻 ton = 0, 结束时刻 toff = 5 s.
开始时刻纵向速度 vxon = 30 m/s、加速度axon = 2

m/s2, 侧向速度 vyon = 0.6 m/s、加速度ayon = 0.3
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m/s2; 结束时刻纵向速度 vxoff = 10 m/s、加速度
axoff = 0, 侧向速度 vyoff = 0、加速度ayoff = 0.

根据路段和车辆状态约束条件, 由 (19), (20)
式, 得到角位移和角速度边界值为
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图 6 换道轨迹模型与车辆期望状态 (a)角位移; (b)角速度; (c)沿X轴车辆速度; (d)沿 Y 轴车辆速度; (e)沿X

轴车辆加速度; (f)沿 Y 轴车辆加速度; (g)道路中心线弧长; (h)换道位置轨迹; (i)车辆位置与目标车道偏离
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θ(0) =0, θ(5) = α = 1 rad;

θ̇(0) =vxon/(R1 + d/2) ≈ 0.2277,

θ̇(5) =vxoff/(R2 − d/2) ≈ 0.1717.

由 (10), (11)式, 得车辆速度和加速度边界值为

Ẋc(0) =vxon = 30 m/s,

Ẋc(5) =vxoff cosα− vyoff sinα ≈ 5.403 m/s;

Ẏc(0) =vyon = 0.6 m/s,

Ẏc(5) =vxoff sinα+ vyoff cosα ≈ 8.415 m/s;

Ẍc(0) =axon = 0,

Ẍc(5) =axoff cosα−
[
ayoff +

v2xoff
R2 − d/2

]
sinα

≈1.445 m/s2;

Ÿc(0) =ayon + v2xon/(R1 + d/2) ≈ 7.131 m/s2,

Ÿc(5) =axoff sinα+
[
ayoff +

v2xoff
R2 − d/2

]
cosα

≈0.928 m/s2.

由于换道轨迹瞬时半径 r(t) = r1(θ(t)) −
y(t) = f(θ(t)) + d/2− Yd(t), 所以有

r(0) =R1 + d/2 + Yd(0) = 131.75 m,

r(5) =R2 − d/2 + Yd(5) = 58.25 m.

由 (9)式, 得到换道轨迹边界值为

Xc(0) =0,

Xc(5) =r(5) sinα−
∫ α

0

ḟ(θ) sin θdθ

≈ 85.474 m;

Yc(0) =0,

Yc(5) =R1 + d/2− r(5) cosα

+

∫ α

0

ḟ(θ) cos θdθ

≈43.712 m.

图 6显示由 (13)至 (15)式得到的换道轨迹模
型和车辆期望状态. 图 6 (a), (b)表示车辆绕瞬心
转动角位移和角速度; 图 6 (c), (e)和 (d), (f)分别
表示沿X 轴和沿Y 轴车辆速度和加速度; 图 6 (g)
显示换道过程车辆沿道路中心线行驶弧长变化,从
图中看出换道结束时刻, 行驶的弧长符合换道路段
长度要求; 图 6 (h)显示车辆换道位置轨迹, 图中虚
线表示两个车道的中心线; 图 6 (i)显示车辆质心向
目标车道中心线的趋近情况, 从图中可看出, 换道
结束时刻车辆质心与结束点位置偏差为0.

4.3 换道模型比较

下面通过仿真考察换道结束时换道模型与期

望值的偏离情况. 设 θoff, loff, vcoff和ψcoff分别表示

换道结束时刻角位移、沿道路中心线行驶长度、速

度和横摆角速度的期望值. 根据路段和车辆状态约
束得到

θoff =α = 1 rad,

loff =L = 100 m,

vcoff =

√
Ẋ2

c (toff) + Ẏ 2
c (toff)

=

√
Ẋ2

d(toff) + Ẏ 2
d (toff)

=
√
v2xoff + v2yoff = 10 m/s,

ψcoff = arctan Ẏc(toff)

Ẋc(toff)
= arctan Ẏd(toff)

Ẋd(toff)
+ θ(toff)

= arctan vyoff
vxoff

+ α = 1 rad.

图 7显示了在换道过程 4.8—5.0 s, 三种不同
θ(t)设计方法得到的换道模型及与期望值的偏离情

况. 其中 I表示采用角速度形式 θ̇(t) = Ẋd(t)/r0(t),
II表示采用角速度形式 θ̇(t) = Ẋd(t)/r(t), III表示
采用本文设计的多项式角位移模型. 从图 7 (c)看
出,采用方法 I,换道结束时,车辆速度小于9.8 m/s,
与期望值存在偏差; 从图 7 (a), (b)和 (d)看出, 采
用方法 II, 换道结束时, 车辆角位移大于 1 rad, 行
驶路段长度大于 100 m, 横摆角大于 1 rad, 与期望
值存在偏差. 而采用方法 III, 从图 7 (a)—(d)看出,
换道结束时车辆角位移、对应路段长度、车辆速度

和横摆角与期望值不存在偏差.
当道路曲率变化时, 车辆期望换道轨迹和状态

将随之改变. 本文仿真中采用的道路模型, 假定道
路曲率已知, 而实际的车辆换道举止往往需要对道
路曲率进行在线估计, 另外, 车辆的动力学行为相
对于控制指令具有时间滞后, 因此车辆速度、横摆
角等状态难于达到期望值, 不能保证轨迹跟踪误差
的稳定性. 为此, 在进行轨迹跟踪控制系统设计时,
应考虑系统的实时性, 如建立基于预瞄的车辆状态
控制方法, 以提高控制系统的适应能力.

5 结 论

1) 假定车辆绕道路瞬心转动角位移满足奇次
多项式约束, 得到的变曲率路段换道模型, 能保证
换道结束时刻位置和速度与期望值不存在偏差.
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图 7 换道模型比较 (a)角位移; (b)道路中心线弧长; (c)车辆速度; (d)车辆横摆角

2)在考虑路段长度约束的情况下, 基于直线路
换道模型和弯曲路段模型简单叠加运算得到的弯

路换道模型, 不能保证位置和速度偏差都为0.
3)本文考虑了道路曲率变化, 得到的换道轨迹

模型, 是对现有换道轨迹规划研究结果的推广, 从
圆弧路段推广到了变曲率路段.

4) 本文仅对车辆换道轨迹期望模型进行规划,
假设换道轨迹满足五次多项式约束, 没有考虑换道
的实施过程, 鉴于实际换道过程的复杂性, 下一步
将考虑车辆纵向运动及应急车辆出现时对换道行

为的影响, 采用贝塞尔曲线和B 样条函数研究设计
车辆换道期望模型的实时修正和分段设计方法.
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Virtual trajectory model for lane changing of a vehicle
on curved road with variable curvature∗
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Abstract
In this paper, a virtual trajectory planning method for vehicle lane changing in automated highway system is

studied, and a trajectory model for lane changing on variable curvature road is established with odd-order polynomial
constraints. Assuming that the starting lane and the target lane have the same instantaneous center, the motion for
lane changing of vehicle on the curved road can be decomposed into a linear centripetal motion and a circular motion
around the instantaneous centre of the curved road. If the centripetal motion displacement and the rotational angular
displacement meet the requirement of odd-order polynomial constraints, the boundary condition of the above two kinds
of motion may be obtained from the constraints, such as time, location, and desired state of vehicle at the start and
end of the lane changing behavior. By applying the boundary conditions, the polynomial coefficient is deduced, and the
mathematical model of virtual trajectory for lane changing can be designed based on the polynomial models of centripetal
displacement and angular displacement. Compared with the existing trajectory planning method for lane changing on
curved road, the curvature change has been taken into consideration, and the trajectory model for lane changing has
been generalized. Simulation results verify the feasibility of the trajectory planning method proposed in this paper for
lane changing on a curved road with variable curvature.

Keywords: lane changing, trajectory planning, variable curvature road, odd-order polynomial
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