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(2+1)维 Korteweg-de Vries 方程的复合
波解及局域激发∗
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( 2013年 12月 10日收到; 2014年 1月 15日收到修改稿 )

借助 Maple 符号计算软件, 利用 Riccati 方程 (ξ′ = a0 + a1ξ + a2ξ
2) 展开法和变量分离法, 得到了

(2+1)维 Korteweg-de Vries 方程 (KdV)包含 q = C1x+ C2y + C3t+R(x, y, t) 的复合波解. 根据得到的孤
立波解, 构造出 KdV 方程新颖的复合波裂变和复合波湮灭等局域激发结构.
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1 引 言

随着科技的进步, 非线性科学得到了飞速发
展, 作为非线性科学重要分支的孤子理论也获得了
快速发展, 并被广泛应用于量子场论、凝聚态物理、
流体力学、非线性光学、等离子体物理等物理学领

域内, 引起了很多物理学家和数学家的兴趣 [1−7].
人们在研究过程中提出了许多行之有效的求解非

线性偏微分方程的好方法, 如双线性法、齐次平衡
法、标准的 Painlevé 截断分析法、波数合并法、变分
迭代法、tanh函数展开法、椭圆函数展开法、G′/G

展开法和映射法 [8−19] 等. 并构造出了许多有意
义的相干孤子结构诸如线孤子、半线孤子、紧致子、

环孤子、方孤子、盘孤子、折叠子、泡孤子、钟状孤

子、峰孤子内嵌孤子等 [20−32]. 在文献 [33]中, Mei
和Zhang利用Riccati方程 (ξ′ = a0 + a1ξ + a2ξ

2)
展开法, 得到了非线性方程的行波解. 本文的工
作是将 Riccati 方程展开法进一步拓展, 并应用于

(2+1) 维 Korteweg-de Vries (KdV) 方程:

ut − uxxy − αuuy − βux∂
−1
x uy = 0, (1)

研究其复合波解及其局域激发. 方程 (1)中的 α和

β 是任意常数. 文献 [34]已证明了 KdV 方程的可
积性, Lou和Ruan[35]求得了当 α = β 时该方程的

变量分离解. 本文将讨论当 α = 2β 时 KdV 方程
的复合波解.

2 (2+1)维 KdV 方程的复合波解

Riccati 方程展开法的基本思想是: 对于给定
的一个非线性物理模型

P (Q,Qt, Qxi
, Qxixj

, · · · ) = 0, (2)

设它有如下形式的解

Q =

n∑
i=0

Ai(x)ξ
i[q(x)], (3)

其中 ξ 满足 Riccati 方程

ξ′ = a0 + a1ξ + a2ξ
2, (4)
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这里 x = (x0 = t, x1, x2, · · · , xm), Ai(x)和 q(x)

为待定的 x 的任意函数. 将 (3)和 (4)式代入 (2)式
就可以得到一组 Ai(x) 和 q(x) 的约束方程. 通过
约束方程求得变量 Ai(x)和 q(x), 再根据 Riccati
方程解 [33] 就可以确定所求方程各种形式的解.

首先, 对 (1)式做如下变换: u = Qx, α = 2β,
则方程 (1)可改写为

Qxt −Qxxxy − 2βQxQxy − βQxxQy = 0. (5)

为了寻找 KdV 系统的新精确解, 我们将 Ric-
cati 方程展开法用于 (5)式, 根据对方程 (5)的领
头项分析, 设解为

Q = A0(x, y, t) +A1(x, y, t)ξ(q(x, y, t)), (6)

这里, A0, A1 和 q 是 (x, y, t)的任意函数, 将 (6)式
和 (4) 式代入 (5)式, 并按 ξ 的同次幂合并, 提取
ξi (i = 1, 2, · · · ) 前的系数, 令其等于零, 得到一系
列方程, 由这些方程可求得:

A0 =
1

2

∫
q2xxqy − 2qxqyqxxx + q2xqt − 4a1q

2
xqyqxx + 4a0a2q

4
xqy − a21q

4
xqy

βq2xqy
dx,

A1 = −4
a2qx
β

, (7)

q 满足

q = C1x+ C2y + C3t+ χ(x) + φ(y − kt), (8)

其中C1, C2, C3 是任意常数, χ ≡ χ(x), φ ≡ φ(y − kt) 是关于 x 和 (y − kt) 的任意函数. 根据 Riccati 方
程解 [33], 即可求得当 a0, a1, a2取不同值时 KdV 方程如下的复合波精确解.

情形1 当 a0 = 1, a1 = 0, a2 = −1 时, 有

Q1 =
1

2

∫
q2xxqy − 2qxqyqxxx + q2xqt − 4a1q

2
xqyqxx + 4a0a2q

4
xqy − a21q

4
xqy

βq2xqy
dx− 4

a2qx
β

tanh(q), (9)

Q2 =
1

2

∫
q2xxqy − 2qxqyqxxx + q2xqt − 4a1q

2
xqyqxx + 4a0a2q

4
xqy − a21q

4
xqy

βq2xqy
dx− 4

a2qx
β

coth(q). (10)

情形2 当 a0 = 1, a1 = 0, a2 = 1 时, 有

Q3 =
1

2

∫
q2xxqy − 2qxqyqxxx + q2xqt − 4a1q

2
xqyqxx + 4a0a2q

4
xqy − a21q

4
xqy

βq2xqy
dx− 4

a2qx
β

tan(q). (11)

情形3 当 a0 = −1, a1 = 0, a2 = −1 时, 有

Q4 =
1

2

∫
q2xxqy − 2qxqyqxxx + q2xqt − 4a1q

2
xqyqxx + 4a0a2q

4
xqy − a21q

4
xqy

βq2xqy
dx− 4

a2qx
β

cot(q). (12)

情形 4 当 a0 =
1

2
, a1 = 0, a2 =

1

2
时, 有

Q5 =
1

2

∫
q2xxqy − 2qxqyqxxx + q2xqt − 4a1q

2
xqyqxx + 4a0a2q

4
xqy − a21q

4
xqy

βq2xqy
dx

− 4
a2qx
β

(tan(q) + sec(q)), (13)

Q6 =
1

2

∫
q2xxqy − 2qxqyqxxx + q2xqt − 4a1q

2
xqyqxx + 4a0a2q

4
xqy − a21q

4
xqy

βq2xqy
dx

− 4
a2qx
β

(tan(q)− sec(q)), (14)

Q7 =
1

2

∫
q2xxqy − 2qxqyqxxx + q2xqt − 4a1q

2
xqyqxx + 4a0a2q

4
xqy − a21q

4
xqy

βq2xqy
dx

− 4
a2qx
β

(csc(q)− cot(q)). (15)
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情形5 当 a0 = −1

2
, a1 = 0, a2 = −1

2
时, 有

Q8 =
1

2

∫
q2xxqy − 2qxqyqxxx + q2xqt − 4a1q

2
xqyqxx + 4a0a2q

4
xqy − a21q

4
xqy

βq2xqy
dx

− 4
a2qx
β

(− tan(q) + sec(q)), (16)

Q9 =
1

2

∫
q2xxqy − 2qxqyqxxx + q2xqt − 4a1q

2
xqyqxx + 4a0a2q

4
xqy − a21q

4
xqy

βq2xqy
dx

− 4
a2qx
β

(cot(q) + csc(q)), (17)

Q10 =
1

2

∫
q2xxqy − 2qxqyqxxx + q2xqt − 4a1q

2
xqyqxx + 4a0a2q

4
xqy − a21q

4
xqy

βq2xqy
dx

− 4
a2qx
β

(cot(q)− csc(q)), (18)

Q11 =
1

2

∫
q2xxqy − 2qxqyqxxx + q2xqt − 4a1q

2
xqyqxx + 4a0a2q

4
xqy − a21q

4
xqy

βq2xqy
dx

− 4
a2qx
β

cot(q)
1 + csc(q) , (19)

Q12 =
1

2

∫
q2xxqy − 2qxqyqxxx + q2xqt − 4a1q

2
xqyqxx + 4a0a2q

4
xqy − a21q

4
xqy

βq2xqy
dx

− 4
a2qx
β

cot(q)
1− csc(q) . (20)

情形6 当 a0 =
1

2
, a1 = 0, a2 = −1

2
时, 有

Q13 =
1

2

∫
q2xxqy − 2qxqyqxxx + q2xqt − 4a1q

2
xqyqxx + 4a0a2q

4
xqy − a21q

4
xqy

βq2xqy
dx

− 4
a2qx
β

(coth(q) + csch(q)), (21)

Q14 =
1

2

∫
q2xxqy − 2qxqyqxxx + q2xqt − 4a1q

2
xqyqxx + 4a0a2q

4
xqy − a21q

4
xqy

βq2xqy
dx

− 4
a2qx
β

(coth(q)− csch(q)), (22)

Q15 =
1

2

∫
q2xxqy − 2qxqyqxxx + q2xqt − 4a1q

2
xqyqxx + 4a0a2q

4
xqy − a21q

4
xqy

βq2xqy
dx

− 4
a2qx
β

(tanh(q) + Isech(q)), (23)

Q16 =
1

2

∫
q2xxqy − 2qxqyqxxx + q2xqt − 4a1q

2
xqyqxx + 4a0a2q

4
xqy − a21q

4
xqy

βq2xqy
dx

− 4
a2qx
β

(tanh(q)− Isech(q)), (24)

Q17 =
1

2

∫
q2xxqy − 2qxqyqxxx + q2xqt − 4a1q

2
xqyqxx + 4a0a2q

4
xqy − a21q

4
xqy

βq2xqy
dx

− 4
a2qx
β

tanh(q)
1 + sech(q) , (25)

Q18 =
1

2

∫
q2xxqy − 2qxqyqxxx + q2xqt − 4a1q

2
xqyqxx + 4a0a2q

4
xqy − a21q

4
xqy

βq2xqy
dx

− 4
a2qx
β

tanh(q)
1− sech(q) , (26)

Q19 =
1

2

∫
q2xxqy − 2qxqyqxxx + q2xqt − 4a1q

2
xqyqxx + 4a0a2q

4
xqy − a21q

4
xqy

βq2xqy
dx
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− 4
a2qx
β

coth(q)
1 + Icsch(q) , (27)

Q20 =
1

2

∫
q2xxqy − 2qxqyqxxx + q2xqt − 4a1q

2
xqyqxx + 4a0a2q

4
xqy − a21q

4
xqy

βq2xqy
dx

− 4
a2qx
β

coth(q)
1− Icsch(q) . (28)

情形7 当 a0 = 1, a1 = 0, a2 = −4 时, 有

Q21 =
1

2

∫
q2xxqy − 2qxqyqxxx + q2xqt − 4a1q

2
xqyqxx + 4a0a2q

4
xqy − a21q

4
xqy

βq2xqy
dx− 4

a2qx
β

tanh(q)
1 + tanh2(q)

. (29)

情形8 当 a0 = 1, a1 = 0, a2 = 4 时, 有

Q22 =
1

2

∫
q2xxqy − 2qxqyqxxx + q2xqt − 4a1q

2
xqyqxx + 4a0a2q

4
xqy − a21q

4
xqy

βq2xqy
dx

− 4
a2qx
β

tan(q)
1− tan2(q)

. (30)

情形9 当 a0 = −1, a1 = 0, a2 = −4 时, 有

Q23 =
1

2

∫
q2xxqy − 2qxqyqxxx + q2xqt − 4a1q

2
xqyqxx + 4a0a2q

4
xqy − a21q

4
xqy

βq2xqy
dx

− 4
a2qx
β

cot(q)
1− cot2(q)

. (31)

情形10 当 a0 = 1, a1 = 2, a2 = 2 时, 有

Q24 =
1

2

∫
q2xxqy − 2qxqyqxxx + q2xqt − 4a1q

2
xqyqxx + 4a0a2q

4
xqy − a21q

4
xqy

βq2xqy
dx

− 4
a2qx
β

tan(q)
1− tan(q) . (32)

情形 11 当 a0 = 1, a1 = −2, a2 = 2 时, 有

Q25 =
1

2

∫
q2xxqy − 2qxqyqxxx + q2xqt − 4a1q

2
xqyqxx + 4a0a2q

4
xqy − a21q

4
xqy

βq2xqy
dx

− 4
a2qx
β

tan(q)
1 + tan(q) . (33)

情形 12 当 a0 = −1, a1 = 2, a2 = −2 时, 有

Q26 =
1

2

∫
q2xxqy − 2qxqyqxxx + q2xqt − 4a1q

2
xqyqxx + 4a0a2q

4
xqy − a21q

4
xqy

βq2xqy
dx

− 4
a2qx
β

cot(q)
1 + cot(q) . (34)

情形13 当 a0 = −1, a1 = −2, a2 = −2 时, 有

Q27 =
1

2

∫
q2xxqy − 2qxqyqxxx + q2xqt − 4a1q

2
xqyqxx + 4a0a2q

4
xqy − a21q

4
xqy

βq2xqy
dx

− 4
a2qx
β

cot(q)
1− cot(q) . (35)

情形 14 当 a0 = 0, a1 = 0, a2 = a 时, 有

Q28 =
1

2

∫
q2xxqy − 2qxqyqxxx + q2xqt − 4a1q

2
xqyqxx + 4a0a2q

4
xqy − a21q

4
xqy

βq2xqy
dx

− 4
a2qx
β

1

aq + b
. (36)
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以上各解中 q = C1x+C2y+C3t+χ(x)+φ(y−kt),
a 和 b 是任意常数.

3 复合波局域激发

由于 (19)—(36)式中的

q = C1x+ C2y + C3t+ χ(x) + φ(y − kt),

只要适当选取任意函数χ和φ 就能得到由行波解

和 dromion 解叠加而成的复合波解. 由 (1)式和
(5)式可知, u 是 Q 对 x 的一阶导数 (u = Qx). 本
文的这一部分以孤立波解 (25)式为例, 讨论复合波
随时间的演化. 为图示方便, 令 U = u17 = Q17x,
即 (25)式对x求一阶导数, 可得

U = − 1

2βq2xqy(cosh(q) + 1)

×
{
(2qxxxqxqy − q2xxqy

+ q4xqy − q2xqt) cosh(q)

− 4qxxq
2
xqy sinh(q)− q2xqt

+ 2qxxxqxqy − q2xxqy − 3q4xqy
}
, (37)

其中 q = C1x+ C2y + C3t+ χ(x) + φ(y − kt).

由于 (37)式中的 q包含χ和φ 两个任意函数,
如果取χ和 φ 为如下形式:

χ = 1 + sech(x),

φ = 1 + exp(y − k1t) + 2sech(y − k2t), (38)

于是可以得到一个 dromion 复合波的裂变现象.
如图 1所示, 选取 β = 1, C1 = 0.3, C2 = 0.3,
C3 = 0.3, k1 = 1, k2 = 1, 时间分别为 (a) t = −10,
(b) t = 0, (c) t = 8. 从图中看到, 一个 dromion 复
合波随时间向 y 轴正方向移动, 然后裂变为两个
dromion 复合波, 裂变后的两个复合波保持其波形
不变, 向着不同的方向传播.

如果取 q 中的 χ 和 φ 为如下形式:

χ = 1 + 2tanh2(x),

φ = 1 + exp2(y − kt), (39)

可以得到两个 dromion 复合波的湮灭现象, 如图
2 所示. 取 β = 1, C1 = 0.5, C2 = 0.5, C3 = 0.5,
k = 1, 时间分别为 (a) t = −5, (b) t = 0, (c) t = 2,
(d) t = 5. 从图 2可以看到, 两个 dromion 复合波
做相对运动, 相互作用后波幅随时间变小, 最后趋
向于零.

(a)

-5

0

5
x

-20 -10 0 10 20

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4 (b)

-5

0
5

x

-20 -10 0 10 20

yy

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

UU

(c)

-5

0

5
x

-20 -10 0 10 20

y

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

U

图 1 (37)式利用 (38)式得到的 dromion 复合波的演化侧面 (取 β = 1, C1 = 0.3, C2 = 0.3, C3 = 0.3, k1 = 1,
k2 = 1) (a) t = −10; (b) t = 0; (c) t = 8
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(d)
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图 2 (37)式利用 (39)式得到的 dromion 复合波的演化侧面 (取 β = 1, C1 = 0.5, C2 = 0.5, C3 = 0.5, k = 1)
(a) t = −5; (b) t = 0; (c) t = 2; (d) t = 5

4 结 论

Mei等利用 Riccati 方程展开法, 得到了非线
性方程的行波解. 本文将该方法进一步拓展, 以
(2+1)维 Korteweg-de Vries 方程为例, 得到了包含
q = C1x+C2y+C3t+χ(x)+φ(y−kt)的复合波精

确解, 其中 χ(x) 和 φ(y − kt)是关于 x 和 (y − kt)

的两个任意函数. 然后以孤波解 U = u17 = Q17x

为例, 研究了复合波随时间的演化. 两个孤立子之
间的相互作用大多是弹性的, 即孤子相互碰撞后
“各自分开, 互不改变”, 作用前后的波幅、形状和
传播速度都不发生改变. 本文研究得到了复合波的
裂变和湮灭现象, 说明在一定条件下, 两个孤立子
的作用也可以是非弹性的, 也说明孤立子在很多方
面具有其他经典粒子相同的特性.
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Complex wave solutions and localized excitations of
(2+1)-dimensional korteweg-de Vries system∗

Zhang Wen-Ling Ma Song-Hua† Chen Jing-Jing

(College of Science, Lishui University, Lishui 323000, China)
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Abstract
With the help of the symbolic computation system Maple and Riccati equation (ξ′ = a0 + a1ξ + a2ξ

2) expansion
method and a variable separation method, some complex wave solutions with q = C1x + C2y + C3t + R(x, y, t) of the
(2+1)-dimensional Korteweg-de Vries system is derived. Based on the derived solitary wave solution, some novel complex
wave localized excitations such as complex wave fusion and complex wave annihilation are investigated.

Keywords: Riccati equation expansion method, Korteweg-de Vries system, complex wave solutions,
localized excitations
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