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晶体摆动场辐射及其共振线附近的粒子运动行为
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寻找新光源, 特别是短波长相干光源引起了人们的广泛注意. 利用晶体摆动场辐射作为短波长相干光源
是最有可能的方案之一. 本文从势和场的观点出发, 把周期弯晶产生的离心力视为离心势, 将粒子运动方程
化为Duffing 型Mathieu方程, 从能量观点出发讨论了系统的稳定性. 用摄动法对共振线附近粒子的运动行
为进行了分析; 揭示了系统的跳跃现象和不稳定行为. 结果表明, 系统的稳定性与其参数有关, 适当调节这些
参数, 系统的分叉和不稳定性原则上可以避免.
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1 引 言

20世纪90年代, Korol等 [1−5]指出了在周期弯

晶中运动的带电粒子, 除了产生自发的沟道辐射
外, 还将产生相干的摆动场辐射, 强大的晶格场可
以使这种辐射的能量很高. 由于摆动场辐射可望
作为短波长相干光源, 引起了人们的广泛兴趣. 遗
憾的是, 至今尚未获得可利用的X-激光或γ-激光.
究其原因可能是技术问题, 也可能是物理问题. 物
理问题 (稳定性问题) 一直是人们关心的核心问题
之一, 我们曾用外激励方法对系统的稳定性进行过
分析 [6−10]. 本文试图用内激励 (参数激励) 方法再
次对这个问题进行讨论. 从势和场的观点出发, 在
经典力学框架内, 把粒子运动方程化为参数激励的
Mathieu方程. 利用摄动法对粒子在共振线 ν = 1

附近的运动行为进行了讨论; 从能量观点出发分析
了系统的稳定性, 导出了系统的频率响应, 揭示了
系统的跳跃现象和不稳定行为. 结果表明, 系统的
不稳定性与其参数有关, 只需适当调节参数, 系统
的稳定性就原则上可以得到保证.

2 运动方程

假设用声学方法已将晶体周期弯曲. 在周期弯
晶中运动的带电粒子将不断向外辐射能量, 其中包
含沟道辐射和摆动场辐射. 要成功引出可利用的
摆动场辐射, 粒子的运动必须是稳定的. 影响粒子
运动稳定性的因素很多, 有电子多重散射、晶格热
振动和系统非线性等; 对于弯晶还有离心力. 在偶
极近似下, 粒子运动可以用经典方法来描述. 把晶
格场和离心力对粒子的作用等价为粒子在有效势

场中的运动, 引入正弦平方势, 粒子的运动方程可
化为

m
d2x

dt2 + 2mµ0
dx
dt +

π

d
Veff sin 2πx

d
= 0, (1)

其中m是粒子质量, µ0是阻尼系数, d是弯晶周期,
Veff是有效势阱深度. 参数的物理意义可进一步参
考文献 [11]. 在小振幅近似下, 方程 (1) 还可化为

d2X

dτ2 + (ν2 − 2q cos(2τ))X

=− 2µ
dX
dτ − αX3, (2)

其中

X =
2πx

d
, ω2

0 =
2π2Veff
md2

, b =
pvdκ0
πVeff

,
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τ =
Ωut

2
, ν2 =

4ω2
0

Ω2
u

, α =
2ω2

0

3Ω2
u

, (3)

而 q =
2bω2

0

Ω2
u

是激励强度. 方程 (2) 是一个带有激

励项、阻尼项和非线性项的Duffing型Mathieu方
程. 当系统的阻尼项和非线性项比较小时, 方程
(2) 可形式上表示为 (用 ξ代替X)

d2ξ

dτ2 + (ν2 − 2q cos(2τ))ξ

=ε

(
− 2µ

dξ
dτ − αξ3

)
, (4)

其中 ε是小参数, 表示伴随它的项是小项. 如果 q也

比较小, 方程 (4) 就是一个带有弱激励、弱阻尼和
弱非线性的Duffing型参数激励方程.

3 近似解

3.1 线性近似

在线性近似和无阻尼 (ε = 0)情况下,方程 (4)
化为标准的Mathieu方程

d2ξ

dτ2 + (ν2 − 2q cos(2τ))ξ = 0. (5)

在参数 (ν2, q) 平面上, 系统出现了一系列稳定和
不稳定区, 如图 1所示. 当 q → 0时, 如果 ν2 > 0,
系统是稳定的; ν2 < 0系统不稳定 [12]. 不过, 随着
q 的增加, 即使 ν2 < 0, 系统也可能是稳定的, 如
图 1原点附近略微向左弯的三角形区域. 由于方程
(5) 包含了 cos(2τ), 在 ν2 > 0的右半平面内出现了

一系列稳定区和不稳定区. 当 q → 0时, 这些不稳
定区退化为一点, 且全都落在 q = 0的横轴上. 这
些点由方程

ν2 = n2 (n = 0, 1, 2, 3, · · · ) (6)
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图 1 Mathieu方程的稳定与不稳定区 (阴影区域)

给出, 并分别称为零阶、一阶和二阶等不稳定
区. 当n = 1, 2, 3, · · · 时, 相应的ω0 = Ωu/2, Ωu,
3Ωu/2, · · · , 系统存在整数共振或半整数共振, 工程
设计应当尽量远离这些共振线.

3.2 非线性近似

线性方程 (5) 决定了系统的基本特征. 稳定性
分析表明, 仅当粒子的Betatron振动频率 ν远离共

振线时系统才是稳定的. 但是任何一种扰动, 都可
能使系统位于共振线附近, 对共振线附近的行为进
行研究有很重要的实际意义. 下面利用多尺度法
[13−16]讨论系统 (4)在 ν = 1附近的频率响应和共

振行为. 令

ξ(τ, ε) = ξ0(T0, T1) + εξ1(T0, T1) + · · · , (7)

其中T0 = τ, T1 = ετ . 将 (7)式代入 (4) 式, 令 ε 的

同次幂系数相等, 可得

D2
0ξ0 + ν2ξ0 = 0, (8)

D2
0ξ1 + ν2ξ1

=− 2D0D1ξ0 − 2ξ0 cos(2T0) + f(ξ0, D0ξ0), (9)

其中

f(ξ0, D0ξ0) = −2µ
dξ
dτ − αξ3. (10)

方程 (8) 的一般解为

ξ0 = A(T1) exp(iνT0) +A∗(T1) exp(−iνT0),

代入方程 (9), 可得

D2
0ξ1 + ν2ξ1

=− 2iνA′ exp(iνT0)−A∗ exp(i(−ν + 2)T0)

−A∗ exp(−i(ν + 2)T0) + cc+ f [A exp(iνT0)

+A∗ exp(−iνT0)

× iν(A exp(iνT0)−A∗ exp(−iνT0))], (11)

其中字母右上角的撇表示对T1的微商. 为了描写
共振线 ν = 1附近的行为, 可通过定义 ν + εσ = 1

引入解谐参数σ. 于是方程 (11) 中的 (2 − ν)T0 可

表示为

(2− ν)T0 = νT0 + 2εσT0 = νT0 + 2σT1. (12)

消去方程 (11) 中的久期项, 并利用 (10)式可得

2iνA′ =−A∗ exp(2iσT1)

+
ν

2π

∫ 2π/ω

0

f exp(−iνT0)dT0. (13)
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令A =
1

2
a exp(iβ), ϕ = νT0 + β, 代入 (13)式, 将

实部和虚部分开, 可得

a′ =− a

2ν
sinψ − 1

2πν

∫ 2π

0

sin(ϕf)

× (a cosϕ,−νa sinϕ)dϕ, (14)

aψ′ = 2σa− a

ν
cosψ +

1

πν

∫ 2π

0

cos(ϕf)

× (a cosϕ,−νa sinϕ)dϕ, (15)

其中ψ = 2σT1 − 2β. 系统的一次近似解可表示为

ξ = a cos(νT0 + β) +O(ε),

a和β由方程 (14), (15) (通过ψ = 2σT1−2β)给出.
将 (10)式代入 (14)和 (15)式, 完成积分可得

a′ = − a

2ν
sinψ − µa, (16)

aψ′ = 2σa− a

ν
cosψ − 3α

4ν
a3. (17)

3.3 稳定性

从方程 (16), (7) 和 (4) 可以看出, 我们关心的
问题已从一个二阶微分方程 (2) 转化为两个一阶
微分方程 (16) 和 (17). 但是, 由于方程右边既是a

的函数, 又是ψ的函数, 要把它积分到最终形式仍
然是很困难的. 根据Poincare定理, 不积分方程也
可得到若干重要结果. 比如, 当我们关心的是系统
“长时间”后的行为 (稳定振动) 时, 情况就变得比
较简单. 对于稳定振动, 系统的振幅a和相位ψ为

常数, 即a′ = 0和ψ′ = 0. 事实上, 数值分析表明,
开始时a和ψ是振荡的, 随着时间的增加a和ψ逐

渐趋于平稳. 对于稳定振动, 方程 (16) 和 (17)化为

sinψ = −2νµ,

cosψ = 2σν − 3

4
αa2. (18)

将 (18)式的两式平方相加, 消去三角函数, 可得

a =

[
8σ

3α
± 4

3α
(1− 4µ2)1/2

]1/2
, (19)

或

a =

[
8σ̂

3α̂
± 4

3α̂
(q2 − 4µ̂2)1/2

]1/2
, (20)

其中 σ̂ = qσ, α̂ = qα, µ̂ = qµ. 方程 (19) 和 (20)
是振幅a的二次方程, 要静态解存在必须有a2 > 0.
这就要求 2µ̂ < q和

8σ̂

3α̂
± 4

3α̂
(q2 − 4µ̂2)1/2 > 0. 前

者意味着只有激励振幅大于衰减强度时, 系统才可

能存在稳定振荡. 后者要求 σ̂ >
1

2
(q2 − 4µ̂2)1/2时,

系统有两个静态解存在, 当 |σ̂| < 1

2
(q2−4µ̂2)1/2时

则只存在一个静态解. 可见

|σ̂| = 1

2
(q2 − 4µ̂2)1/2 (21)

描写了系统的临界特征. 图 2给出了阻尼系数

µ̂ = 0.1时, 激励强度 q与解谐参数 σ̂ (或系统
频率) 之间的关系. 从图 2可以看出, 三条曲线
σ̂ = ±1

2
(q2 − 4µ̂2)1/2和 q = 2µ̂把参数平面 (q, σ̂)

分成了三个区域. 在边界上系统的行为与非线性
无关. 在区域 I中, 不管初始振幅多大, 系统对初
始扰动的响应总是衰减的; 在区域 II中, 线性系统
对初始扰动的响应无限增长, 而非线性系统对初
始扰动的响应则是有界的; 在区域 III中, 非线性响
应要不衰减, 要不趋于稳定振荡, 而线性响应则总
是衰减的. 注意到, 由于非线性系统振幅与相位有
关, 因而相位变化将导致振幅变化, 进而导致系统
能量变化. 下面从能量的观点出发对此做进一步讨
论. 在区域 I中, 不管初始振幅多大, 系统相位都不
发生变化, 因而振幅和能量也不发生变化, 这就意
味着外力做功与系统自身的消耗正好抵消. 在区
域 II中, 外力做功总是比自身的消耗要大, 因此, 系
统对初始扰动的线性响应增加, 且是无界的; 由于
非线性系统振幅和相位的相关性, 系统的非线性将
限制振幅的进一步增长, 系统呈现出了有界的谐波
响应. 如果初始扰动比较大, 系统的非线性响应是
衰减的, 直至稳定的静态解出现; 如果初始扰动比
较小, 系统近似是线性的, 而线性系统响应则总是
增长的. 值得注意的是, 随着振幅的增长, 系统的
非线性逐渐增强, 振幅增长受到限制, 且随着非线
性的加强, 响应出现衰减, 直至稳定的静态解出现.
这就是说, 在区域 II中对所有初始扰动 (不管这种
扰动是大是小) 的响应, 系统都趋于相同的静态解,
这个静态解就是系统的极限环. 在区域 III中, 系统
可出现区域 I和 II类似的响应特征. 在这个区域中
系统的线性响应总是衰减的, 与区域 I类似; 而系统
的非线性响应则存在两个静态解, 振幅较大的一个
是稳定的, 较小的一个不稳定. 分析表明, 系统存
在某个临界扰动, 系统对这个扰动的非线性效应不
敏感, 其基本特征是线性的或拟线性的. 当初始扰
动偏离这个临界振幅时, 系统表现出了明显的非线
性. 系统的非平凡的静态解把区域 II和 III分开, 而
区域 II和 III的边界 (图 2中的虚线) 对应于不稳定
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的极限环 [16].
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图 2 Duffing型参数激励系统在参数空间中的三个区域
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图 3 Duffing型参数激励系统的频率响应曲线

3.4 频率响应

图 3给出了阻尼系数 µ̂ = 0.1、非线性系数

α = 0.01时, 系统的振幅 â 与解谐参数 (或系统
频率) 之间的关系, 这条曲线称为频率响应曲线或
共振曲线. 实线和虚线分别示系统的稳定解和不稳
定解. 从图 3可以看出, 共振曲线不闭合、且向右弯
曲. 当激励强度 q保持不变, 激励频率 σ̂从小到大

或从大到小变化时, 系统将出现跳跃现象. 当 σ̂ 从

小到大位于点A1和A2之间时, 系统只有一个 (稳
定的) 平凡解存在; 从点A2开始, 系统存在两个解
(分叉), 振幅较大的一个是稳定的, 较小的一个是
不稳定的 (平凡解); 当 σ̂ 增加时, 系统将沿着曲线
A2A

′
3变化直到无穷. 相反, 当 σ̂从大到小变化时,

系统将沿着EA3 变化, 平凡解是稳定的, 在A3 点

平凡解变得不稳定, 当 σ̂继续减小时振幅发生突变,
并从A3跳跃到A′

3; 当 σ̂继续减小时, 系统将沿曲
线A′

3A2 变化直到A2点, 随着 σ̂ 继续减小, 系统回

到初始的平凡解状态.
值得注意的是, 系统通过分叉和跳跃回到原来

状态时过程是不可逆的, 这种不可逆性正好揭示了
系统的驰豫行为. 弛豫现象在自然界中普遍存在,
在光电子技术中也经常碰到, 双稳态光电子器件便
是典型例子. 对于晶体摆动场辐射来说, 跳跃应当
尽量避免, 因为跳跃就意味着不稳定. 事实上, 有
工作表明 [8], 系统从点A2开始出现倍分叉, 并通过
级联分叉进入混沌状态. 为了得到稳定的摆动场辐
射, 分叉和混沌都不允许存在. 幸好, 系统的稳定
性与参数有关, 适当调整参数, 系统稳定性就可望
得到保证. 事实上, 从 (19)和 (20)式可以看出, 系
统响应与系统阻尼、非线性大小、激励强度和离开

共振线的程度等因素有关, 适当调节这些参数, 就
可望改善和提高系统的稳定性.

4 结 论

本文从不同角度对系统的稳定性进行了讨论.
从势和场的观点出发, 把晶体弯曲产生的离心力视
为离心势, 将一个外激励问题化为内激励问题, 对
系统的稳定性做了进一步分析. 在经典力学框架
内, 把粒子运动方程化为Duffing型的Mathieu方
程. 用摄动法分析了粒子在共振线附近的行为, 并
从能量观点出发讨论了系统的稳定性. 结果表明,
系统的频率响应存在分叉和跳跃, 揭示了系统不可
逆性、不稳定性和弛豫特征; 系统的稳定性与它的
参数有关, 只需适当调节这些参数, 系统的不稳定
性原则上就可以避免.
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Crystalline undulator radiation and motion behavior in
the vicinity of the resonance line
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Abstract
Searching for new light source, especially short wave-length coherence light source has attracted extensive attention.

The using of the crystalline undulator radiation as a short wave-length coherence light source is most likely to be one
of the options. From the viewpoints of potential and field, the centrifugal force generated by periodic bent crystal is
regarded as centrifugal potential, the particle motion equation is reduced to Mathieu equation with Duffing-type, and
from the energy viewpoint the stability of the system is discussed. The behaviors of particles in the vicinity of the
resonance are analyzed by perturbation method; the jump phenomena and instable behavior are revealed. The results
show that the stability of the system is related to its parameters, and only properly adjusting these parameters, the
bifurcation and instability for the system can be avoided in principle.
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