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双模晶体相场研究形变诱导的多级微结构演化∗
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( 2013年 12月 10日收到; 2014年 1月 24日收到修改稿 )

本文采用双模晶体相场模型, 计算了双模二维相图; 模拟了形变诱导六角相向正方相转变过程的多级微
结构演化, 详细分析了位相差、形变方向对位错、晶界、晶体结构、新相形貌的影响规律. 模拟结果表明: 形变
方向影响正方相晶核的形核位置和生长方向, 拉伸时正方相优先在变形带上形核, 垂直于形变方向长大, 而压
缩时正方相直接在位错和晶界的能量较高处形核, 平行于形变方向长大; 位相差对形变诱发晶界甄没过程有
显著影响, 体现在能量峰上为, 小位相差晶界位错的攀滑移和甄没形成一个能量峰, 大位相差晶界位错攀滑移
和甄没因分阶段完成而不出现明显的能量峰; 形变诱导相变过程中各种因素相互作用复杂, 是相变与动态再
结晶的复合转变.
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1 引 言

掌握材料的相变规律, 就能够通过控制相变过
程获得所预期的组织与结构, 从而使材料具有所预
期的性能. 研究材料的微观结构对于分析材料的宏
观性质有着非常重要的意义, 然而由于实验条件的
限制, 材料的很多微观结构难以通过实验手段观察
得到.

计算模拟作为一种研究材料微观组织的有效

方法很快得到了发展和应用. 近来, Elder等 [1,2]提

出了基于密度泛函理论的晶体相场模型 (PFC模
型). 然而其作为一种新模型还存在一些不足, 如
在模型建立时只取一族倒易矢量, 目前仅能用于
模拟二维六角和三维体心立方结构. 为了扩大晶
体相场模型的适用范围, 很多学者对该模型做了大
量的改进工作, 取得了很大进展. 如Jaatine等 [3,4]

提出八阶拟合的晶体相场模型; Wu等 [5]提出双模

数 (two-mode)晶体相场模型; Greenwood等 [6,7]用

高斯峰来代替直接相关函数中的尖锐峰, 提出一
种具有实际物理意义相图的多模近似晶体相场模

型; 以及Elder等 [8]在Goldenfeld等 [9]的研究基础

上将重整化群理论应用到晶体相场模型. 其中Wu
提出的双模PFC模型能够很好描述正方相、面心立
方相等复杂的晶体点阵结构, 高英俊等 [10]应用该

模型成功地模拟了六角相向正方相的转变.
本文应用Wu提出的双模晶体相场模型, 计算

了二维双模相图, 模拟了不同位相差和不同形变方
向作用下的位错、晶界、晶体结构等多级微结构演

化, 分析了位相差和形变方向对多级微结构演化的
影响规律.

2 模拟方法

2.1 双模晶体相场模型

Wu等提出的双模晶体相场模型无量纲化的自
由能函数F的表达形式为

F =

∫
dV

[
ρ

2

{
− r +

(
∇2 + 1

)2
×
[
R1 +

(
∇2 +Q2

1

)2 ]}
ρ+

ρ4

4

]
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=

∫
F0dV. (1)

其中F0为自由能密度函数, ρ为无量纲的原子密度
场, r是与温度有关的参数; ∇为拉普拉斯算子; Q1

是次近邻倒格矢的模与最近邻倒格矢的模之比, 对
于二维正方晶格来说, Q1 =

√
2; R1是用来控制两

种倒格矢振幅相对大小的参数, 逐渐增大R1, 次近
邻的效应就会逐渐减小, 双模就会逐渐趋于单模.
为了突出次近邻原子的影响、提高计算效率, 本文
取R1 = 0, 于是自由能密度函数F0就变成

F0 =
4− r

2
ρ2 +

ρ

2

(
∇8 + 6∇6 + 13∇4 + 12∇2

)
ρ

+
ρ4

4
, (2)

其中∇2n表示高阶的拉普拉斯算子, n = 2, 3, 4.
双模的原子密度场变量的演化用与时间相关

的Cahn-Hilliard [11,12]动力学方程描述
∂ρ

∂t
= ∇2 ∂F0

∂ρ
. (3)

把 (2)式代入 (3)式得
∂ρ

∂t
=

[
∇10 + 6∇8 + 13∇6 + 12∇4 + (4− r)∇2

]
ρ

+∇2ρ3. (4)

2.2 相图计算过程

为构建二维的PFC相图, 需要求出各相的自
由能密度函数表达式. 通过确定液相、正方相和六
角相结构的原子密度函数形式, 代入 (1)式, 然后对
体系自由能函数 (1)分别求各相的极小自由能函数
形式, 再利用相平衡条件就可计算绘制出相图. 对
于体系中的固相 (晶体相), 其原子位置固定, 与时
间无关, 故用有周期性的原子密度来描述, 它与晶
体点阵周期性一致, 原子密度的最大值即表示实际
空间中原子的位置. 而对于液相中的原子, 其原子
位置随时间变化, 运动规律随机, 所以表征液相的
原子密度为一常数. 以下分别按单模和双模近似列
出了三相的原子函数形式.

液相原子密度

ρ = ρt = ρ0. (5)

正方相原子密度为

ρ ≈ ρ0 +As(cos qsx+ cos qsy)

+ 4Bs cos qsx cos qsy. (6)

六角相原子密度为

ρ ≈ ρ0 + 2Ah

[
2 cos(qhx) cos

(
qhy√
3

)

+ cos
(
2
qhy√
3

)]
. (7)

将上述三个单相原子密度分别代入 (1)式进行
积分计算, 并分别对相关参数, qs, qh, As, Bs, Ah

求导, 分别得到对应于液相、正方相和六角相结构
的极小自由能函数 fl(ρ0), fs(ρ0)和 fh(ρ0), 其中取

Ah = −ρ0
5

+
1

5

√
5

3
r − 4ρ20.

对于两相共存区分别满足 [13]

∂fi(ρ̄i)

∂ρ̄i

∣∣∣
ρ̄i

=
∂fj(ρ̄j)

∂ρ̄j

∣∣∣
ρ̄j

, (8)

∂fj(ρ̄j , r)− ∂fi(ρ̄i, r) =
∂fi(ρ̄i)

∂ρ̄i

∣∣∣
ρ̄i(ρ̄i−ρ̄j)

. (9)

(8)式表示在共存区共存的两相的化学势必须
相等 (两相共存的必要条件), (9)式表示共存区共
存的两相巨势必须相等 (两相共存的充分条件). 通
过取不同的 r分别得到对应液相相线、正方相相线

和六角相相线的原子密度.

2.3 数值计算方法

对动力学方程 (4)中的算符∇2n采用半隐式傅

里叶谱方法 [14]来求解, 其离散形式为
ρ̃n+1 − ρ̃n

∆t
=

[
− k10 + k8 − 13k6 + 12k4

− (4− r)k2
]
ρ̃n+1 − k2ρ̃3n, (10)

整理得

ρ̃n+1

=

(
ρn − k2∆tρ̃3n

)
1−∆t

[
−k10 + k8 − 13k6 + 12k4 − (4− r)k2

] ,
(11)

其中 ρ̃为原子密度场 ρ的傅里叶变换形式; k2 =

|k|2, k为傅里叶空间的波矢. 本文以六角相为初
始相, 边界条件设为周期性边界条件, 计算区域为
512∆x× 512∆y (Lx × Ly), 时间步长∆t = 0.5, 空
间步长∆x = ∆y = π/4. 通过 (7)式使六角相的取
向在0 < x < Lx和3Lx/4 < x < Lx范围为 θ/2,在
Lx/4 < x < 3Lx/4范围为−θ/2, 其中 0 < y < Ly.
同时为了不影响晶界的性质, 在各晶粒之间取过冷
液相, 并经历一段时间的演化直到系统达到平衡.

2.4 单向拉伸的数值模型

本文在形变模拟过程中采用等体积条件假

设 [15], 边界条件仍为周期性边界条件, 以确保模
拟的统一性. 每一时间步长x方向的空间步长变
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量d = ε̇∆x∆t, 其中 ε̇为无量纲应变速率, 本文取
ε̇ = 6.5× 10−6/∆t. 根据等体积假设

S = ∆x∆y = ∆x′∆y′, (12)

其中∆x和∆y为初始空间步长, ∆x′和∆y′为形变

之后的空间步长. 经过n个时间步长后, 空间步长
分别为

∆x′ = ∆x± nε̇∆x∆t, (13)

∆y′ =
∆x∆y

∆x′ =
∆y

1± nε̇∆t
. (14)

3 模拟结果与分析

3.1 相图与参数选择

计算得到的双模PFC二维计算相图如图 1所

示. 图中标明了对应的正方相与六角相晶体结构,
阴影部分为两相共存区, A(−0.18, 0.32)点为计算

时六角相区域的取值点. 本文分别选取在A点形成

的 4◦小位相差六角相和 12◦大位相差六角相作为
研究对象, 对其施加拉伸和压缩形变, 观察不同位

相差和不同形变方向对多级微结构的影响规律.
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图 1 双模PFC二维计算相图 (ρ0为无量纲初始原子密
度, r为无量纲温度, 阴影代表两项共存区)

3.2 形变诱导的多级微结构演化过程

变形过程使材料发生了塑性形变, 在材料内部
引入了大量的位错缺陷 [16]. 模拟结果显示, 4◦小
位相差六角相拉伸形变诱导的多级微结构过程可

分为四个阶段, 如图 2所示: (a) 位错发生攀滑移运
动; (b) 位错甄没后形成变形带; (c) 正方相在变形

(a)

(c)

(b)

(d)

图 2 4◦小位相差六角相拉伸形变诱导的多级微结构演化过程 (a) t = 9000; (b) t = 15200; (c)
t = 17800; (d) t = 34200
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(a) (b)

图 3 4◦小位相差六角相压缩形变诱导的多级微结构演化过程 (a) t = 7000; (b) t = 33600

(a)

(c) (d)

(b)

图 4 12◦大位相差六角相拉伸形变诱导的多级微结构演化过程 (a) t = 8500; (b) t = 9900; (c) t = 11000;
(d) t = 25000

带上形核; (d) 发生相变和动态再结晶的复合转变,
直到正方相转变完成. 4◦小位相差六角相压缩形变
诱导的多级微结构过程可分为两个阶段, 如图 3所

示: (a) 畸变较大的位错处优先形成正方相, 其他
位错进行攀滑移形成大量变形带; (b) 发生相变和
动态再结晶的复合转变, 直到转变完成. 12◦大位

相差六角相拉伸形变诱导的多级微结构过程可分

为四个阶段, 如图 4所示: (a) 晶界分解, 位错攀滑
移运动; (b) 部分位错甄没, 部分直接形成变形带;
(c) 正方相在变形带上形核; (d) 发生相变和动态再
结晶的复合转变, 直到转变完成. 12◦大位相差六
角相压缩形变诱导的多级微结构过程可分为两个
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阶段, 如图 5所示: (a) 晶界畸变较大处优先形成正
方相, 晶界分解形成变形带; (b) 相变和动态再结
晶的复合转变, 直到转变完成. 随着形变的进行正
方相也不断发生变化, 首先是不稳定正方相晶核在
形变中逐渐消失, 而稳定的正方相晶核则得以生长
长大; 其次正方相产生发生轻微转动, 导致部分不
同取向的正方相在长大过程中逐渐转化和合并. 上
述图中圈代表形成正方向, 平行线代表正方向生长
取向.

(a)

(b)

图 5 12◦大位相差六角相压缩形变诱导的多级微结构演
化过程 (a) t = 9500; (b) t = 22100

从以上模拟结果可以分析出: 首先, 形变可以
诱导六角相向正方相的相变, 且压缩形变诱发效果
更明显. 其次, 4◦小位相差六角相拉伸形变时新相
形核分为两大阶段, 第一阶段是位错攀滑移在晶内
相遇甄没; 第二阶段是拉伸形变形成变形带, 在变
形带形成正方相. 12◦大位相差六角相拉伸形变时
新相形核只有一个阶段: 即晶界分解, 部分位错运
动甄没, 部分位错直接形成变形带, 在变形带生成

正方相. 4◦小位相差和 12◦大取向六角相压缩形变
时形核只有一个阶段, 即正方相首先在晶界和位错
上形核. 由此可以得出结论: 拉伸形变时正方相在
变形带形核且其形核阶段与位错甄没机理相关 [17];
压缩形变时正方相优先在晶界或位错上形核, 其次
是变形带. 计算模拟得出 4◦小位相差六角相伸和
压缩形变诱导相变的临界形变量分别为 0.1001和
0.0293, 12◦大位相差六角相拉伸和压缩形变诱导
相变的临界形变量分别为 0.0683和 0.0680, 这正是
由于拉伸时新相需在变形带形核而压缩时新相直

接在已有缺陷上形核, 所以拉伸相变临界形变量普
遍较高. 其中由于 4◦小位相差六角相形核时需要
位错滑移、甄没、形成变形带三个阶段故所需临界

形变量最高, 而压缩相变时由于位错处畸变能较高
易形核而临界形变量最低. 最后, 拉伸时正方相的
生长方向基本垂直于应力方向, 压缩时正方相的生
长方向基本平行于应力方向. 这是因为六角相转
变为正方相是体积膨胀的过程, 拉伸时六角相沿应
力方向晶格常数增大, 与正方相的错配度降低, 故
正方相更易于垂直应力方向生长, 压缩时则正好
相反.

3.3 形变诱导的多级微结构能量变化过程

图 6 (a), (b)的能量变化可分为第一个能量峰
和之后的若干个能量峰两大阶段. 第一个能量峰:
到达能量高点的阶段代表位错的攀滑移, 能量高点
到能量低点阶段代表位错相遇甄没; 之后的若干个
能量峰: 代表外力、热运动和系统内应力 [18]、位错、

畸变以及相变与动态再结晶的复合转变等因素的

交互影响作用. 图 6 (c)第一个到达能量高点的阶
段代表晶界的分解和位错的滑移; 能量高点到能量
低点阶段代表位错部分相遇甄没, 部分产生变形带
形成正方相. 之后的若干个能量起伏代表外力、热
运动和系统内应力、位错、畸变以及相变与动态再

结晶的复合转变等因素的交互影响作用. 图 6 (d)
第一个到达能量高点的阶段代表晶界分解、位错运

动, 部分未甄没位错产生变形带从而形成正方相;
能量高点到能量低点阶段代表外力、热运动和系统

内应力、位错、畸变以及相变与动态再结晶的复合

转变等因素的交互影响作用. 图 6 (a), (b), (c), (d)
最后阶段能量的下降趋势代表正方相转变基本完

成且内部有序化程度提高.
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图 6 六角相形变诱导的多级微结构能量变化图 (a) 4◦拉伸形变; (b) 4◦压缩形变; (c) 12◦拉伸形变; (d) 12◦

压缩形变

4 结 论

应用双模晶体相场模型计算二维PFC相图,
模拟了二维六角相向正方相的转变过程, 分别研究
了不同位相差和不同形变方向对正方相相变的影

响规律. 得到以下结论:
1. 单相拉伸和压缩形变可以诱发正方相相变,

且压缩形变诱发效果更明显. 这是因为形变方向不
同, 正方相优先形核地点不同: 拉伸时正方相需在
变形带上形核; 压缩时正方相优先在晶界和位错上
形核.

2. 小位相差六角相的重大能量变化可分为两
个阶段, 第一阶段主要是由位错的攀滑移和甄没形
成的能量峰, 第二阶段是由外力、热运动和系统内
应力以及相变与动态再结晶的复合转变等因素的

交互影响作用所形成的能量起伏; 大位相差六角相
的能量起伏没有第一个阶段, 这是因为晶界上的位
错分阶段甄没, 甄没降低的能量被形变能抵消.

3. 形变诱导的多级微结构时新相长大有优先
方向, 拉伸时新相垂直拉伸方向生长, 压缩时新相
平行压缩方向生长. 这是因为六角相转变为正方相
是体积膨胀的过程, 拉伸时垂直形变方向错配度降

低, 而压缩时平行形变方向错配度降低.
4. 由于形变过程中整个体系受到外力、热运

动、位错、变形带、相变等因素的交互影响作用, 所
以形变诱导相变不是单纯的相变过程, 而是相变与
动态再结晶的复合转变.
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Multistage microstructural evolution caused by
deformation in two-mode phase field crystals∗
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Abstract
The two-mode phase-field-crystal (PFC) method is used to calculate two-dimensional phase diagram and to simulate

the process of multistage microstructural evolution in the transformation from hexagonal phase to square phase, which
is induced by deformation. And the effect of misorientation and deformation on dislocation, grain boundary, crystal
structure and morphology of the new phase is carefully analyzed. Simulation results show that both the nucleation site
and growth direction of the square phase are affected by the direction of deformation. Under a tensile deformation, the
nucleation of the square phase occurs preferentially in the deformation zone; while under compression deformation, the
nucleation of the square phase may begin at dislocations and grain boundary. Moreover, the new phase grows towards the
direction along which the degree of atomic mismatch decreases, i.e. the vertical direction of tensile deformation and the
parallel direction of compressive deformation. Besides, the free energy varies with misorientation. In small misorientation,
the dislocation climbing, slipping and annihilating will result in an energy peak; while in a big misorientation, the
dislocation annihilates in several stages and thus offsetting the energy caused by deformation. Furthermore, the process
of phase transformation is complex: It is not a pure phase transformation but a composite change of phase transformation
and dynamic recrystallization.

Keywords: two-mode phase field crystal method, hexagonal phase, square phase, phase transformation
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