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无衍射 Mathieu光束自重建特性的
理论和实验研究∗

李冬 吴逢铁† 谢晓霞 孙川

(华侨大学信息科学与工程学院, 福建省光传输与变换重点实验室, 厦门 361021)

( 2014年 6月 17日收到; 2014年 7月 14日收到修改稿 )

首次对无衍射Mathieu光束的自重建特性进行理论和实验研究, 利用Mathieu-Hankel波理论分析了
Mathieu光束的自重建机理. 基于菲涅尔衍射积分理论, 推导出了高斯吸收型圆形障碍物部分遮挡后的
Mathieu光场重建后的解析表达式, 并数值模拟了无衍射Mathieu光束的经圆形障碍物部分遮挡后光场的自
重建过程. 采用柱透镜 -轴棱锥组合光学系统产生近似零阶无衍射Mathieu光束, 实验分别验证了轴上和轴外
障碍物遮挡时近似零阶无衍射Mathieu光束的自重建特性. 理论模拟与实验结果相符.

关键词: 无衍射Mathieu 光束, Matheiu Hankel波理论, 自重建特性
PACS: 42.25.Hz, 24.10.Ht, 42.25.–p DOI: 10.7498/aps.64.014201

1 引 言

自从1987年无衍射光束 [1]的概念被提出以来,
由于其独特的无衍射特性和自重建特性而受到

广泛的关注. 研究发现无衍射光束可以应用于光
学微操作 [2,3], 医学成像 [4], 光通信和检测 [5]等领

域. 无衍射光束是自由空间亥姆赫兹方程的解,
Gutierrez-Vega和Bandres [6]给出亥姆赫兹方程在

矩形柱坐标, 椭圆柱坐标以及抛物柱坐标下的无
衍射光束解, Durnin 等提出的无衍射Bessel光束
只是亥姆赫兹方程在圆柱坐标系下的一组特解,
其他三组对应的无衍射光束解分别是Cosine光束,
Mathieu光束和Parabolic光束, 其中Mathieu光束
为椭圆柱坐标下的无衍射光束解.

对无衍射光束的研究发现, 当光束被小的障碍
物部分遮挡后, 光束在障碍物后传播一段距离后光
束会发生自愈, 恢复未遮挡前的光斑形状和场分
布, 这种现象称为无衍射光束的重建特性. 2002年
Garace-Chavez等 [7]创造性的将无衍射Bessel光束

的自愈特性应用于光学微操作, 即当一个粒子被无
衍射光束俘获时, 粒子附近的光场受粒子的影响发
生畸变, 但是在粒子后的一定传播距离处, 光束恢
复原来分布, 这种自愈特性使得多层面操控粒子成
为可能, 因此无衍射光束的自重建特性使得它在
光镊和其他一些领域有着重要的应用. 最近, Chu
和Zhou等 [8,9]对无衍射Bessel光束和Airy光束的
自重建特性进行了解析研究, 我们课题组 [10−12]对

无衍射Bessel光束的自重建特性的理论和实验也
做了相关的研究, 但是至今尚无其他三类无衍射光
束的自重建特性研究, 本文首次对无衍射Mathieu
光束的自重建特性进行了理论和实验研究, 利用
Mathieu-Hankel波理论 [13]解释了无衍射Mathieu
光束的形成和自重建过程, 基于菲涅尔衍射积分理
论, 导出了障碍物后自重建Mathieu光场的准确解
析表达式, 并基于解析表达式数值模拟了圆形障碍
物后的无衍射Mathieu 光场在不同传播距离处的
强度分布, 展示了Mathieu光束的自重建过程. 设
计实验光路产生零阶无衍射Mathieu光束, 并且观
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察了光束通过障碍物的自重建过程, 用CCD照相
机拍摄了圆形障碍物后不同传播距离处的近似零

阶无衍射Mathieu光场的强度分布, 实验结果与理
论模拟相符.

2 理论分析

无衍射Bessel光束的自愈特性可以用Hankel
波理论 [11]进行解释. 类似的, 无衍射Mathieu光束
的自愈特性可以用相对应的Mathieu-Hankel波理
论来解释. 自由空间中标量波动方程可以表示

∇2U + k2U = 0. (1)

利用椭圆柱坐标与直角坐标之间的变换关系

x = h cosh ξ cos η, y = h sinh ξ sin η, z = z,

(n 6 ξ <∞, 0 6 η < 2π). (2)

椭圆坐标系中两个焦点的坐标为 (±h, 0), 在椭圆柱
坐标系下, 令U = F (ξ)G(η)Z(z)并分离变量可得

Z ′′(z) +mZ(z) = 0, (3)
d2R(ξ)

dξ2 + (2q cosh 2ξ − a)R(ξ) = 0, (4)

d2G(η)

dη2 + (a− 2q cos 2η)G(η) = 0, (5)

其中k是波数, q = h2k2t /4, kt是波矢的径向分量,
a是一个常数. (1)式波动方程两组线性无关的解为

Uem(ξ, η, z; q) = U0He
(1),(2)
m (ξ)cem(η; q) exp(ikzz),

m = 0, 2, 4, 6 · · · , (6)

Uom(ξ, η, z; q) = U0Ho
(1),(2)
m (ξ)sem(η; q) exp(ikzz),

m = 1, 3, 5, 7 · · · , (7)

其中 cem(η; q)和 sem(η; q)分别是m阶偶角Math-
ieu函数和奇角Mathieu函数, kz 是波矢的轴向分
量, U0是常数, 为了简便一般令U0 = 1, He(ξ)和
Ho(ξ)是Mathieu-Hankel函数, 可以表示为

He(1),(2)m (ξ; q)

=

Jem(ξ; q) + iNem(ξ; q),

Jem(ξ; q)− iNem(ξ; q),
(8)

Ho(1),(2)m (ξ; q)

=

Jom(ξ; q) + iNom(ξ; q),

Jom(ξ; q)− iNom(ξ; q).
(9)

(8), (9)式中H(ξ; q)的上标 (1)对应 “+”表示第一
类Mathieu-Hankel函数, 上标 (2)对应 “−”表示第

二类Mathieu-Hankel函数. 下标 em和 om表示m

阶偶模和奇模, J(ξ; q)和N(ξ; q)分别代表第一类

径向和第二类径向Mathieu函数. 描述奇Mathieu-
Hankel波与偶Mathieu-Hankel波方式一样, 为了
简单, 文章只介绍偶Mathieu-Hankel波, 第一类偶
Mathieu-Hnakel函数He

(1)
m (ξ; q)描述的是沿径向 ξ

的正方向传播的椭圆波, 第二类偶Mathieu-Hnakel
函数He

(2)
m (ξ; q)描述的是沿径向 ξ 的负方向传播的

椭圆波, 则 (5)式中He
(1)
m (ξ; q)cem(η; q) exp(ikzz)

表示沿轴线向外传播的椭圆锥面波 (outgoing coni-
cal wave, OCW), He(1)m (ξ; q)cem(η; q) exp(ikzz)表
示沿轴线向内传播的椭圆锥面波 (incoming conical
wave, ICW), 表示这两类锥波叠加产生m阶偶无

衍射Mathieu光束的公式为[
He(1)m (ξ; q) +He(2)m (ξ; q)

]
cem(η; q) exp(ikzz)

= [Jem(ξ; q) + iNem(ξ; q) + Jem(ξ; q)

− iNem(ξ; q)]cem(η; q) exp(ikzz)

= Jem(ξ; q)cem(η; q) exp(ikzz). (10)

当m = 0时, (10)式表示第一类零阶偶Mathieu-
Hankel波与第二类零阶偶Mathieu-Hankel波叠加
产生零阶无衍射Mathieu光束

U(ξ, η, z; q) = Je0(ξ; q)ce0(η; q) exp(ikzz). (11)

如图 1 (a)所示, 两个椭圆锥面波叠加的区域即为
Mathieu光束区域,当放置障碍物后, ICW或OCW
被遮挡, 或者二者同时被遮挡. 在没有 ICW和
OCW相互叠加的区域将无法形成Mathieu光束,
但是没有被挡住的 ICW和OCW继续传播后叠加
仍然可以形成Mathieu光, 表现出Mathieu光束经
过障碍物一段距离后发生自重建现象, 如图 1 (b)
所示.

ICW OCW

(a)

ICW OCW

(b)

图 1 用Mathieu-Hankel波描述Mathieu光束 (a)形成
示意图; (b)自重建特性示意图
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3 数值模拟

Mathieu光束可以展开为一系列的Bessel函数
的叠加 [14].

uc2n(ρ, θ, z = 0; q)

=
∞∑
j=0

A
(2n)
2j (q)(−1)j cos(2jθ)J2j(ktρ),

uc2n+1(ρ, θ, z = 0; q)

=

∞∑
j=0

A
(2n+1)
2j+1 (q)(i)2j+1 cos[(2j + 1)θ]

× J2j+1(ktρ),

us2n+2(ρ, θ, z = 0; q)

=
∞∑
j=0

B
(2n+2)
2j+2 (q)(−1)2j+2 sin[(2j + 2)θ]

× J2j+2(ktρ),

us2n+1(ρ, θ, z = 0; q)

=
∞∑
j=0

B
(2n+1)
2j+1 (q)(i)2j+1 sin[(2j + 1)θ]

× J2j+1(ktρ), (12)

其中ucm和usm分别表示Mathieu光束的偶模和
奇模, ρ, θ, z是柱坐标变量, kt是波矢k的径

向分量, 椭圆率参数 q = h2k2t /4, 系数A
(2n)
2j (q),

A
(2n+1)
2j+1 (q), B

(2n+2)
2j+2 (q), B

(2n+1)
2j+1 (q)是Mathieu函

数的展开系数, J是第一类Bessel函数. 为了模
拟Mathieu光束的自重建, 假设障碍物具有高斯型
振幅吸收特性, 障碍物的振幅透过率函数可以表
示为

T (ρ, θ) = 1− exp
[
− ρ2 + ρ20 − 2ρρ0 cos(θ − θ0)

ω2

]
×Ap(ρ, θ), (13)

其中 (ρ, θ)是 z = 0平面上的极坐标位置, (ρ0, θ0)

是圆形障碍物中心的位置, 当 ρ0 = 0时, 表示障
碍物在轴上, ω是与障碍物吸收特性有关的参数,
当ω → 0表示不存在障碍物, 当ω → ∞表示完全
吸收障碍物, Ap(ρ, θ)用来描述障碍物的形状的函
数, 当障碍物为圆形时, 可以用 circ(ρ)函数代替,
Ap(ρ, θ)可以展开成一系列复高斯函数的叠加 [15],
对于离轴圆形障碍物

Ap(ρ, θ) =

N∑
v=1

Av exp
(
−Bv

× ρ2 + ρ20 − 2ρρ0 cos(θ − θ0)

a2

)
, (14)

a是圆形障碍物的半径, (ρ0, θ0)表示圆形障碍物

的中心位置, Av和Bv是展开系数, 可以通过优化
方法获得, N是展开项数, 一般取前十项就能满足
要求.

为了说明Mathieu函数的自重建特性, 本文将
考虑偶模Mathieu光束经轴上或者离轴圆形障碍
物后的自重建特性, 对于奇模Mathieu光束的自重
建可以用同样的方法求得.

初始平面处Mathieu光场可以表示为

u0(ρ, θ, z = 0) = uc2n(ρ, θ, z = 0; q)T (ρ, θ). (15)

根据菲涅尔衍射积分公式, 障碍物后传播距离 z处

的光场可以表示为

u(r, ϕ, z) = − ik exp(ikz)
2πz

∫ ∞

0

∫ 2π

0

u0(ρ, θ, z = 0)

× exp
[

ik
2z

(ρ2 − 2rρ cos(θ − ϕ) + r2)

]
× ρdρdθ. (16)

将 (15)式代入 (16)式利用公式

exp(iz cos(φ)) =
∞∑
−∞

inJn(z) exp(inφ), (17)∫ ∞

0

xJl(αx)Jl(δx) exp(−γx2)dx

=
1

2γ
Il

(
αδ

2γ

)
exp

(
− α2 + δ2

4γ

)
,

| arg γ| < π/4, Reα > 0, Reδ > 0, (18)

其中, Il是 l阶第一类修正Bessel函数, 通过积分计
算后, (16)式障碍物后的光场可以化简为

u(r, ϕ, z) = u1(r, ϕ, z)− u2(r, ϕ, z), (19)

其中

u1(r, ϕ, z)

= exp
[

ikz
(
1− k2t z

2k2

)]
×

∞∑
j=0

A
(2n)
2j (−1)j cos(2jϕ)J2j(ktr), (20)

u2(r, ϕ, z)

= exp
[

ikz
(
1 +

r2

2z2

)]
exp

(
− ρ20
ω2

)
×

N∑
v=1

Av
−ika2ω2

2zBvω2 + 2za2 − ika2ω2
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× exp
(
−Bv

ρ20
a2

)
× exp

{
−ika2ω2z[k2t +W 2]

2(k2a2ω2 + 2izkBvω2 + 2izka2)

}
×

∞∑
j=0

A
(2n)
2j (q)(−1)j cos(2jψ)

× J2j

(
−ktza

2ω2W

k2a2ω2 + 2izkBvω2 + 2izka2

)
, (21)

式中

W =

{(
2iρ20
ω2

+
2iρ0Bv

a2

)2

+
k2r2

z2

+ 2

(
2iρ20
ω2

+
2iρ0Bv

a2

)
kr

z

× cos(ϕ− θ0)

}1/2

, (22)

ψ = arctan
{[(

2iρ20
ω2

+
2iρ0Bv

a2

)
sin(θ0)

+
kr

z
sin(φ)

][(
2iρ20
ω2

+
2iρ0Bv

a2

)
cos(θ0)

+
kr

z
cos(φ)

]−1}
. (23)

利用 (19)到 (23)式可以求出障碍物后光场的准确
解析表达式.

为了展示障碍物后Mathieu光束的自愈特性,
以零阶Mathieu光束为例, 设置λ = 632.8 nm, 圆
形障碍物的半径a = 0.2 mm,障碍物的高斯吸收参
数ω = 100 mm, 放置 z = 0 mm处, 离轴时障碍物
的中心位置 (r0, θ0) = (0.25 mm, π

2
). 图 2分别展

示了圆形障碍物中心在轴上和离轴时零阶Mathieu
光束的自重建过程. 从图 2中可以看出, 无衍射
Mathieu光束被圆形障碍物部分遮挡后, 在障碍物
后传播一段距离后, 它将发生完整的自愈现象.

(a) z=-5 mm (b) z=0 mm (c) z=10 mm (d) z=30 mm

(e) z=-5 mm (f) z=0 mm (g) z=10 mm (h) z=30 mm

图 2 圆形障碍物后无衍射Mathieu光束的自重建

4 实验验证

利用柱透镜 -轴棱锥系统产生近似零阶无衍射
Mathieu光束 [16], 再经过圆形障碍物, 实验装置如
图 3所示.

实验中选择光源为λ = 632.8 nm的氦氖激光,
柱透镜的焦距为 f = 130 mm, 透镜 f1 = 15 mm,

透镜 f2 = 190 mm, 柱透镜用于将圆高斯光束变换
为椭圆高斯光束, 透镜 f1和 f2组成望远镜系统用

于准直扩束, 将椭圆高斯光束变换成具有椭圆高斯
振幅调制的平面波, 该平面波经过轴棱锥聚焦后可
以产生零阶近似无衍射Mathieu光束, 圆形障碍物
的半径为 0.2 mm. 利用CCD成像系统拍摄得到不
同传播距离处截面光强分布如图 4所示, 实验结果
与理论模拟很好的重合.
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He-Ne
 f

 f CCD

图 3 近似无衍射Mathieu光束的自重建实验光路图

(a) z=-5 mm (b) z=0 mm (c) z=10 mm (d) z=30 mm

(e) z=-5 mm (f) z=0 mm (g) z=10 mm (h) z=30 mm

图 4 实验拍摄得到的近似无衍射Mathieu光束的自重建过程

5 结 论

利用Mathieu-Hankel波理论解释了无衍射
Mathieu光束的自重建现象, 基于菲涅尔衍射积
分公式推导出了自重建后Mathieu光束的光场的
解析表达式, 并数值模拟了Mathieu光束的自重
建过程. 为了观察无衍射Mathieu光束的自重建
过程, 利用柱透镜 -轴棱锥组合产生了近似无衍射
Mathieu 光束, 并观察其经过轴上或者离轴障碍
物遮挡后的自重建过程. 其自重建过程与无衍射
Bessel 光束类似. 无衍射Mathieu光束可以光学微
操作, 光学测量, 光通信等领域, 因此研究无衍射
Mathieu光束的自重建特性, 对无衍射Mathieu光
束的在工程上的应用具有现实的指导意义.
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Abstract
Self-reconstruction properties of the Mathieu beam are studied theoretically and experimentally. By means of the

Mathieu-Hankel wave’s theory, the self-reconstruction mechanism of Mathieu beam is analyzed. Based on the Fresnel
diffraction theory, an analytical expression for the optical field of a Mathieu beam partially blocked by a circular opaque
obstacle is derived, and the self-reconstruction process of Mathieu beam is simulated based on the analytical expression.
Using a cylindrical lens and an axicon system to generate Mathieu beam, the self-reconstruction properties of the Mathieu
beam partially blocked by a circular opaque obstacle on axis and off axis are verified. Experimental results agree well
with the theoretical analysis.
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