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Sierpinski 地毯上S4模型的临界特性∗
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通过键移动重整化群的方法, 分析了 Sierpinski 地毯上S4模型的临界行为, 得到了系统的临界点. 由得
到的结果可知, 本系统不仅有一个高斯不动点, 而且还存在着一个Wilson Fisher不动点, 把它与 Sierpinski
地毯上的高斯模型相互对比, 发现本系统的临界点变化很大. 这说明这两个系统隶属于两个不同的普适类.
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1 引 言

分形一般分为有规则分形和无规则分形两种,
区分这两种分形的标准是看它们是否满足标度不

变性. 众所周知, 平移对称晶格满足平移对称性
的特点, 而分形则截然相反, 它不具有平移对称性.
分岔度和分形维数是描述分形的两个比较重要的

参数. 一个特别有趣的现象是在某些分形中分形
维数可以为非整数, 这为我们提供了一个研究相
变更加广阔的领域. 基于分形具有上述特征, 因此
研究分形的临界问题具有一定的理论意义. 20世
纪 80年代, Gefen等最先研究了几种简单分形上离
散模型 (Ising 模型和Potts 模型)的相变问题, 并
得到了一些有趣的成果 [1−4], 这奠定了研究分形
晶格上相变的基础. 自此以后, 分形的相变成了统
计物理之中的一个研究热点, 越来越多的人们投
入到这一研究领域, 并陆续得到了一些有意义的
成果 [5−17]. 2001年, Lin等研究了Sierpinski 地毯
(Sierpinski carpet, SC)上Gauss模型的临界行为,
得到了系统的临界点 [11]. S4 模型和Gauss模型的
自旋值都可以取连续值, 与只能取有限的离散值
的 Ising 模型和Potts 模型相比较, 这已经是一个
巨大的进步. S4模型还具有一个优点, 它的构造比

Gauss模型更加复杂, 即多了一个四次方项的相互
作用, 它可以更好的模拟自然界中的铁磁系统, 因
此, 研究S4模型的临界行为有助于我们更好的理

解自然界中铁磁系统的相变. 在本文中, 我们所研
究的Sierpinski 地毯是一种有规则分形, 采用键移
动重整化群的方法, 我们讨论了该分形上S4模型

的临界行为.

2 Sierpinski 地毯和S4模型

Sierpinski地毯是比较典型的的有规则分形之
一, 它的一个显著特征是分岔度为无穷大. 我们简
单叙述它的构建过程, 首先, 选取一个大正方形并
将它分割成B2个大小相等的较小正方形, 再从B2

个较小的正方形中按照某种方式再挖去 l2个更小

的正方形, 然后, 在剩下的 (B2 − l2)个更小正方形

中进行与上面相同的步骤, 直到形成的正方形边长
与晶格常数保持同一数量级. 最后, 得到的集合称
为Sierpinski 地毯. 它的分形维数表示为

df = ln{B2 − l2}/ lnB. (1)

从 (1)式可知, 它的分形维数除了可以取整数外还
可以取非整数, 这是它的另外一个特点.
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图 1 Sierpinski地毯上的键移动和重整化变换过程, 相互作用参数K和Kw分别用实线和虚线表示

Sierpinski 地毯上S4模型的有效的哈密顿量

表示为

H =
∑
⟨ij⟩

Kijsisj −
∑
i

b

2
s2i −

∑
i

uis
4
i , (2)

(2)式中, Kij代表自旋 si和自旋 sj两者之间的

约化相互作用参量, b用来表示自旋格点 si上的

Gauss分布常数, ui理解为四次方项的相互作用参

数. 为了求解Sierpinski地毯上的 Ising模型, Gefen
等假设了两种相互作用参数Kw和K, 假设参数K

表示为未被挖去小正方形的相互作用, 已经挖去
的小正方形的相互作用参数用Kw表示. 在本文
中, 为了研究Sierpinski 地毯上的S4模型, 除了采
用Gefen的假设外, 我们还假设存在两种四次方项
的相互作用u和uw, 他们分别对应着没有挖去和已
经挖去小正方形的四次方项相互作用参数.

3 键移动重整化群的变换过程

为了展示重整化群过程, 我们以B = 3, l = 1

的Sierpinski 地毯为例 (图 1 ). 根据Sierpinski地毯
的构成过程, 我们可以得到两个重整化群变换, 如
图 1 (a)和 (b)所示. 在键移动的过程中, 我们假设
最近邻的相互作用、高斯分布常数和四次方项的相

互作用都随着键一起移动, 并且假设高斯分布常数
b 和四次方项的相互作用ui与格点 i上键的数目密

切相关, 例如, 若格点 i上存在N个K键和Nw个

Kw键, 则 b = (N +Nw)b, ui = Nu+Nwuw. 根据
假设, 图 1 (a)中Sierpinski 地毯键移动后的有效的
哈密顿量为

H = H0 + V, (3)

式中

H0 = 3K(sas1 + s2sb) + (K + 2Kw)s1s2

− 3b

2
(s2a + s2b)−

6b

2
(s21 + s22)

− 3u(s4a + s4b), (4)

V = − (4u+ 2uw)(s
4
1 + s42). (5)

为了便于计算, 我们把图 1 (a) 中系统的有效哈密
顿量分为两部分H0和V , 在下面的计算中我们把
V 作为微扰项进行讨论. 根据正则系统配分函数的
定义, 配分函数可以改写为

Z =

∫ ∞

−∞
dsadsb

∫ ∞

−∞
ds1ds2 eH0+V , (6)

按照重整化群的步骤, 我们仍然定义

(PT ) =

∫ ∞

−∞
ds1ds2 eH0+V . (7)

上式中 (PT )用来表示部分迹.
结合 (3)式—(5)式, (7)式重新改写为

(PT ) =

∫ ∞

−∞
ds1ds2 eH0

∫ ∞

−∞
ds1ds2 eH0+V∫ ∞

−∞
ds1ds2 eH0
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=

∫ ∞

−∞
ds1ds2 eH0

⟨
eV

⟩
0
, (8)

其中

⟨· · · ⟩0 =

∫ ∞

−∞
ds1ds2(· · · ) eH0∫ ∞

−∞
ds1ds2 eH0

. (9)

(9)式类似求平均值的表达式, 为了便于叙述, 我们
称它为累积平均.

考虑到微扰项V 是个很小量, 我们做级数展
开为⟨

eV
⟩
0
= e⟨V ⟩0+(1/2)(<V 2>0−⟨V ⟩20)+···. (10)

把 (10)式代入 (8)式可得

(PT ) =

∫ ∞

−∞
ds1ds2 eH0

× e⟨V ⟩0+(1/2)
(
⟨V 2⟩

0
−⟨V ⟩20

)
+···. (11)

消去内部的自旋变量 s1和 s2后, 系统的有效的哈
密顿量为

H ′ = ln(PT )

= H ′
0 + ⟨V ⟩0 +

1

2

( ⟨
V 2

⟩
0
− ⟨V ⟩20

)
, (12)

由 (11)式可得

H ′
0 = ln

(∫ ∞

−∞
ds1ds2 eH0

)
= C11sasb + C12(s

2
a + s2b)

+ C13(s
4
a + s4b), (13)

其中

C11 =
9K2(K + 2Kw)

36b2 − (K + 2Kw)2
,

C12 = −3b

2
+

27bK2

36b2 − (K + 2Kw)2
,

C13 = −3u.

根据 (5) 和 (9)式, 可知

⟨V ⟩0 =

∫ ∞

−∞
ds1ds2V eH0∫ ∞

−∞
ds1ds2 eH0

= C21sasb + C22(s
2
a + s2b)

+ C23(s
4
a + s4b), (14)

式中

C21 = − 15552b2K2(K + 2Kw)(2u+ uw)

[36b2 − (K + 2Kw)2]3
,

C22 = −
{
684bK2[36b2 + (K + 2Kw)

2]

+ (K + 2Kw)
2(2u+ uw)

}
×
{
[36b2 − (K + 2Kw)

2]3
}−1

,

C23 = −
(
{162K4[1296b4 + (K + 2Kw)

4]

× (2u+ uw)}
)

×
{
[36b2 − (K + 2Kw)

2]4
}−1

.

结合 (5), (9)和 (14)式, 我们求得
1

2

( ⟨
V 2

⟩
− ⟨V ⟩20

)
= C31sasb + C32(s

2
a + s2b) + C33(s

4
a + s4b), (15)

式中

C31 = {3456K2(K + 2Kw)[12312b
4+(K + 2Kw)

4

+ 198b2(K + 2Kw)
2](2u+ uw)

2}/Φ5,

C32 = {5184bK2[10368b4 + 612b2(K + 2Kw)
2

+ 7(K + 2Kw)
4](2u+ uw)

2}/Φ5,

C33 = {139968b2K4[9072b4 + 144b2(K + 2Kw)
2

+ 17(K + 2Kw)
4](2u+ uw)

2}/Φ6,

Φ = 36b2 − (K + 2Kw)
2.

由 (12)—(15)式, 求得重整化群变换后系统的有效
的哈密顿量

H ′ = (C11 + C21 + C31)sasb

+ (C12 + C22 + C32)(s
2
a + s2b)

+ (C13 + C23 + C33)(s
4
a + s4b). (16)

根据重整化群变换的性质, 即变换前后系统的
哈密顿量的形式保持不变, 为了保证变换后的哈
密顿量形式相同, 需要我们进行自旋重新标度, 令
s′i = ξsi(i = a, b). 变换后的相互作用参量和自旋
的四次方项相互作用分别用K ′和u′表示, 则自旋
重新标度后得到变换后的哈密顿量

H ′ = K ′s′as
′
b −

b

2
(s′

2
a + s′

2
b)

− u′(s′
4
a + s′

4
b), (17)

式中

ξ =

√
−2

b
(C12 + C22 + C32), (18)

K ′ = (C11 + C21 + C31)/ξ
2, (19)

u′ = −(C13 + C23 + C33)/ξ
4. (20)

(19)式和 (20)式称为图 1 (a)上S4模型的递推

关系.
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在图 1 (b)中键移动后, 系统的有效的哈密顿
量写为

Hw0 = (K +Kw)(sas1 + s2sb) + 2Kws1s2

− 2b

2
(s2a + s2b)−

4b

2
(s21 + s22)

− (u+ uw)(s
4
a + s4b), (21)

Vw = − (u+ 3uw)(s
4
1 + s42). (22)

采用上面相同的方法, 可得此时的递推关系

K ′
w = − bKw(K +Kw)

2[Ω4 − 384b2Ω2(u+ 3uw)

+ 24(7424b4 + 560K4
w + 160K2

wΩ + 9Ω2)]

× (Ω5Θ)−1, (23)

u′
w = b2

{
u+ uw + (K +Kw)

4(256b4 + 16K4
w)

× (u+ 3uw)/Ω
4 − [3072b2(K +Kw)

4

× (112b4 + 16b2K2
w + 17K4

w)(u+ 3uw)
2]

×Ω−4
}
/(4Θ2). (24)

其中

Ω = 16b2 − 4K2
w,

Θ = 2b(−8b2 +K2 + 2KKw + 3K2
w)/Ω

− 24b(K +Kw)
2(16b2 + 4K2

w)(u+ 3uw)/Ω
3

+ [1536b(K +Kw)
2(128b4 + 68b2K2

w + 7K4
w)

× (u+ 3uw)
2]/Ω5.

(19), (20), (23)和 (24)式称为Sierpinski 地毯上S4

模型的重整化群变换关系.
根据递推关系得到系统的不动点为 (K∗ = b,

K∗
w = b, u∗ = 0, u∗

w = 0)和 (K∗ = 0.812b,
K∗

w = 0.871b, u∗ = 0.055b, u∗
w = 0.130b). 其中,

前者对应着Gauss不动点, 后者和Wilson-Fisher
(W-F)不动点相互对应.

根据重整化群变换的理论, 求得线性变换矩阵

RL =



∂K ′

∂K

∂K ′

∂Kw

∂K ′

∂u

∂K ′

∂uw

∂K ′
w

∂K

∂K ′
w

∂Kw

∂K ′
w

∂u

∂K ′
w

∂uw

∂u′

∂K

∂u′

∂Kw

∂u′

∂u

∂u′

∂uw

∂u′
w

∂K

∂u′
w

∂Kw

∂u′
w

∂u

∂u′
w

∂uw



K∗ = 0.812b,

K∗
w = 0.871b,

u∗ = 0.055b,

u∗
w = 0.130b


.

(25)

由 (25)式得到本征值为λ1 = 10.099, λ2 = 4.599,
λ3 = 1.638, λ4 = 0.002. 由此进一步可得关联长度
的临界指数为

ν =
lnB

lnλ1
= 0.475.

4 结 论

采用键移动重整化群的方法, 我们分析了Sier-
pinski地毯上的S4系统的两种变换过程, 得到了此
系统的递推关系, 并进一步得到了Sierpinski地毯
上S4系统的相变点和关联长度的临界指数. 我们
得到了下面的结论: 本系统除了有Gauss不动点之
外, 还存在着Wilson Fisher不动点, 并且后一个不
动点对系统的临界行为影响较大. 这与Sierpins-
ki地毯上的高斯模型明显不同 [11], 进一步探讨发
现, 由于该分形的分形维数 df < 2造成了这样的

结果. 而当分形维数df > 4时, 由于反复进行重整
化群变换, 四次方项趋向于零, S4模型和 Gauss模
型属于同一普适类. 对结果分析可知, Sierpinski
地毯上S4模型和 Ising模型具有不同的临界行为,
属于不同的普适类. 但是, 在适当的参数区间时
(b = −4u), S4模型就类似于 Ising模型, 它们又属
于同一普适类.

在上面的四个递推关系中, 如果我们令
u∗ = 0, u∗

w = 0, 就得到了此晶格上Gauss模型
的重整化群变换关系, 进而得到临界点为K∗ = b,
K∗

w = b. 这与前人的到的结论一致. 这进一步验证
了我们计算结果的正确性.
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Abstract
According to the bond-moving renormalization group technique, the critical behaviour of S4 model for Sierpinski

carpet is investigated, then the critical points are obtained. From the results we find that there are a Wilson-Fisher fixed
point and a Gaussian fixed point. In contrast to the Gauss model for Sierpinski carpet, the critical points have altered
obviously. Results indicate that the two systems belong to two different universal classes.
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