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一维扩展离子Hubbard模型的相图研究∗
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2)(绍兴文理学院, 绍兴 312000)

( 2014年 12月 17日收到; 2015年 2月 14日收到修改稿 )

应用密度矩阵重整化群方法, 研究了存在交错离子势∆时一维半满扩展Hubbard模型的相图. 通过计算
关联函数、结构因子、位置算符等方法, 描绘了从Mott绝缘体 -键有序绝缘体 -Band 绝缘体的特性并给出了精
确的相边界. 研究发现: 中间的键有序绝缘体相在相图中占据了很小的一部分区域, 当存在离子势∆的情况

下, 这个区域将会有所增大; 而当相互作用足够强时, 这个中间相消失. 给出了离子Hubbard模型 (最近邻电
子 -电子相互作用V = 0)的相图.

关键词: 密度矩阵重整化群, Hubbard模型, 量子相变, 相图
PACS: 71.30.+h, 71.10.Fd, 71.27.+a DOI: 10.7498/aps.64.107101

1 引 言

不同类型的绝缘态有着不同的起源. 比如一类
典型的绝缘体称之为Mott绝缘体, 其绝缘性来自
于电子之间的库仑排斥. 强库仑相互作用可以使电
子局域化, 从而产生一个具有能隙的电子态. 这个
能隙是与电子间库仑排斥势U有关的函数, 并且在
强耦合极限下趋向于U . 而另一种典型绝缘体——
Band绝缘体, 其是无相互作用的电子在一个周期
势场中运动的可能解, 可以用固体理论中的能带
论来解释. 这两种绝缘态有着完全不同的性质, 例
如Band绝缘体是顺磁性的而Mott绝缘体一般是
反铁磁性的. 各种绝缘态之间的本质区别、不同性
质绝缘态之间的转变一直是凝聚态物理研究的热

点 [1−6]. 随着近年来超冷原子技术的发展 [7], 使得
实验上研究不同态之间的演化成为可能.

上述两种绝缘态可以在同一个理论模

型——一维半满的离子Hubbard模型 (ionic Hub-
bard model, IHM), 通过调节库仑相互作用的大
小来实现. 这个模型由通常的Hubbard模型加上

同一格点上的电子库仑排斥势U和一个强度为∆

的交错单粒子离子势组成. 对 IHM已有长期的研
究, 它被用来研究有机电荷转移盐中从中性到离子
性的转变过程 [8,9], 也被用来了解钙钛矿材料中的
铁电转化过程 [10,11]等. 离子势∆和库仑势U之间

的竞争将决定系统是Band绝缘体 (BI)还是Mott
绝缘体 (MI). 人们已经在一维 [1,12−17]和无限维 [3]

系统中, 对离子Hubbard模型中BI到MI的量子相
变过程进行了大量详细的解析和数值研究. 在原
子极限 (t → 0)下, 当U < ∆时 (具有离子势−1

2
∆

的格点是双占据的, 其他格点是空占)基态是一个
Band绝缘体, 而当U > ∆时 (所有格点都是单占
据)基态是一个Mott绝缘体. 而当跃迁能 t ̸= 0时,
Fabrizio等 [12,13]指出存在着一个自发的二聚化绝

缘相——键有序绝缘相 (BOI), 这个相把BI和MI
分开. 随着U的增加,首先在U = Uc时电荷能隙消

失, 发生一个从BI到BOI的相变. 进一步增大U ,
当U = Us > Uc时, 伴随着自旋能隙的消失出现一
个从BOI到MI的Kosterlitz-Thouless (KT)相变.

另一个普遍研究的模型是扩展Hubbard模型
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(extended Hubbard model, EHM). 作为研究紧束
缚系统中关联效应的典型模型, EHM被广泛用
来探究不同有序相之间的竞争: 如电荷密度波
(charge density wave, CDW)、自旋密度波 (spin
density wave, SDW)、反铁磁性、超导电性 (当具
有吸引相互作用时的情况)等. 通过弱耦合重整化
群 (renormalization group, RG)方法, Emery [18]和

Sȯlyom [19]首先计算了一维EHM的基态相图. 当
同一格点上的库仑排斥U相较最近邻格点间排斥

作用V 足够大时, 即当U > 2V 时, 基态是一个伴
随自旋关联函数指数衰减的自旋密度波Mott绝缘
相. 而当U < 2V 时, 基态是一个具有电荷密度波
的Band绝缘体. 近来的研究表明上述的相图还需
要做一些修正: 在弱耦合情况下, 存在一个呈现
键序波 (bond ordered wave, BOW)关联的窄小区
域, 这个区域可把SDW和CDW两个区域分隔开
来 [20−24].

本 文 用 密 度 矩 阵 重 整 化 群 (DMRG)方
法 [25−27], 研究存在交错离子势∆的情况下一维

半满扩展Hubbard模型基态的相图. 与之前的
DMRG研究相比, 我们主要通过计算电荷和自旋
的位置算符 [28,29]来确定不同绝缘态的相边界, 从
而得到系统完整的相图. 本文采用周期性边界条
件 (PBC)下的有限尺寸DMRG算法, 在计算中最
多每个块保留m = 1024个状态, 依据参数的不同,
DMRG中的截断误差控制在 10−5—10−8的范围.
另外, 计算中选取系统最大的尺寸为L = 128个格

点, 并通过有限尺寸分析外推到热力学极限.

2 模型与方法

这里考虑一个扩展版本的Hubbard模型, 其
中包含一个额外的最近邻库仑相互作用V 和一个

交错离子势能∆, 即所谓扩展离子Hubbard模型
(extended ionic Hubbard model, EIHM)的Hamil-
tonian为

H = − t
∑
i,σ

(
c†i,σci+1,σ + h.c.

)
+∆

∑
i

(−1)ini

+ U
∑
i

ni↑ni↓ + V
∑
i

nini+1, (1)

其中 c†i,σ(ci,σ)是格点 i上自旋为 σ的电子产生

(湮灭)算符; ni,σ = c†i,σci,σ是电子占据数算符;
ni = ni,↑ + ni,↓; ∆ 是单粒子离子势, t是最近邻格

点间电子的跃迁常量, 在计算中我们把它设为能量
单位; U表示同一格点上的库仑排斥, V 是最近邻
格点间的电子相互作用.

首先, 我们利用电荷指数κρ和自旋指数κσ来

得到MI-BOI和BOI-BI的相边界. 根据Luttinger
液体 (Luttinger liquid, LL)理论 [30], 如果存在一个
电荷或者自旋能隙, 则相应的κρ或κσ变为零. 在
周期链上, κρ和κσ可以由静态结构因子Sρ,σ(q)计

算得到:

Sρ,σ =
1

L

∑
j,k

e iq(j−k)⟨(nj↑ ± nj↓) (nk↑ ± nk↓)⟩.

(2)

在 q → 0+的极限下,

κρ,σ = πSρ,σ(q1)/q1, q1 = 2π/L, L → ∞. (3)

这个函数的长程行为由LL自旋指数κρ(κσ)决

定. 在热力学极限下, 如果系统存在自旋能隙则
κσ = 0, 否则κσ = 1. 另一方面, κρ只有在连续

Gaussian相变的临界点处为有限值, 其他地方则
处处为零. 因此, 我们可以利用κρ和κσ的这些特

性来判定MI-BOI和BOI-BI的相变点. 由于在固
定U而逐渐增加V 的情况下存在MI-BOI-BI三个
连续的相, 可以预期当系统处于MI时自旋指数
κσ = 1, 而在其他相时κσ = 0 (MI相中自旋能隙为
零而BOI, BI中自旋能隙非零); 除了恰好在连续的
BOI-BI的量子相变点外, 电荷指数在其他地方都
是κρ = 0 (如果相变是一阶相变, 那么在相变点处
κρ也等于零). 图 1显示了当U = 4, ∆ = 0.5时, 电
荷和自旋指数随V 的变化情况, 内置图显示了随着
链长倒数1/L变化的两个相变点的线性外推. 就像
上面分析的一样, 我们发现对于比较小的V , 随着
系统尺寸的增加κσ趋于1. 在一个临界值Vs 处, κσ

变得小于 1, 并随着V 的增加很快下降到 0, 这表明
有一个自旋能隙被打开; 而电荷指数κρ在BOI-BI
的相变点V = Vc 处由于基态性质的改变 (这时电
荷能隙等于0)形成一个峰值, 而在相变点的两侧都
趋向于等于0.

在密度矩阵重整化群算法中, 为了计算关联函
数和结构因子, 相应的算符都需要被重整化, 也就
是在每一个DMRG 步骤进行矩阵乘运算 (其复杂
度为O(m3)). 这个过程需要耗费大量的CPU计算
时间, 所以下面不再通过计算电荷和自旋结构因子
来确定模型的相图. 取而代之的是通过计算电荷
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和自旋的位置算符 [28,29]来得到系统精确的相图.
位置算符作为表征关联系统的局域度由Resta和
Sorella率先提出, 通过计算周期性边界条件下L个

格点的精确基态从而得到预期值:

zρL = ⟨g|Ûρ
L|g⟩,

Ûρ = exp
[

i 2π
L

∑
j

j(nj↑ + nj↓)

]
,

zσL = ⟨g|Ûσ
L |g⟩,

Ûσ = exp i
[
2π

L

∑
j

j(nj↑ − nj↓)

]
. (4)

在热力学极限下, zL→∞的正负对应于重整化群分

析中两个不同的确定点, 而 zL→∞ = 0对应Gaus-
sian和Wess-Zumino-Novikov-Witten类型的相变
点 [29]. 这个方法已广泛应用于研究一维晶格模型
中金属 -绝缘体、金属 -超导体等 [31−33]量子相变.
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图 1 (网刊彩色) ∆ = 0.5, U = 4时 κρ 和 κσ 随 V 的变

化 (内置图显示了 Vc和 Vs随着链长倒数 1/L变化的线性

外推)
Fig. 1. (color online) Long-wavelength charge (κρ) and
spin (κσ) structure factors vs V for ∆ = 0.5, U = 4.
The inset shows a linear extrapolation of the critical
values Vc and Vs with the inverse of chain length 1/L.

上述算子的预期值在基于Lancozos算法的严
格对角化 (exact diagonalization, ED)方法中可以
很容易地计算得到. 虽然ED方法可以得到非常精
确的基态信息, 但是由于计算机内存的限制, 一般
只能计算非常有限大小的团簇尺寸, 从而出现非
常明显的尺寸效应. 现在, 需要简单介绍一下在
DMRG框架下处理算符 Û

ρ(σ)
L 的方法. 我们可以发

现时间演化算符 Û = exp (−i∆tĤ/~)也具有指数
的形式. 因此, 处理位置算符的过程就类似于应用
含时密度矩阵重整群 (t-DMRG)方法 [34,35]处理时

间演化算符的过程. (4)式中的位置算符可以写成

Ûρ
L =

∏
j

exp
(

i 2π
L

Ûρ
j

)
,

Ûρ
j = j(nj↑ + nj↓),

Ûσ
L =

∏
j

exp
(

i 2π
L

Ûσ
j

)
,

Ûσ
j = j(nj↑ − nj↓). (5)

算符 Û
ρ(σ)
L 经上式分解之后, Ûρ(σ)

j 是一个只作用在

格点 j上的算符. 因此, 格点 j上的位置算符 Û
ρ(σ)
j

可以直接精确地作用到DMRG波函数的第 j步上.
然后通过密度矩阵选取最优化的基将波函数变换

到DMRG的第 j + 1步上, 从而可以将 (5)式中的
Û

ρ(σ)
j+1 作用到波函数上. 重复上面的过程直到 j遍

历整个链L, 则可将完整的算符 Û
ρ(σ)
L 作用到基态

波函数上. 和静态的DMRG算法一样, 在做波函数
变换时由于基的不完备性在每一步都会引入一个

截断误差. 通过增加每个块保留的状态数, 这个误
差可以得到很好的控制.
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Lρ
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ZL
σ
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ρ

图 2 (网刊彩色) ∆ = 0.5, U = 4, 链长分别为L = 64,
80, 96和 128时 zρL和 zσL随 V 的变化 在热力学极限

L → ∞下, (zρL, zσL)在区域MI, BOI, 和BI中分别收
敛到 (−1, 0), (−1, 1)和 (1, 1); 内置图 (a)显示了相变点
Vc(s)(对应于 z

ρ(σ)
L = 0的点)的有限尺寸分析, 热力学极

限下的外推值如图中箭头所示; 内置图 (b)显示了U = 10

时 zρL和 zσL 随 V 的变化

Fig. 2. (color online) Behavior of zρL, and zσL at
∆ = 0.5, U = 4 for L = 64, 80, 96, and 128 systems.
In the L → ∞ limit, (zρL, zσL) converge as (−1, 0), (−1,
1), and (1, 1) for the MI, BOI, and BI regions. The in-
set (a) shows finite-size scaling of the critical coupling
Vc(s) (indicated by arrow) where z

ρ(σ)
L = 0; (b) shows

the same quantities but for U = 10.

在L → ∞的极限下, (zρL, zσL)对于MI, BOI,
BI三个区域的预期值分别为 (−1, 0), (−1, 1)和
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(1, 1) [29]. z
ρ(σ)
L 的值可以直接通过上面介绍的

t-DMRG方法来计算得到. 图 2显示了∆ = 0.5,
U = 4时的数值计算结果. 我们发现对于电荷和
自旋部分, zσL和 zρL都是连续变化, 但是分别在MI-
BOI相变点和BOI-BI相变点符号发生改变. 对于
一个比较小的V , zρL随着系统尺寸的增大而趋于

等于−1, 而 zσL则趋于等于 0, 与系统处在MI相一
致. 随着V 的增加, 在一个临界耦合值Vs处, zσL改
变它的符号并且很快地趋向于 1, 而 zρL基本保持不

变, 这表明一个存在自旋能隙的BOI相出现. 继续
增加V 的大小, 当V = Vc 时, zρL改变符号并向 1

靠近. 这表明金属态 (电荷能隙为零)只出现在这
个临界点, 在具有更强V 的相互作用的区域波函数

仍然是局域化的. 很显然, 电子的最近邻排斥相互
作用V 在较大时破坏了BOI相而有利于BI相的形
成. 图 2的内置图 (a)显示了由条件 zρ,σL = 0得到

的MI-BOI和BOI-BI 的相变点随系统尺寸变化的
情况. 通过有限尺寸分析, 我们得到两个相变点分
别为Vs ≃ 0.86和Vc ≃ 1.15. 图 2的内置图 (b)显示
了 zρL, z

σ
L在U = 10时随V 变化的情况. 我们可以

发现, 中间的BOI相与U 比较小的情况下相比要

窄很多. 另外, 在MI-BOI相边界V ≃ 4.494附近,
所有变量的行为和U = 4时类似, 都是连续变化;
而在BOI-BI相边界V ≃ 4.535处的物理性质是不

连续的, 这表明这时的相变是一阶相变. 由于链
长和方法的限制, 我们并没有计算BOI-BI从连续
相变到一阶相变转化过程中的三重临界点 (对应于
Luttiger电荷指数κρ 在达到 1/4后不连续地下降

到0的临界点 [23,24]).
改变各种相互作用能的大小, 我们在图 3 (a)

中显示了∆ = 0.5和∆ = 1.0时, 用上面所描述
的方法计算得到的EIHM的相图. 其中的黄色
区域表示BI和MI之间的BOI中间相, BOI区域
上沿和下沿的包络曲线分别由BOI-BI和MI-BOI
的相边界构成. 可以发现BOI的区域随着离子
势能的增加而有所增大. 此外, 离子势∆有利

于CDW态 (也就是Band绝缘体)的形成, 这使得
一个较小的V 就能驱使系统从MI相转变到BI
相. 随着U和V 的增加, MI-BOI和BOI-BI的相
变线逐渐靠拢而形成MI-BI的相变线. 相应地,
BOI相区域先是有所扩大, 然后慢慢缩小到一个
双临界点. 超过这个双临界点以后BOI相消失,
而MI-BI的相变线逐渐地靠近强耦合极限下的

U = 2∆ + 2V . 计算给出了∆ = 0.5和∆ = 1.0

时的双临界点分别为 (Ut, Vt) ≃ (10.73, 4.90) 和

(Ut, Vt) ≃ (12.03, 5.01). 通过改变∆ 的值并做线性

外推 (见图 3 (a)的内置图), 我们得到∆ = 0时的双

临界点为 (Ut, Vt) ≃ (9.44, 4.75), 这与Ejima的结
论 [36] (Ut, Vt) ≃ (9.25, 4.76)符合得非常好.
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4.754
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(a)

图 3 (网刊彩色) (a)一维半满EIHM的相图, 其中
黄色区域表示MI和BI之间的BOI相, 虚线表示强
耦合极限下 U = 2∆ + 2V 的渐近线, ∆ = 0.5 和

∆ = 1.0时的双临界点分别为 (Ut, Vt) ≃ (10.73, 4.90)

和 (Ut, Vt) ≃ (12.03, 5.01), 内置图显示了不同交错离子
势∆下双临界点的线性外推; (b)一维半满 IHM(V = 0)
的相图

Fig. 3. (color online) (a) phase diagram of the 1 D half
filled EIHM, the BOI phase existing between the MI
and BI phases is colored by yellow, dashed lines indi-
cates U = 2∆+2V , the bicritical point is at (Ut, Vt) ≃
(10.74, 4.90) for ∆ = 0.5 and (Ut, Vt) ≃ (12.03, 5.01)

for ∆ = 1.0, respectively; the inset shows a linear ex-
trapolation of the critical values (Ut, Vt) with the stag-
gered ionic potential ∆; (b) phase diagram of the 1 D
half filled IHM (V = 0).

从以上的相图中我们可以发现, 在较大的U和

V 时, 与EHM的相图类似, 而在较小V 值区域却

有着本质的不同. 当V = 0时, (1)式中的Hamilto-
nian退化为已经大量研究的 IHM, 在这个模型中同
样有一个中间相BOI存在于BI和MI之间. 对于任
一个确定的∆值, 随着U的增加从BI相到MI相的
转变都是经历两步: 首先, 电荷能隙∆c和自旋能

隙∆s都是逐渐减小, 在BI-BOI的相边界处 (仅在
这一点) ∆c = 0; 继续增大U , ∆c逐渐变大, 而当
U = Us > Uc 时, 自旋能隙消失并保持∆s = 0不
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变. 在图 3 (b)中, 我们给出了定量上与MCEL [37]

的结论一致但是更为精确的相图. 至此, 有了BOI
相消失的双临界点 (Ut, Vt)、强耦合下MI-BI的
相变线 (U = 2∆ + 2V ), V = 0极限下的相变点

(IHM的相图), 我们立即可以给出整个EIHM的大
致相图.

3 总 结

本文应用DMRG方法研究了一维半满扩展离
子Hubbard模型的相图. 这个系统随着相互作用
的增强经历了一个从Mott绝缘体到一个自发的二
聚化绝缘体、再从自发二聚化绝缘体到Band 绝缘
体的相变. 在相互作用足够强的时候, 中间相BOI
消失. 我们通过计算电荷和自旋位置算符的方法得
到了精确相边界和双临界点. 另外, 也给出了一维
半满离子Hubbard 模型的相图.
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Abstract
We use a density-matrix renormalization group method to study quantitatively the phase diagram of the half-filled

one-dimensional (1D) extended Hubbard model in the presence of a staggered ionic potential ∆. An extensive finite-size
scaling analysis is carried out on the relevant structure factors and localization operator to characterize the Mott-insulator
(MI)-bond-ordered insulator (BOI)-band-insulator (BI) transitions. The intermediate BOI phase occupies a small region
of the phase diagram, and this region is enlarged in the presence of ∆. In addition, the phase diagram of ionic Hubbard
(the nearest-neighbor electron-electron interaction V = 0) is also given.

Keywords: density-matrix renormalization group, Hubbard model, quantum phase transition, phase
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