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基于单粒子模型与偏微分方程的锂离子

电池建模与故障监测∗
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锂离子电池内部结构是一种复杂的分布参数系统, 如果为了降低计算难度而使用常微分方程描述锂离子
电池, 可能会引入系统误差, 降低系统模型的可信度, 需要使用偏微分方程建立分布参数系统的精确模型. 本
文提出了一种基于单粒子模型和抛物型偏微分方程的锂离子电池系统建模与故障监测系统设计方法, 当锂离
子浓度实测值与理想值的残差大于预设门槛时判定分布参数系统处于故障状态. 通过一个仿真实例进行了锂
离子电池系统建模和故障诊断实验, 实验证明基于单粒子模型和偏微分方程的锂离子电池故障监测系统具有
更高的精确度和可信度.

关键词: 锂离子电池, 单粒子模型, 分布参数系统, 偏微分方程
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1 引 言

分布参数系统 (distributed parameter system,
DPS) [1]的状态变量、控制变量和被控制变量不仅

仅是时间的函数, 而且是空间坐标的函数, 例如物
理系统中常见的流体动力系统、热传递系统、柔

性飞行器、电磁系统等 [2]. 分布参数系统的边界
条件和反馈作用非常复杂, 具有无穷多状态参数,
通常需要用场论和偏微分方程 (partial difference
equation, PDE) [3]进行精确描述. 与可以用常微分
方程 [4] 描述的集中参数系统 [5]相比, 分布参数系
统的建模、分析、设计和故障诊断 [6]难度较高.

随着工业系统复杂度和安全性要求的提高, 对
分布参数系统进行建模仿真和故障监测成为目前

国内外学者面临的复杂而又迫切的研究课题. Oh
和Pantelides [7]提出了一种基于积分、偏微分与代

数方程的联合集中参数系统与分布参数系统的建

模与仿真方法. Ghantasala和El-Farra [8,9]提出了

一种基于抛物型偏微分方程的分布参数系统故障

隔离与故障容差控制方法, 使用近似有限维系统捕
捉偏微分方程系统的动力学. Demetriou [10]提出

了一种基于学习系统的分布参数系统故障检测方

法, 将有限维空间的检测结果应用于分布参数系
统. Armaou和Demetriou [11]提出了一种基于非线

性偏微分方程的分布参数系统故障检测方法, 提高
了故障检测的速度和鲁棒性. 这些方法使用有限维
的常微分方程代替偏微分方程进行分布参数系统

的故障检测, 增大了分布参数系统描述误差和不可
靠性. 当系统发生故障时, 系统的特征参数会发生
变化, 常微分方程不能准确地描述系统状态, 因此
这些方法仅在系统处于完全已知和常规动作时才

能进行系统故障检测.
锂离子电池 [12−15]因为能量密度大、自放电

小、循环性能好等优点被广泛应用于计算机、数码
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产品、电动汽车以及军事领域. 但是锂离子电池在
使用与存放过程中存在过充放电损坏、温度湿度

环境差和性能衰退等问题, 甚至发生起火、爆炸等
安全事故, 因此锂离子电池建模与在线故障监测
是锂离子电池应用的关键研究领域. 目前国内外
学者提出了几种锂离子电池模型. Chen和Rincon-
Mora [12]提出了一种基于常微分方程的锂离子电

池模型和电池性能分析方法, 模型简单, 计算速度
快, 但是精度不足. Santhanagopalan等 [13]提出了

一种基于化学反应和常微分方程的锂离子电池模

型和性能预测方法. Moura等 [14]开发了一种基于

偏微分方程的锂离子电池充电状态与正常状态的

监测器. 针对锂离子电池单粒子模型仿真速度快但
是精度不足的特点, Schmidt等 [15]对单粒子模型

进行了改进, 考虑了液相电势与液相浓度的分布,
温度与荷电状态对电极扩散系数的影响.

本文将锂离子电池视为分布参数系统, 在不借
助有限维常微分方程的情况下, 使用偏微分方程对
锂离子电池进行建模和故障监测系统设计. 为了验
证本文提出方法的有效性和稳定性, 对锂离子电池
系统进行了基于单粒子模型的仿真实验. 实验结果
显示, 本文方法能够根据测量数据预测锂离子电池
阳极锂离子密度, 精确地实现锂离子电池的描述和
实时故障监测.

2 故障分布参数系统描述

标准抛物型偏微分方程的基本形式为

d
∂u

∂t
−∇(c · ∇u) + a · u = f,

初始条件为

u0 = u(t0),

其中∇为

∇ = e1
∂

∂x1
+ e2

∂

∂x2
+ · · ·+ en

∂

∂xn
,

∆ = ∇ · ∇ =
∂2

∂x21
+

∂2

∂x22
+ · · ·+ ∂2

∂x2n
.

使用标准抛物型偏微分方程描述非线性分布

参数系统:
∂x(z, t)

∂t
= ζ1 ·

∂2x(z, t)

∂z2
+ s(z) · x(z, t), (1)

其中x表示系统状态, 时间 t > 0, 坐标 z ∈ (0, 1),
系数 ζ1 > 0, s(z)为平滑函数. 分布参数系统的边
界条件:


ζ2 · x(0, t) =

∂x(0, t)

∂z
,

u(t) =
∂x(1, t)

∂z
,

(2)

其中 ζ2为系数, u(t)表示 z = 1时的系统控制输

入. 假设在相同激励条件下测量输出信号, 则
y(t) = x(1, t). 当系统发生故障时, 设故障函数为
f [z, t, y(t)]. 则故障分布参数系统的偏微分方程
描述为

∂x(z, t)

∂t
=ζ1 ·

∂2x(z, t)

∂z2
+ s(z) · x(z, t)

+ f [z, t, y(t)]. (3)

对故障函数 f [z, t, y(t)]进行描述:

f [z, t, y(t)] = f · E(τ) = f · E(t− t0), (4)

E(τ) = E(t − t0)为随时间变化的故障误差函数,
E(τ) ∈ (0, 1); 其中 f为故障系数. 系统在发生故障
时刻 t0之前故障为 0: E(τ) = 0, τ < 0; t0之后系
统故障逐渐增大, E(τ) = 1 − e−kτ , τ > 0, 其中k

为故障变化速率系数, k越大, 系统瘫痪速度越快.

3 故障监测系统设计

故障监测系统能够实时获取分布参数系统的

实测参数, 并将实测值与系统正常工作时的理想参
数进行对比, 当实测值与理想值的差值超出预设报
警门槛时, 故障监测系统给出故障信号. 将 (1), (2)
式转换为基于龙贝格观测器 [16]的分布参数系统理

想状态的描述函数:
∂x̂(z, t)

∂t
=ζ1 ·

∂2x̂(z, t)

∂z2
+ s(z) · x̂(z, t)

+ L1(z) · [y(t)− ŷ(t)], (5)

边界条件为
ζ2 · x̂(0, t) =

∂x̂(0, t)

∂z
,

u(t)− L2 · [y(t)− ŷ(t)] =
∂x̂(1, t)

∂z
,

(6)

其中 x̂是系统状态理想值, ŷ是输出理想值, ŷ(t) =
x̂(1, t); y(t) − ŷ(t)是输出实测值与理想值的残差;
L1和L2是调节参数, 用来纠正不同初始条件的检
测误差; 系统状态实测值x与系统状态理想值 x̂的

差值为系统状态残差; x̃ = x− x̂. 处于正常工作状
态的分布参数系统状态残差描述为

∂x̃(z, t)

∂t
=ζ1 ·

∂2x̃(z, t)

∂z2
+ s(z) · x̃(z, t)

− L1(z) · x̃(1, t), (7)
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边界条件为
ζ2 · x̃(0, t) =

∂x̃(0, t)

∂z
,

L2 · x̃(1, t) =
∂x̃(1, t)

∂z
.

(8)

(7)式中

x̃(z, t) = ψ(z, t)−
∫ 1

z

L(z, τ) · ψ(τ, t) · dτ . (9)

当分布参数系统处于正常工作状态时, 状态残
差 x̃ = x − x̂和输出残差 ỹ = y − ŷ处在容差范围

内, (7)—(9)式可以描述分布参数系统. 假设故障
监测器对输出信号 y(t)的采样间隔时间为T , t为
当前时间, 则故障监测器仅在 t+ k · T (k = 0, 1, 2,
· · · ) 时刻获取 y, 而在采样间隔时间T之间 y视为

不变. 将 (9)式代入 (7), (8)式得

∂ψ(z, t)

∂t
= ζ1 ·

∂2ψ(z, t)

∂z2
− ζ3 · ψ(z, t), (10)

∂ψ(0, t)

∂z
= 0,

∂ψ(1, t)

∂z
= 0,

(11)

其中 ζ3为用户自定义参数, 以使分布参数系统处于
稳态, 要求 ζ3 > 0 [17]. 使用莱布尼兹积分法则 [18]

对 (10)式推导得

∂ψ(z, t)

∂t
−
∫ 1

z

L(z, τ)

×
[
ζ1 ·

∂2ψ(τ, t)

∂τ2
− ζ3 · ψ(τ, t)

]
· dτ

=ζ1 ·
[
ψ(z, t) · 2∂L(z, z)

∂z
+ L(z, z) · ∂ψ(z, t)

∂z

+
∂2ψ(z, t)

∂z2
−
∫ 1

z

ψ(τ, t) · ∂
2L(z, τ)

∂z2
· dτ

]
− ψ(1, t) · L1(z) + s (z) ·

[
ψ(z, t)

−
∫ 1

z

ψ(τ, t) · L(z, τ) · dτ
]
,

整理得

∂ψ(z, t)

∂t

=ζ1
∂2ψ(z, t)

∂z2
+ ψ(z, t) ·

[
3ζ1

∂L(z, z)

∂z
+ s(z)

]
− ψ(1, t)

[
L1(z) + ζ1

∂L(z, 1)

∂τ

]
+

∫ 1

z

ζ1ψ(τ, t) ·
[
∂2L(z, τ)

∂τ2
− ∂2L(z, τ)

∂z2

]
dτ

−
∫ 1

z

[ζ3 + s(z)] · ψ(τ, t) · L(z, τ)dτ. (12)

使用莱布尼兹积分法则对 (11)式推导得

∂ψ(0, t)

∂z
+ ψ(0, t)L(0, 0)

−
∫ 1

0

ψ(τ, t)
∂L(0, τ)

∂z
dτ

= ζ2

[
ψ(0, t)−

∫ 1

0
ψ(τ, t)L(0, τ)dτ

]
,

∂ψ(1, t)

∂z
+ ψ(1, t)L(1, 1) = L2ψ(1, t),

整理得到边界条件:

∂ψ(0, t)

∂z
= ψ(0, t)[ζ2 − L(0, 0)]

+

∫ 1

0

ψ(τ, t)

[
∂L(0, τ)

∂z
− ζ2L(0, τ)

]
dτ ,

∂ψ(1, t)

∂z
= ψ(1, t) · [L2 − L(1, 1)].

(13)

(12)和 (13)式描述的偏微分方程系统与 (10)
和 (11)式描述的偏微分方程系统等价, 联合
(10)—(13)式解得

ζ1

[
∂2L(z, τ)

∂τ2
− ∂2L(z, τ)

∂z2

]
=[ζ3 + s(z)]L(z, τ), (14)

边界条件为
∂L(0, τ)

∂z
= ζ2L(0, τ),

L(z, z) = ζ2 −
1

3ζ1

∫ z

0

[ζ3 + s(ω)]dω,
(15)

解得调节参数L1(z) = −ζ1
∂L(z, 1)

∂τ
,

L2 = L(1, 1).
(16)

(14)式描述的偏微分方程满足 (15)式边界条
件时有惟一解. 因为 (14)—(16)式与时间 t无关, 所
以可以在进行分布参数系统故障监测之前求解, 然
后再将参数用于故障监测.

(1)和 (2)式描述了分布参数系统的正常状态,
(3)和 (4) 式描述了分布参数系统的故障状态, (5)
和 (6)式描述了分布参数系统的理想状态, (7)和
(8)式描述了分布参数系统实测状态与理想状态
之间的残差. (16)式给出了 (5)—(8)式的调节参数
L1, L2. 当分布参数系统发生故障时,根据 (3)—(5)
式给出故障分布参数系统的评估描述为

∂x̂(z, t)

∂t
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=ζ1 ·
∂2x̂(z, t)

∂z2
+ s(z) · x̂(z, t)

+ L1(z) · [y(t)− ŷ(t)] + f̂ [z, ŵ(t), y(t)], (17)

f̂ [z, ŵ(t), y(t)] = ŵT(t) · σ[z, y(t)]. (18)

(17)式在系统理想状态基础上增加了一个评
估系统输出故障函数 f̂ [ ]. 其中 ŵ(t)是未知参数矩

阵, σ(z, y(t))是已知非线性函数 [1]. (17)式的边界
条件如 (6)式所示. 根据 (7), (17), (18)式, 给出处
于故障状态的分布参数系统状态残差描述为

∂x̃(z, t)

∂t

=ζ1 ·
∂2x̃(z, t)

∂z2
+ s(z) · x̃(z, t)

− L1(z) · x̃(1, t) + w̃T(t) · σ[z, y(t)]. (19)

(19)式的边界条件为 (8)式. 其中 w̃ = w − ŵ为未

知参数残差, x̃ = x− x̂为系统状态残差, ỹ = y − ŷ

为输出残差. 当系统输出信号的残差超出预设门槛
时, 判定分布参数系统处于故障状态.

4 锂离子电池故障监测系统设计

使用MATLAB PDE工具箱和单粒子模
型 [14,15]对锂离子电池系统进行基于偏微分方程

的锂离子电池系统建模和故障监测系统设计. 基于
单粒子模型的锂离子电池系统如图 1所示.

Li+

r

cs ↼r֒t)

Rs

I↼t↽

-

-

图 1 锂离子电池单粒子模型示意图

Fig. 1. Single particle model of Li-ion battery.

假定电池内电解液浓度保持不变, 电极内各处
的固相电势相等, 则电极内各处的反应离子流密度
相等, 可以忽略液相电势对电池端电压的影响, 电
极内一个活性粒子的电化学特性可以代表一个电

极的特性, 锂离子电池模型偏微分方程描述为
∂c−s
∂t

(r, t)

=D−
s ·

[
∂2c−s
∂r2

(r, t) +
2

r
· ∂c

−
s

∂r
(r, t)

]
, (20)

边界条件为
∂c−s
∂r

(0, t) = 0,

∂c−s
∂r

(R−
s , t) = − I(t)

D−
s · F · a− ·A · L− ,

(21)

其中 c−s 是锂离子阳极浓度, r是径向坐标, D−
s 是

固相扩散系数, R−
s 是粒子半径, I是电池输入电流,

F是法拉第常数, a−是界面面积, A是电池单元横
切面积, L−是阳极厚度 [19,20]. 使用如下坐标变换
对 (20)和 (21)式描述的电池模型进行标准化:

r =
r

R−
s
,

r → r ·R−
s ,

t→ t · (R
−
s )2

D−
s

,

c(r, t) → r · c−s (r, t),

r为标准化径向坐标, 当 r = R+
s 时, r = 0; 当

r = R−
s 时, r = 1. 可将处于正常工作状态的电池

模型描述为 (4)式的形式:
∂c

∂t
(r, t) =

∂2c

∂r2
(r, t), (22)

边界条件为
∂c

∂r
(1, t)− c(1, t) = − R−

s · I(t)
D−

s · F · a− ·A · L− ,

c(0, t) = 0.

(23)

可以将锂离子电池的端点输出电压作为锂离

子阳极密度 c(1, t). 在 t = 60 s时仿真一个锂离子
电池故障:

∂c

∂t
(r, t) =

∂2c

∂r2
(r, t) + 0.1 · e−0.001(t−60)

× c(1, t) · r, (24)

其中 t > 60 s. 处于故障状态的锂离子电池模
型描述为

∂ĉ

∂t
(r, t) =

∂2ĉ

∂r2
(r, t) + L1(r)

× [c(1, t)− ĉ(1, t)], (25)

边界条件为
ĉ(1, t) = L2 · [c(1, t)− ĉ(1, t)]

+
∂ĉ

∂r
(1, t) +

R−
s · I(t)

D−
s · F · a− ·A · L− ,

ĉ(0, t) = 0,

(26)
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c(1, t) − ĉ(1, t)为锂离子电池锂离子阳极密度实际

信号与理想信号之间的残差. 对 (14)—(16)式进行
数值求解得L1, L2. 在仿真时, 定义参数 ζ1 = 1,
ζ3 = 2 [21]; 将故障监测器的采样间隔时间设为 1 s.
故障监测器有三个输入信号: 输入电流 I(t)、锂离

子阳极密度 c(1, t)和上一秒故障监测器的计算结

果. 在仿真过程中, 偏微分方程给出的理想锂离子
阳极密度 c−s 如图 2所示, 锂离子电池系统仿真输入
电流 I(t)如图 3所示.
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图 2 理想的锂离子阳极密度 c−s

Fig. 2. Ideal Li-ion concentration in anode.
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图 3 系统输入电流 I(t)

Fig. 3. System input current I(t).
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图 4 故障监测

Fig. 4. Failure monitor.

当锂离子电池系统发生故障时, 锂离子阳
极密度会因为系统故障发生显著变化, c̃(1, t) =

c(1, t)− ĉ(1, t), r = 1. 图 4给出了故障监测系统仿
真结果. 在 t < 60 s时, 系统处于正常工作状态, 随
机残差很小. 锂离子电池在 t = 60 s时发生故障.
当 t > 60 s系统发生故障后,系统故障逐渐增大,锂
离子阳极密度故障残差逐渐增加. 将系统故障门槛
预设为6 mol·m−3. 在 t = 90 s时, 系统残差超过预
设故障门槛, 故障监测系统报警.

5 结 论

本文提出了一种基于抛物型偏微分方程和单

粒子模型的锂离子电池故障监测系统设计方法. 首
先使用偏微分方程构建分布参数系统模型, 然后将
锂离子电池视为分布参数系统, 在合理选择设计参
数的基础上, 构建了锂离子电池抛物型偏微分方程
模型和故障监测系统, 故障监测系统实时跟踪锂离
子电池的锂离子阳极密度, 并与理想参数进行对
比, 当残差大于预设故障门槛时故障报警. 结果表
明, 本文方法实现了更精确、更可靠的锂离子电池
建模和故障实时监测.
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Abstract
Li-ion battery is a complicated distributed parameter system that can be described precisely by field theory and

partial differential equations. In order to reduce the calculation amount and the solution difficulty, a distributed param-
eter system is often described by ordinary differential equation model during the design and the analysis. As a result,
systemic error is caused, and the reliability of the system model is reduced. The rechargeable Li-ion batteries are widely
used in many fields because of their excellent properties. The research on the modeling and failure monitor of Li-ion
battery can evaluate its working state, and improve the security during its servicing. Li-ion battery system is regarded
as a distributed parameter system in this paper. Single particle model is a simplification of a Li-ion battery under a
few assumptions. According to the measured data, single particle model can be used for estimating the parameter at a
fast simulation speed. Li-ion battery model based on partial difference equations and single particle model is proposed
to detect the failure and evaluate the working state of Li-ion battery system. Lithium ion concentration is an unmea-
surable distributed variable in the anode of Li-ion battery. The failure monitor system can track the real-time Li ion
concentration in the anode of Li-ion battery, calculate the residual which is the difference between the measured value
and the ideal value. A failure can be judged when the residual is beyond a predefined failure threshold. A simulation
example verifies that the accuracy and the effectiveness of Li-ion battery failure monitor system based on parabolic
partial difference equations and single particle model is reliable.

Keywords: Li-ion battery, single particle model, distributed parameter system, partial difference
equation
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