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高次谐波的Guo-Åberg-Crasemann理论
及其截断定律∗
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将Guo-Åberg-Crasemann形式散射理论推广到高次谐波产生过程, 获得了高次谐波产生概率公式. 利
用这一公式, 计算了不同惰性气体原子的高次谐波谱. 理论分析和数值计算显示高次谐波有新的截断定律
qc~ω =

(
9− 4

√
2
)
Up +

(
2
√
2− 1

)
Ip ≈ 3.34Up +1.83Ip, 其中, Up为电子的有质动能, Ip为原子电离能, ~ω

为激光光子能量, qc为高次谐波的截断阶数. 这一截断定律与近期Popmintchev等 (Popmintchev et al. 2012
Science 336 1287) 的实验观测符合得很好.

关键词: 高次谐波, 截断定律, 贝塞尔函数, 光电定律
PACS: 42.65.Ky, 32.80.Rm, 03.65.Nk DOI: 10.7498/aps.64.124207

1 引 言

激光诱导的高次谐波产生 (HHG)是强激光物
理领域中最重要的现象之一. 由于在制备X光激光
和阿秒脉冲中有巨大的应用前景, 已对HHG进行
了大量的实验和理论研究. 高次谐波光谱呈现了一
些共同的特点, 如包络呈平台状和高能端急剧的截
断. 截断处的光子能量则提供了可利用的最大光
子能量. 对高次谐波的研究常见的理论方法有对
含时薛定谔方程的数值积分方法、基于强场近似的

Lewenstein模型 [1], 以及Corkum [2]提出的三步模

型. 但这些方法用的都是经典或半经典的物理, 将
光场看作经典光场即电磁波来处理, 而不是量子化
的光场.

研究强场激光与原子相互作用的一种全量子

理论方法是用基于Guo-Åberg-Crasemann (GAC)
提出的非微扰形式散射理论. 过去的二十年间该理
论在处理多光子电离 [3]、Kapitza-Dirac效应 [4−6]、

域上电离 [7−11]以及原子多能级系统精确解等 [12]

方面取得了一系列的成果.
文献 [13, 14]最先参照GAC理论研究了高次

谐波, 在研究过程中, 为简化讨论引入了一些假
设. 为更加精确地描述谐波辐射过程, 本文直接从
GAC理论 [15,16]出发推导谐波辐射公式 [17], 并且
用此公式计算了不同的惰性气体与不同强度、不同

波长的激光产生的高次谐波谱. 研究获得了高次谐
波谱和新的高次谐波截断定律 [18].

我们的研究结果表明, 电子在高强度光子场
内的跃迁振幅由普通贝塞尔函数给定, 贝塞尔函
数的阶数代表了放出光子数 (负阶数代表吸收).
我们注意到在Keldysh-Faisal-Reiss理论中, 贝塞
尔函数也有重要意义. 例如在研究光电子角分
布时我们认为其由贝塞尔函数惟一决定 [9], 但其
他理论仍试图用勒让德函数确定. 本文从贝塞尔
函数的截断性质出发, 利用爱因斯坦光电定律在
强光场中决定的动力学条件研究得出了新的高

次谐波截断定律. 实验上发现高次谐波后, 为了
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描述平台的长度和截断能量, 截断定律作为一条
经验规律 qc~ω = 3Up + Ip首先由Krause等 [19]提

出, 其中, Up为电子的有质动能, Ip为原子电离

能, ~ω为激光光子能量, qc为高次谐波的截断阶

数. 而后, Corkum [2]和Levestein等 [1]从半经典的

理论将截断定律分别修正为 qc~ω = 3.17Up + Ip和

qc~ω = 3.17Up + 1.32Ip.
我们发现: 作为纯粹数学现象, 当自变量固定

于一正数时普通贝塞尔函数系列的值也呈平台并

有截断现象, 非常类似高次谐波谱呈现的特性. 既
然非微扰量子电动力学 [16]中, 电子在光场中的跃
迁振幅可表为一个普通的贝塞尔函数, 而高次谐波
的产生仅为电子与光子相互作用, 其截断定律应从
贝塞尔函数的性质推出. 近期的实验观测数据 [20]

显然与我们的公式符合得很好.
本文先介绍GAC理论推广到高次谐波时获得

的高次谐波公式, 并由此计算了激光与He, Ne, Ar
以及Kr 原子相互作用产生的高次谐波谱. 重点分
析不同强度的激光驱动Ar原子产生的高次谐波谱,
研究了高次谐波谱截断值的性质. 从贝塞尔函数的
截断性质与高次谐波的关系出发, 数学得出了新的
截断定律, 用几何图解法进行了不同的证明, 并与
GAC理论推出的谐波谱公式的计算做了对比. 本
文的三种方法数学演绎法、图解法和能谱的产生率

计算法都支持同一结论.

2 高次谐波的GAC理论

基于GAC形式散射理论, 我们推导出了高次
谐波跃迁概率公式 [17]. 这个高次谐波是单原子与
单模激光相互作用产生的. 下面的公式中我们选取
~ = 1, c = 1, 以及 e = − |e|. 这些公式能够计算不
同原子与任意波长、任意强度的激光相互作用产生

的高次谐波. 高次谐波的总跃迁概率公式是
dW
dΩk′

∣∣
k′//k =

qω4e2m e

(2π)
8
c2

∣∣∣∣T1 + T2 + T3

D

∣∣∣∣2 , (1)

其中, D =
eg′

m e (2π)
3

(
2m3

eω
3
)1/2

,

T1 = D ×
∑

j>[e′b]+1+q

(j − e′b − q)

×
∫

dΩPΦf (P )
∗
Φi (P )χq−j(zc, zs)

× [ε′
∗ · Pχ−j(zc, zs)

∗

+ |e|Λ(ε′∗ · εχ−j−1(zc, zs)
∗

+ ε′
∗ · ε∗χ−j+1(zc, zs)

∗)], (2)

T2 = D ×
∑

j′>[e′b]+1

(j′ − e′b)

×
∫

dΩPΦf (P )
∗
Φi (P )χ−j′(zc, zs)

∗

×
{
ε′

∗ · P up − j′ − q

Bq
χ−j′−q(zc, zs)

∗

+ |e|Λ
[
ε′

∗ · εup − j − q + 1

B(q − 1)

× χ−j′−q−1(zc, zs)
∗

+ ε′
∗ · ε∗up − j − q − 1

B(q + 1)

× χ−j′−q+1(zc, zs)
∗
]}

, (3)

T3 = D ×
∑

j>[e′b]+1+q

(j − eb − q)

×
∫

dΩPΦf (P )
∗
Φi (P )χ−j(zc, zs)

∗

×
{
ε′

∗ · P up − j

−Bq
χ−j+q(zc, zs)

+ |e|Λ
[
ε′

∗ · ε up − j

−B(q − 1)
χ−j+q−1(zc, zs)

+ ε′
∗ · ε∗ up − j

−B(q + 1)
χ−j+q+1(zc, zs)

]}
(4)

以及

e′b = eb + up = (Ip + Up) /ω,

P =
√
2m eω(j − e′b),

zc =
2 |e|Λ
m eω

P · ε, zs =
1

2
up cos ξeiΘ,∑

j>[e′b]+1

∫
d3P

=

∞∑
j=[e′b]+1

m eω
√
2m eω(j − [e′b])

∫
dΩp,

B ≡ 1− P · k/
(
m eω

)
.

利用上面的公式, 我们计算了He, Ne, Ar以
及Kr与波长为 800 nm、强度为 1.0 × 1015 W/cm2

的线偏振激光相互作用产生的高次谐波谱, 结果
显示在图 1 . 这些谐波谱都具有相同的特点: 明
显的平台区以及锋利的截断结构. 观察上述高
次谐波谱的截断位置, 我们发现传统的截断定律
qc~ω = 3.17Up + 1.32Ip所确定的截断值都小于

我们的计算结果, 而我们的计算结果与一个新的
截断定律 qc~ω =

(
9− 4

√
2
)
Up +

(
2
√
2− 1

)
Ip ≈

3.34Up + 1.83Ip符合得更好.
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图 1 (a) He, (b) Ne, (c) Ar, (d) Kr 原子与波长为 800 nm、强度为 1.0 × 1015 W/cm2的激光相互作用产生的

高次谐波谱. 每个子图中左边虚线对应的是公式 qc~ω = 3.17Up + 1.32Ip所得的截断点, 右边虚线对应的是公式
qc~ω =

(
9− 4

√
2
)
Up +

(
2
√
2− 1

)
Ip ≈ 3.34Up + 1.83Ip所得的截断点

Fig. 1. High harmonic generation spectra generated from (a) He, (b) Ne, (c) Ar, and (d) Kr atom driven
by the laser pulses of wavelength 800 nm and intensities 1.0×1015 W/cm2. The left dashed line and right
dashed line in each subgraph refer to the cutoff orders from the cutoff law qc~ω = 3.17Up + 1.32Ip and
qc~ω =

(
9− 4

√
2
)
Up +

(
2
√
2− 1

)
Ip ≈ 3.34Up + 1.83Ip, respectively.

图 2是Ar原子与 800 nm线偏振、强度 3 ×
1014—20 × 1014 W/cm2的激光相互作用产生的

高次谐波谱中观测得到的截断值. 从图 2可
以看出, 本文的计算结果与高次谐波截断公式
qc~ω =

(
9− 4

√
2
)
Up +

(
2
√
2− 1

)
Ip 符合得很好.

4 8 12 16 20
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240
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 y/⊲Up⇁⊲Ip

图 2 从高次谐波谱的计算中获得的截断点. 高次谐波谱
由Ar原子与强度为 3× 1014—20× 1014 W/cm2的激光

相互作用产生

Fig. 2. The cutoff orders obtained from the high har-
monic generation spectra, which are generated from Ar
atom driven by the laser pulses of wavelength 800 nm
and intensities 3× 1014–20× 1014 W/cm2.

为什么本文计算结果与推导的高次谐波截断公式

符合得很好, 且都比Corkum [2] 推导的 “3.17”截断
定律更长呢? 要回答这个问题, 必须深入分析本文
公式的细节. 一般情况下, 一个好的量子力学理论,
所有类型的守恒都应该自动满足. 如果一个跃迁过
程在数学上是允许的, 那么它应该是符合所有的守
恒定律. 因此, 在计算时必须把所有的子过程、子通
道都考虑进去. 在本文的公式中, 参与产生高次谐
波的光子不仅有电离的光子, 而且有未参与电离但
参与了光电子上转换的光子. 光子未参与电离, 但
参与光电子上转换从而产生高次谐波, 这些光子的
过程可以称之为伴随拉曼效应. 正是由于伴随拉曼
效应, 导致本文计算得出的谐波比Corkum [2]用半

经典理论计算得到的截断位置更长.

3 从贝塞尔函数性质出发推出高次
谐波截断定律

为了研究贝塞尔函数的截断性质, 需要用到第
一类贝塞尔函数的递推关系:

124207-3
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Jn−1(x)− Jn+1(x) = 2J′
n(x), (5)

Jn−1(x)−
n

x
Jn(x) = J′

n(x), (6)

Jn(x)− Jn+1(x) = J′
n(x). (7)

基于上述递推关系证明下面的引理.
引理1 对于自变量大于零的正整数阶贝

塞尔函数 Jn(x), 当且仅当在它的极值点xi(i =

1, 2, 3, · · · ), 贝塞尔函数Jn−1(x)和Jn+1(x)相交.
证明 贝塞尔函数有极值点, 但没有驻点. 这

个引理的成立由上述的递推关系可以明显推出.
证毕.

注意到xi(i = 1, 2, 3, · · · )是n的函数, 例如
x1(n)是Jn(x)的第一个极值点, 且x1(n)是极大值.

引理2 当且仅当在贝塞尔函数 Jn(x)的极

大值点xi(i = 1, 3, 5, · · · ), 不等关系 Jn−1(x) >

Jn+1(x)变成Jn−1(x) < Jn+1(x); 当且仅当在贝塞
尔函数 Jn(x)的极小值点xi(i = 2, 4, 6, · · · ), 不等
关系Jn−1(x) < Jn+1(x)变成Jn−1(x) > Jn+1(x).

证明 当x = xi(i = 1, 3, 5, · · · ), 贝塞尔函数
Jn(x)的值为极大值, 且J′

n(x) = 0. 当x < xi, 由于
J′
n(x) < 0, 根据方程 (7), 可得Jn−1(x) > Jn+1(x).
同理可证, 当x > xi, 由于 J′

n(x) < 0, 可得
Jn−1(x) < Jn+1(x). 因此, 不等关系 Jn−1(x) >

Jn+1(x)变成Jn−1(x) < Jn+1(x). 同理可得引理中
关于xi(i = 2, 4, 6, · · · )的证明. 证毕.

根据引理2, 我们可以做如下定义。
定义 当x为某个固定正值时, 贝塞尔函数集

Jj(x)(j = 1, 2, · · · , nc, · · · )的截断值nc定义如下:

x1(nc) 6 x, x1(nc + 1) > x. (8)

换句话说, nc = max{n|x1(nc) 6 x}; nc + 1 =

min{n|x1(nc) > x}.
定理1 当x为一个固定的正数时, x为贝塞

尔函数集 Jj(x)(j = 1, 2, · · · , nc, · · · )截断值nc的

一个上限, 即

nc < x. (9)

证明 我们取x1 ≡ x1(nc), 由贝塞尔函数截
断值的定义易知x1 6 x. 将x = x1代入方程 (5)和
(6)可得

x1Jnc−1(x1) = ncJnc(x1),

Jnc−1(x1)= Jnc+1(x1) < Jnc(x1).

注意贝塞尔函数的第一个极值为最大值, 且前述 3
个贝塞尔函数在x1处均为正数, 可得

nc < x1 6 x.

证毕.
图 3是一个关于贝塞尔函数截断值的例子. 从

图 3可以明显地看出, 当贝塞尔函数的阶数达到自
变量的值时, 函数值迅速减小, 其包络呈现明显的
截止.

0 500 1000 1500
10-8

10-6

10-4

10-2

100

|J
n
↼
x
↽


n

 x/

图 3 自变量 x固定时, 贝塞尔函数 Jn(x)的绝对值随阶
数 n的变化. 其中自变量 x = 1500, 约等于文献 [20]中
up的值; 虚线与 Jn(x)的绝对值交点是其截断值的位置
Fig. 3. Variation of Bessel functions Jn (x) with in-
teger n. The argument x is set as 1500, which is ap-
proximately equal to the up in Ref. [20]. The cross
point between the dash line and the absolute value of
Jn (x)is the cutoff position.

光电离中电子和多光子满足的惟一的动力学

条件就是强光场条件下的爱因斯坦光电定律:
P 2

2m e
= ~ω(j − up − eb), (10)

其中, up = Up/(~ω), eb = Ip/(~ω), Up为电子的

有质动能, Ip为电子电离能. 电子放出 (包括吸
收) j个光子的跃迁振幅, 可以用一个贝塞尔函数
Jj(x)来描述, 其中x = 2

√
up/(m e~ω)P , 则根据

方程 (10)有

x =
√
8up(j − up − eb). (11)

贝塞尔函数 Jj(x)的自变量x满足方程 (10), 我们
称之为满足动力学条件.

定理2 满足动力学条件且up > eb的贝塞尔

函数集Jj(x)(j = 1, 2, · · · , nc, · · · ), 有两个截断值:

jc1 = 4up − 2
√
2u2

p − 2upeb,

jc2 = 4up + 2
√
2u2

p − 2upeb. (12)
证明 根据方程 (9)和 (11), 可得下述不等式:

|jc| 6
√
8up(j − up − eb).

由此可得

j2c − 8upjc + 8u2
p + 8upeb = 0.

求解上述方程, 可得指标 j的两个截断值:
jc1 = 4up − 2

√
2u2

p − 2upeb,
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jc2 = 4up + 2
√
2u2

p − 2upeb.

证毕.
推论 满足动力学条件且up > eb的贝塞尔

函数集J−j(x)(j = 1, 2, · · · , nc, · · · ),有两个截断值
−jc1和−jc2.

考虑贝塞尔函数J−j−s(x), 其中x由方程 (11)
给出, j为多光子电离过程中吸收的光子数,
s = 1, 2, 3, · · · 为光子模上转换过程中吸收的非
电离的额外光子数.

定理3 有额外光子吸收的负阶数的贝塞尔函

数集J−j−s(x), 其中自变量x满足动力学条件即满

足方程 (8), 且up > eb, 额外吸收的光子数 s有一

个上限 s 6 up − eb且贝塞尔函数集的截断值是

jc = 3up + eb. (13)

证明 考虑到定理 1和方程 (11), 很容易得到
下述关于截断值 jc的方程:

(jc + s)
2 6 8up(j − up − eb).

考虑边界条件, 得到下述关于 jc + s的方程:

(jc + s)
2 − 8up (jc + s) + 8u2

p + 8up (eb + s) = 0.

这个方程的实数解条件是

s 6 up − eb. (14)

取 sc = up − eb, 并且把 sc代入方程 (14), 得到截断
值的公式,

jc = 3up + eb.

证毕.
定理4 up > eb时的高次谐波的截断值有一

个上限:

2
(
4up − 2

√
2u2

p − 2upeb

)
+ up − eb. (15)

证明 考虑贝塞尔函数J−j−s+q(x), 其中 q定

义了谐波的阶数. 根据定理 1, 可以得到下述不
等式:

−jc − (up − eb) 6
√
8up(j − up − eb).

求解上述不等式的等号部分, 且取 jc = jc1, 根据定
理2可以得到截断值的上限

qc 6 2
(
4up − 2

√
2u2

p − 2upeb

)
+ up − eb.

证毕.
当光场强度较强 up > eb时 (例如Xe与

800 nm的线偏振激光反应产生高次谐波, 光场
强度大于2.1×1014 W/cm2),上述截断值可以取下
面的近似值:

qc =
(
9− 4

√
2
)
up +

(
2
√
2− 1

)
eb

≈3.3431457up + 1.8284271eb. (16)
我们给出一个图解法的例证, 详细描述见图 4 ,

其中up = 1500以及 eb = 80, 约等于文献 [20]的实
验结果.
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图 4 图解法获得的高次谐波的截断值. 横坐标定义了贝
塞尔函数的阶数, 纵坐标显示了贝塞尔函数的自变量为正
或负时的函数值; 图中 up = 1500以及 eb = 80, 约等于
文献 [20]的实验结果
Fig. 4. The cutoff orders of harmonics obtained by the
geometric method. The horizontal axis denotes the
orders of Bessel functions. The positive vertical axis
shows the value of the argument of Bessel functions
with positive and negative even indices. The negative
vertical axis shows the negative value of the argument
of Bessel functions with negative odd indices. To il-
lustrate the recent experimental results [20], up = 1500

and eb = 80 are selected.

4 结 论

基于GAC形式散射理论, 本文完整地推导出
了高次谐波跃迁概率公式. 根据推导出的公式, 我
们计算了He, Ne, Ar和Kr原子与激光产生的高次
谐波谱, 这些光谱可以作为高次谐波的进一步研究
的参考. 研究上述高次谐波谱, 我们分析了高次谐
波的截断位置. 发现这些计算结果与一个新的高次
谐波截断定律符合得很好, 这意味着我们从理论上
延长了高次谐波谱的平坦区. 这些计算结果可以与
已知的高次谐波截断定律 [8]互相参考.

基于强光条件下的爱因斯坦光电定律, 我们
用纯数学的方法从普通贝塞尔函数的性质, 导
出了激光诱导的高次谐波的截断定律 qc~ω =

(9−4
√
2)Up+(2

√
2−1)Ip ≈ 3.34Up+1.83Ip,对已

存在20年的通用截断定律 qc~ω = 3.17Up + 1.32Ip

做出了修正. 新截断定律的两个系数与基本物理
常数无关, 为代数常数. 而截断定律本身对基本物
理常数的依赖已经包含在两个相互作用能Up和 Ip
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里. 最新的实验数据 [20]和光谱的理论计算数据 [17]

都支持本文的结果. 较高的截断值, 是由于伴随的
拉曼效应导致.
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Abstract
Based on the scattering theory of Guo-Åberg-Crasemann (GAC), which has no artificial assumptions, high harmonic

generation (HHG) is studied by using first-principles. The HHG spectra of different rare atoms are also calculated. Using
the properties of ordinary Bessel functions and the Einstein photoelectric law in the strong-field case, we reveal a new
cutoff law qc~ω =

(
9− 4

√
2
)
Up +

(
2
√
2− 1

)
Ip ≈ 3.34Up + 1.83Ip of HHG based on a mathematical deduction method

and a graphical method, which accords well with the Popmintchev’s experimental result published on Science in 2012.
This cutoff law also agrees well with our own calculation using the HHG transition rate formula derived from the GAC
scattering theory. Thus, we have four pieces of independent evidence for the same cutoff law of HHG. The cutoff orders
predicted by this theory are higher due to the absorption of the extra photons. These photons only participate in the
photon-mode up-conversion and do nothing in the photoionization process.
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