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考虑动态条件下的两种典型分段非线性约束, 根据广义耗散Lagrange原理建立一类具有弹性和阻尼双
分段非线性约束系统动力学模型. 采用平均法求解得到系统在周期激励下的幅频响应关系. 分别比较系统在
不同分段非线性约束条件下的时域响应、分岔响应和幅频响应, 得到受分段非线性约束的系统响应特性以及
约束条件变化时系统响应的变化规律. 对比两种约束条件下的幅频响应, 研究得到系统稳定性受不同分段非
线性因素影响及两种分段非线性约束之间的相互影响规律.

关键词: 分段非线性, 双约束系统, 周期响应, 稳定性
PACS: 46.40.Ff, 05.45.–a, 02.30.Hq DOI: 10.7498/aps.64.124601

1 引 言

分段约束问题一直以来在多个学科领域中受

到广泛关注 [1−3]. 该问题主要源于系统结构存在间
隙、死区特性、干摩擦和材料性能差异引起的预紧

形变等特征, 导致系统在不同运动阶段具有不同的
非线性约束特性. 随着非线性约束变化出现跳跃、
分岔、混沌等现象, 使系统的动力学行为变得复杂
而不稳定 [4,5].

分段线性问题的研究主要集中在分段线性约

束或分段切换子系统等情况下, 王泽林等 [6]建立

了分段线性随机共振模型, 推导了模型解析关系
和信噪比, 并将其应用在微弱周期信号检测中. 文
献 [7, 8]提出电路系统存在分段线性约束, 并从理
论上分析了由电容电量的分段线性特性引起的非

光滑分岔, 通过数值模拟解释了系统分岔机理及其
动力学演化规律. Xu等 [9,10]运用增量谐波平衡法

求解了一类受分段线性刚度和分段线性阻尼约束

系统, 并比较了谐波项数不同时的周期解及系统阻
尼和外激励对分段线性约束系统幅频特性的影响.
江俊和高文辉 [11]将碰摩模型简化为一个分段非光

滑约束, 从子系统间切换敏感性的角度分类讨论了
子系统和完整系统平面运动响应特性. 分段线性
问题的研究为更进一步研究分段约束问题提供了

思路.
随着非线性理论的快速发展和分段约束问题

研究的逐步深入, 与分段线性相比更具有一般性的
分段非线性问题已成为近年来研究的热点 [12−15].
贾启芬等 [16]将龙洗这一典型的液固耦合系统抽

象为分段光滑系统, 定性地分析定常解振幅值与
搓动速度在黏滑系数变化下的关系曲线. Ji和
Hansen [17]分别采用匹配法和平均法求解得到一类

受简单分段非线性约束系统的超谐共振近似解析

解, 并通过与数值进行对比验证了近似解的正确
性. 由于分段非线性约束系统方程越来越复杂, 更
多的研究只能基于数值分析和实验研究 [18]. 近来,
李晓静等 [19]运用Mawhin重合度理论证明了具有
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一般非线性弹性力和广义阻尼力的相对转动非线

性系统的周期解存在性的问题.
综上所述, 以往对分段非线性的研究主要考虑

分段线性、对称分段非线性等方面, 对于现实问题
中同时受到分段非线性弹性约束和分段非线性阻

尼约束的系统动力学行为, 以及系统中各分段非线
性约束之间相互影响的研究还没有深入展开. 本文
同时考虑了分段非线性弹性约束和分段非线性阻

尼约束, 建立了一类弹性和阻尼双分段非线性约束
系统动力学模型, 求解该系统在周期激励下的幅频
响应关系, 讨论系统在不同约束条件下的周期响应
特性. 研究两种分段非线性约束分别对系统稳定性
的影响规律以及二者之间的相互影响.

2 动力学模型

2.1 分段非线性约束模型

分段非线性问题常见于工程应用中, 主要表现
在由于预紧力的作用在不同结构上产生的弹性变

形, 使系统在动态变化过程中由于弹性变形的恢复
而受到分段非线性约束作用. 以最为常见的液压系
统为例, 系统不同方向的受力由不同尺寸的液压缸
产生. 液压缸的刚度与液压油柱高度呈反比关系,
因此液压油柱高度的变化直接影响着受液压缸作

用的系统约束特性. x表示位移 (即液压油高度变
化量), κi是与弹性元件 (液压油)材质和结构相关
的常量, λi是弹性变形元件原始尺寸. ei表示弹性

元件在系统静态稳定时由预紧力所产生的弹性变

形量, 则液压系统动态刚度可以表示为
ki (x) =

κi

λi + x+ ei
(|x| < λi + ei; i = 1, 2) .

(1)
在系统位移x动态变化时, 由于两侧弹性预紧

力所产生的弹性变形 e1和 e2的交替恢复使系统刚

度发生变化, 因此系统刚度会在位移x = −e1和

x = −e2的位置处发生改变. 不失一般性地提出
一种如 (2)式所示的分段非线性刚度模型来描述该
类非线性问题, 系统刚度随着位移x的变化规律如

图 1所示.

k (x) =



κ1

λ1 + x+ e1
+

κ2

λ2
(x > −e2),

κ1

λ1 + x+ e1
+

κ2

λ2 + x+ e2
(−e1 6 x 6 −e2),

κ1

λ1
+

κ2

λ2 + x+ e2
(x < −e1),

(2)

则系统受到的弹性约束也是分段非线性的, 可记为
g (x) = k (x)x.

在受到分段非线性弹性约束的同时也会存在

非线性摩擦阻尼的约束作用. 在文献 [20]中实验拟
合的动态摩擦模型的基础上, 更具一般性地考虑系
统在动态过程中受到一类由于摩擦系数受速度变

化引起的分段非线性阻尼约束. 摩擦系数 c是关于

速度 y的函数 (图 2 ), 其表达式为

c (y) = Hsgn (y)− ρ1y + ρ2y
3, (3)

其中, H为受速度 y的方向改变所产生的摩擦系数

的变化量; ρ1, ρ2分别为速度对摩擦系数 c的影响

系数. 则在正压力N的作用下系统受到的阻尼约

束 (摩擦力) h (y)呈现如表达式 (4)的分段非线性
特性. 当速度 y = 0时, 摩擦力为静摩擦, 可认为此
时的摩擦力等于外激力Q. 系统受到的非线性阻尼
约束在速度 y = 0的位置处发生变化.

h (y) =


N

(
H − ρ1y + ρ2y

3
)

(y > 0),

Q (y = 0),

N
(
−H − ρ1y + ρ2y

3
)

(y < 0).

(4)
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图 1 分段非线性刚度系数 k (x)

Fig. 1. Piecewise nonlinear stiffness coefficient k (x).
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图 2 分段非线性摩擦系数 c (y)

Fig. 2. Piecewise nonlinear friction coefficient c (y).
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2.2 双分段非线性约束系统动力学模型

考虑分段非线性弹性约束和分段非线性阻尼

约束的双重作用, 根据广义耗散Lagrange原理, 建
立一类弹性和阻尼双分段非线性约束系统周期激

励下的无量纲动力学平衡方程

ẍ+ δẋ+ ω2
0x+ αg (x) + βh (ẋ)

= q sin (ωt) , (5)

其中, δ = 2ξω0, ξ为系统阻尼比; α和β分别为分段

非线性约束项和分段非线性阻尼项系数; q sin (ωt)

为周期外激励, 此时Q = q. 系统方程也可写成状
态方程的形式:ẋ = y,

ẏ = q sin (ωt)− δy − ω2
0x− αg (x)− βh (y) .

(6)

在系统模型建立的基础上, 可以分析周期激励下双
分段非线性约束系统响应, 分别研究分段非线性弹
性约束和分段非线性阻尼约束对系统动力学行为

的影响规律.

2.3 周期激励下约束系统响应求解

根据分段非线性约束的特点, 本文采用平均法
求解系统方程式 (5), 假设分段非线性引起的约束
力为弱非线性, 可将系统方程写成如下形式:

ẍ+ ω2
0x

= ε (q sin (ωt)− δẋ− αg (x)− βh (ẋ)) . (7)

令 ε = 0, 导出派生系统的解及其导数,

x = z cos (ωt− θ) , (8)

其中 z和 θ分别为时间 t的慢变函数, 令ϕ = ωt− θ,
ω2 = ω2

0 (1 + εσ), σ为调谐因子. 将x对时间 t微

分可得

ż cosϕ+ zθ̇ sinϕ = 0, (9)

−ż sinϕ+ zθ̇ cosϕ =
ε

ω
f (x, ẋ, ωt) . (10)

根据 (9)和 (10)式导出 z和 θ的微分方程:
ż = − ε

ω
f (z cosϕ,−zω sinϕ, ϕ+ θ) sinϕ,

θ̇ =
ε

zω
f (z cosϕ,−zω sinϕ, ϕ+ θ) cosϕ.

(11)

将微分方程 (11)的右边项以ϕ的一个周期中的平

均值近似地代替, 并认为 z和 θ在ϕ的一个周期内

保持不变, 进而得到分段非线性约束系统的平均化
方程:

ż = − ε

2ω
(Φ (z, ω)− q sin θ) sinϕ,

θ̇ =
ε

2zω
(Ψ (z, ω) + q cos θ) cosϕ,

(12)

式中,

Ψ (z, ω) =
1

π

∫ 2π

0

(−δẋ− αg (x)− βh (ẋ))

× cosϕdϕ+ ω2
0σz

=
1

π

(
− α

∫ 2π

0

g (z cosϕ) cosϕdϕ

− β

∫ 2π

0

h (−zω sinϕ) cosϕdϕ

− δ

∫ 2π

0

−zω sinϕ cosϕdϕ
)
+ ω2

0σz

=
1

π
(−αN c

1 − βN c
2 − δN c

3) + ω2
0σz,

Φ (z, ω) =
1

π

∫ 2π

0

(−δẋ− αg (x)− βh (ẋ))

× sinϕdϕ

=
1

π

[
− α

∫ 2π

0

g (z cosϕ) sinϕdϕ

− β

∫ 2π

0

h (−zω sinϕ) sinϕdϕ

− δ

∫ 2π

0

−zω (sinϕ)
2 dϕ

]
=

1

π
(−αNs

1 − βNs
2 − δNs

3 ) .

这里N c
1 , N c

2 , N c
3 , Ns

1 , Ns
2 , Ns

3的表达式如下:

N c
1 =

−2κ1 (P1 + P2)

z (λ1 + z + e1)

√
λ1 + z + e1
λ1 − z + e1

− 2κ2 (P3 + 2P4 − P5)

z (λ2 + z + e2)

√
λ2 + z + e2
λ2 − z + e2

+
(λ1 + z + e1)

z (λ1 + z + e1)

[
2κ2 arccos

(e1
z

)
− 2κ2 arccos

(e2
z

)
− π (κ1 + κ2)

]
,

N c
1表达式中的P1, P2, P3, P4, P5分别为

P1 = arctan
(√

λ1 − z + e1
λ1 + z + e1

× cot
(
1

2
arccos

(e1
z

)))
,

P2 = arctan
(√

λ1 − z + e1
λ1 + z + e1

× tan
(
1

2
arccos

(e1
z

)))
,
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P3 = arctan
(√

λ2 − z + e2
λ2 + z + e2

× cot
(
1

2
arccos

(e2
z

)))
,

P4 = arctan
(√

λ2 − z + e2
λ2 + z + e2

× tan
(
1

2
arccos

(e1
z

)))
,

P5 = arctan
(√

λ2 − z + e2
λ2 + z + e2

× tan
(
1

2
arccos

(e2
z

)))
;

N c
2 = 0; N c

3 = 0;

Ns
1 =

1

zλ1λ2
(−λ1λ2κ2 ln (λ2)− 2λ1κ2e2

+ λ1λ2κ2 ln (λ2 + 2e2)− λ1λ2κ1 ln (λ1)

− 2λ2κ1e1 + λ1λ2κ1 ln (λ1 + 2e1));

Ns
2 = 4H + ρ1πzω − 3

4
ρ2πz

3ω3;

Ns
3 = − πzω.

将Ψ (z, ω)和Φ (z, ω)代入 (12)式消去参数 θ可得

受分段非线性约束的系统在周期外激励作用下

的幅频响应关系, 即系统幅值 z和调谐因子σ的关

系表达式(
πzσω2

0 − αN c
1 − βN c

2 − δN c
3

)2
+ (αNs

1 + βNs
2 + δNs

3 )
2 − π2q2 = 0. (13)

3 约束系统周期响应特性研究

采用Runge-Kutta数值计算方法求解双约束
系统状态方程 (6)式, 研究分段非线性弹性约束
和分段非线性阻尼约束共同作用下的系统动力

学行为, 分别对分段非线性约束项的参数取值为
κ1 = 15, κ2 = 10, λ1 = 6.5, λ2 = 5.5, e1 = 0.8,
e2 = −0.5, H = 0.5, ρ1 = 1.5, ρ2 = 1.2, 对不同分
段非线性约束条件下响应特性进行仿真分析.

3.1 时域响应特性

为研究周期激励作用下的分段非线性约束对

系统的影响规律, 取一组分段非线性弹性约束项系
数α值, 在分段非线性阻尼约束项系数β = 4时对

比分析不同弹性约束条件下的时域响应可直观反

映系统行为的变化规律. 分段非线性弹性约束强

弱程度不同时系统在周期激励下时域响应曲线如

图 3所示.
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-3

-2

-1

0

1

2

3

4

t

x

α=2

α=4

α=6

α=2 α=4 α=6

(a)
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-2.0
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1.0
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t
y

(b)

图 3 (网刊彩色)不同α时系统的时域响应 (a)位移;
(b)速度
Fig. 3. (color online) Time domain response of system
with different coefficient α: (a) displacement; (b) ve-
locity.

随着分段非线性弹性约束项系数α的增大, 系
统幅值减小. 与此同时在达到峰值时出现不规则的
微小波动, 这使得系统速度在 y = 0附近出现越来

越明显的波动, 对于同时受到分段非线性阻尼约束
的系统会引起更复杂的动力学行为. 速度 y受α增

大的影响在峰值附近的剧烈波动, 这表明分段非线
性弹性约束的增强会使分段非线性阻尼约束特性

更加明显.

3.2 分岔响应特性

以外激励幅值 q为分岔参数, 分析系统在不同
分段非线性阻尼约束条件下的分岔图及其对应的

最大Lyapunov指数 (largest Lyapunov exponent,
LLE)曲线, 如图 4 —图 6所示. 通过观察其不同激
励幅值时的相平面图和Poincaré截面, 分析分段非
线性约束系统分岔响应随外激力幅值的变化规律.
比较不同分段非线性阻尼约束条件下系统随外激

励幅值变化的分岔特性, 研究分段非线性阻尼对系
统稳定性的影响.
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图 4 参数α = 0.015, β = 4时, 系统的分岔图、LLE曲线、相图及Poincaré截面 (a)分岔图; (b) LLE曲线; (c),
(e), (g)相图, q分别为 17.8, 18.5, 20; (d), (f), (h) Poincaré截面, q分别为 17.8, 18.5, 20
Fig. 4. When α = 0.015, β = 4, panel (a) is bifurcation diagram of the system; panel (b) is largest Lyapunov
exponent curve of the system; panels (c), (e), (g) are phase diagrams with q = 17.8, 18.5, 20, respectively;
panels (d), (f), (h) are Poincaré sections with q = 17.8, 18.5, 20, respectively.

结合图 4 (a)和图 4 (b)中所示的分岔图和LLE
曲线可以看出, 分段非线性约束系统随外激励幅值
q出现复杂的动力学行为. 取不同激励幅值 q考察

系统相平面特性和Poincaré截面, 如图 4 (c)—(h)

所示. 发现当 q = 17.8时系统状态表现为周期运

动, q = 18.5时系统出现周期3运动状态, q = 20时

系统Poincaré截面由若干聚集点变为杂乱无章的
分布形式, 可见此时系统处在混沌运动状态.
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图 5 参数α = 0.015, β = 5.5时系统的 (a)分岔图和 (b) LLE曲线

Fig. 5. (a) Bifurcation diagram and (b) largest Lyapunov exponent curve of the system when α = 0.015, β = 5.5.
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图 6 参数α = 0.015, β = 7时系统的 (a)分岔图和 (b) LLE曲线

Fig. 6. (a) Bifurcation diagram and (b) largest Lyapunov exponent curve of the system when α = 0.015, β = 7.

结合图 4 (a)、图 4 (b)观察图 5和图 6可见, 系
统分岔行为受到分段非线性阻尼约束变化的影响

较为明显. 系统LLE小于零的外激励区间随β增

大而变小, 分岔行为变得复杂而不稳定, 系统处在
混沌区域的外激励幅值区域变宽. 分段非线性阻尼
约束的增强导致系统的动力学行为在更大范围内

处于复杂、不可预测的混沌状态, 使系统稳定性逐
渐遭到破坏.

3.3 幅频响应特性

根据 (13)式所示的系统幅频关系, 取系统参数
值分别为: ω0 = 3, ξ = 0.01, ε = 0.1, 对系统幅频
关系进行仿真. 分别比较两个分段非线性约束项系
数α和β变化时系统幅值与外激励频率和幅值的

关系曲线, 分析系统受分段非线性弹性和阻尼双约
束时的非线性特性及在分段临界位置的变化规律,
并讨论变激励作用下的双分段非线性约束系统稳

定性受各参数影响的变化规律. 不同约束和激励条

件下的系统幅频响应分别如图 7和图 8所示.
由图 7 (a)中所示的 z-σ关系曲线可见, 受分段

弹性非线性和分段阻尼非线性的双重约束作用, 系
统幅值 z随着外激励频率的变化出现跳跃现象. 在
幅值达到分段非线性弹性约束临界位置 (图中虚
线)时 z-σ关系曲线出现非光滑折变, 经过临界位
置后又呈现光滑特性, 表明系统在邻近分段时由于
非线性约束的改变而出现响应的折变. 取不同大
小的分段非线性弹性约束项系数α得到相应的 z-σ
关系曲线, 如图 7 (b)所示. 比较发现, α增大时跳
跃现象的频率区域也随之变宽, 即受分段非线性弹
性约束变化的影响, 系统的不稳定频率区域变宽.
图 7 (c)中, 受到分段非线性阻尼约束变化的影响,
系统幅值随着β的增大而减小, 出现多解的频率范
围逐渐变宽. 当幅值在非线性阻尼约束作用下减小
至小于弹性约束分段位置处时, 分段非线性弹性约
束对系统的影响减弱. 图 7 (d)中, 由于分段非线性
约束导致的跳跃现象随着外激励幅值的增大逐渐

减弱直至消失.
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图 7 (网刊彩色) (a) z-σ特征曲线及其局部放大; (b) α不同时的 z-σ曲线, q = 15, β = 4; (c) β不同时的 z-σ曲
线, q = 15, α = 0.015; (d) q不同时的 z-σ曲线, α = 0.015, β = 4

Fig. 7. (color online) (a) z-σ characteristic curves; (b) z-σ curve, q = 15, β = 4; (c) z-σ curve, q = 15,
α = 0.015; (d) z-σ curve, α = 0.015, β = 4.
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图 8 (网刊彩色) (a) z-q特征曲线及其局部放大, α = 0.2, β = 20; (b) α不同时的 z-q曲线, β = 50, σ = 1.0;
(c) β不同时的 z-q曲线, α = 0.2, σ = 1.0; (d) σ不同时的 z-q曲线, α = 0.2, β = 50

Fig. 8. (color online) z-q characteristic curves with different conditions: (a) α = 0.2, β = 20; (b) β = 50,
σ = 1.0; (c) α = 0.2, σ = 1.0; (d) α = 0.2, β = 50.
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受到分段非线性约束作用的影响, 系统幅值会
随着外激励幅值的变化在更大范围内发生跳跃现

象, 并且在非线性弹性约束分段位置处发生折变
(如图 8 (a)中局部放大图所示), 使幅值随激励幅值
的变化曲线失去光滑性. 幅值 z随着外激励幅值 q

的增大出现明显的跳跃现象, 并且随着分段非线性
弹性约束项系数α的增大, 系统幅值出现跳跃的不
稳定激励幅值区域扩大. 幅值 z随着分段非线性阻

尼约束项系数β的增大而减小. 随着调谐因子σ的

增大 (即外激频率增大), 幅值发生跳跃时的外激励
幅值增大.

由此可见, 外激励幅值和频率对系统影响主要
表现在系统响应对分段非线性约束的敏感程度上,
而分段非线性弹性约束和分段非线性阻尼约束才

是影响系统稳定性的主要因素. 分段非线性弹性约
束是使系统处在不稳定区域的主导因素, 分段非线
性阻尼约束可抑制幅值增大, 但又会引起分段弹性
约束结构的变化使系统进入不可预测的混沌状态.

4 结 论

本文提出了一类具有分段非线性弹性和分段

非线性阻尼双约束作用的动力学系统, 分别对分段
非线性约束系统的周期响应进行了数值和解析求

解. 比较分析两种非线性约束在不同参数条件下的
系统响应, 结果表明分段非线性弹性约束的增强使
系统不稳定频率区域变宽, 由此而导致的失稳还会
引起速度的波动, 进而加剧分段非线性阻尼约束对
系统稳定性影响. 增强分段非线性阻尼在一定程度
上可以减小系统幅值, 由此也可减小分段非线性弹
性约束对系统影响的可能性, 但是更大程度上使得
系统处在复杂而不可预测的混沌运动状态. 明确两
种分段非线性约束之间的相互关系及其对系统响

应特性的影响规律, 为进一步对这一类分段非线性

弹性和阻尼双约束系统动力学行为控制提供了理

论依据.
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Abstract
Piecewise nonlinear constraint exists in various fields and it always affects the stability of a system. In order to realize

the dynamic characteristic of the system constrained by these nonlinearity, we consider two kinds of typical piecewise
nonlinear constraints under the dynamic conditions, and establish a dynamic model with double piecewise nonlinear
constraint of elasticity and damping, according to the generalized dissipation Lagrange principle. An average method is
used to solve the amplitude and frequency response of the system under a periodic external incentive. By a numerical
simulation, we compare the time domain responses under different piecewise nonlinear elastic constraints. The results
show that the stronger the piecewise nonlinear elastic constraint, the more obvious the piecewise nonlinear damping
constraint is. We also compare the bifurcation responses under different piecewise nonlinear damping constraints, the
results show that the chaos state will emerge in an enlarged scope with the increase of the piecewise nonlinear damping
coefficient, and threaten the stability of the system. The dynamic evolution process of the system is shown by the phase
diagrams and Poincaré sections under the corresponding constraint conditions. By comparing the amplitude-frequency
characteristics of the system under different constraint conditions, we obtain the response characteristic of the system
and its change rule with the piecewise nonlinear constraints. By comparing and analyzing the amplitude-frequency
characteristics under the piecewise nonlinear elastic and piecewise nonlinear damping constraint, we obtain the law of
system stability influenced by different nonlinear factors, and the interaction relationship between the two piecewise
nonlinear constraints.
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