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单模光腔中N个二能级原子系统的

有限温度特性和相变∗

贾树芳† 梁九卿

(山西大学理论物理研究所, 太原 030006)

( 2014年 12月 3日收到; 2015年 3月 12日收到修改稿 )

本文研究单模光场中N个二能级原子Dicke模型的有限温度特性和相变. 把原子赝自旋转换为双模费米
算符, 用虚时路径积分方法推导出系统的配分函数, 对作用量变分求极值得到系统的热力学平衡方程, 及原
子布居数期待值和平均光子数随原子 -光场耦合强度变化的解析表达式. 重点研究了在量子涨落起主导作用
的低温区, 由耦合强度变化产生的从正常相到超辐射相的相变, 指出该相变遵从Landau连续相变理论, 平均
光子数可作为序参数, 零值表示正常相, 大于零则为超辐射相. 在零温极限下本文的结果和量子相变理论完
全符合. 另外, 本文也讨论了系统的热力学性质, 比较有限温度相变和量子相变的异同. 发现, 在强耦合区低
温稳定态的光子数和平均能量都和绝对零度的值趋于一致, 而超辐射相的熵则随耦合强度的增强迅速衰减
为零.

关键词: Dicke模型, 虚时路径积分, 相变
PACS: 05.30.Jp, 03.65.Db, 51.30.+i, 68.35.Rh DOI: 10.7498/aps.64.130505

1 引 言

描述N个二能级原子和单模光场相互作用的

Dicke模型给出了超辐射集体效应的理论解释 [1],
是量子光学的理论基础 [2−5]. 该模型在核物理 [6]、

量子混沌 [7]和量子耗散等 [8]领域都有广泛的应

用. 零温下热涨落全部冻结, 而量子涨落引起的相
变指系统的基态随耦合参数的突然改变 [9], 已成
为近年来的热点研究课题, 在量子信息和量子计
算中也起着重要作用, 因其可用于几何相位 [10,11]

和纠缠 [12]的操控. 非旋波近似Dicke模型的纠缠
动力学 [13]更好地揭示出了相空间的规则结构和

混沌. Dicke模型中正常相到超辐射相的二级相
变早已被指出 [14−17], 并被广泛研究, 得到了旋波
近似下的精确解 [16], 基于玻色子相干态的配分函
数和自由能等 [17]. 量子相变基本上是零温理论,
绝大多数的量子相变研究也都限于零温情况, 用

Holstein-Primakoff 变换把贋自旋算符转换为玻色
子算符, 热力学极限条件下 (N → ∞)可得到变分
法基态, 及旋波和非旋波近似下Dicke模型的量子
相变 [18,19]. 自旋相干态变换是一个新发展的变分
方法, 其优点是, 无须热力学极限即可得到基态能
量和波函数 [20−22]. 近几年, 双模光场Dicke模型也
引起了重视, 该模型不仅有二级而且还存在一级量
子相变 [23]. 随着实验上成功地观测到超辐射量子
相变 [24], 一个包含光子和原子非线性相互作用的
理论模型 [25,26]成了极具吸引力的研究课题, 因它
可产生新奇的基态特性和量子相变 [22,27−29].

上世纪 70年代开始用虚时路径积分研究
Dicke模型, 例如, Popov 等得到了配分函数的渐近
行为, 超辐射相变以及临界温度方程 [30]. 目前, 由
耦合强度变化引起的相变仅限于零温情况, 研究有
限温度稳定态的特性, 探讨热激发对此种相变的影
响, 无疑有重要的理论和实际意义, 因为实验观测
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到的超辐射量子相变 [24]当然是在有限温度. 本文
用虚时路径积分方法研究极低温度 (量子涨落起主
导作用)区, 由原子和光子的耦合强度变化而产生
的相变, 推导出了系统的热力学平衡方程、原子布
居数期待值、平均光子数、平均能量和熵随耦合强

度变化的解析表达式. 应该强调的是, 经典相变是
由热涨落驱动随温度变化而产生的, 本文讨论的是
在量子涨落起主导作用的低温区, 温度固定, 只改
变耦合强度引起的相变. 零温极限下, 本文的结果
和HP变换 [18,19]以及自旋相干态变分法 [20−22]得

到的完全一致.

2 Schwinger表示、等效费米子哈密
顿算符

Dicke模型描述单模玻色场中的N个二能级

原子系统, 非旋波近似下的哈密顿量 (用自然单位
~ = 1)可表示为

H = ωa†a+
ω0

2
Sz +

g√
N

(a+ a†)Sx, (1)

其中, a†, a代表光子的产生和湮没算符, ω为

光场的频率, ω0为原子的共振频率, g代表光

子与原子相互作用的耦合强度, N为原子数目,

Sl =

N∑
i=1

σl,i(l = x, y, z)为原子集体赝自旋算符,

S± = (Sx ± iSy) /2和Sz满足SU(2)角动量对易

关系, [Sz, S±] = ±2S±和 [S+, S−] = Sz. 定义费
米子产生和湮没算符α†

i , αi, γ
†
i 和 γi, 它们满足反

对易关系αiα
†
j + α†

jαi = δij和 γiγ
†
j + γ†

jγi = δij ,
用Schwinger表示把赝自旋算符转换为双模费米
子算符σz(i) → (α†

iαi − γ†
i γi), σ+(i) → α†

iγi,
σ−(i) → γ†

iαi, 我们得到Dicke模型哈密顿量 (1)
的费米子算符形式 [31]

HF = ωa†a+
ω0

2

N∑
i=1

(α†
iαi − γ†

i γi)

+
g√
N

N∑
i=1

(a+ a†)(α†
iγi + γ†

iαi). (2)

3 稳定态特性和温度固定的相变

我们的出发点是系统的配分函数,

Z = Tr e−βH ,

其中, β = 1/(kBT ), kB为玻尔兹曼常数. 但不
能把Dicke模型的原始哈密顿算符H直接换成费

米子算符HF来计算, 因为用Schwinger表示把单
个自旋换为双模费米子后, 原来的两个自旋态则
变成了四个Fock态, 其中 |0, 0⟩, |1, 1⟩两个态是非
物理的, 其对配分函数的贡献可用称为 “Popov-
Fedotov trick”的技术来消除 [32], 为此配分函数可
表示为 [33]

Z = iN Tr e−(βHF+
iπ
2 NF), (3)

其中

NF =

N∑
i=1

(
α†
iαi + γ†

i γi

)
是总粒子数. 不难看出, 虚数化学势的引入, 正好
抵消了非物理态对配分函数的贡献.

用相干态表象把玻色子和费米子算符转换为

经典场变量, 即a, a�∗,

Φi(τ) =

αi(τ)

γi(τ)

 ,

Φ†
i (τ) = (γ∗

i (τ), α
∗
i (τ)) ,

配分函数则可用虚时路径积分计算 [34]

Z =

∫
[dη] exp (−S) , (4)

[dη]表示场变量积分测度. 欧几里得作用量 [31]可

表示为

S =

∫ β

0

a∗(τ)

(
∂

∂τ
+ ω

)
a(τ)

+
N∑
i=1

∫ β

0

dτΦ†
i (τ)GΦi(τ), (5)

其中

G =


∂

∂τ
+

ω0

2

g√
N

(a+ a∗)

g√
N

(a+ a∗)
∂

∂τ
− ω0

2

 ,

τ = it是虚时. 费米场的泛函积分是高斯型的, 可
以直接积出, 最后得到有效作用量为

Seff =

∫ β

0

dτa∗(τ)
(

∂

∂τ
+ ω

)
a(τ)

−N Tr lnG. (6)

它可用定态位相微扰方法计算 [35]. 为此, 对有效作
用量变分,

δSeff(a
∗, a)

δa(τ)
=

δSeff(a
∗, a)

δa∗(τ)
= 0. (7)
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对得到的极值态方程中的玻色场和费米场做傅里

叶变换,

a(τ) = β−1/2
∑
f

a(f) e−ifnτ ,

Φi(τ) = β−1/2
∑
p

Φi(p) e−ipnτ ,

其中, fn和 pn 分别为玻色和费米子场Matsubara
频率. 注意到玻色场的周期性边界条件, 所以
fn = 2πn/β, n为整数. 而费米子场满足反周期性
边界条件, 所以 pn = (2n + 1)π/β. 极值态方程可
以化简为

ωa∗ = ωa

= − 1

β

∑
n

ω0

2
+ 2g2(a∗ + a)

(ipn)2 −
(
ω2
0

4
+ 4

g2

N
a∗a

) . (8)

费米场傅里叶分量的频率求和, 可以转化为复
平面的环路积分, 最终得到的热力学平衡方程有
a = a∗ = 0的平庸解, 即光子数为零, 称为正常相;
而非零解满足的方程是

ω =
4g2

ζ
tanh

(
1

4
βζ

)
, (9)

对应的是超辐射相, 其中 ζ =
√
ω2
0 + 16g2n, −

n =

⟨a+a⟩/N 表示平均光子数. 从方程 (9)可以得到温
度为T的相变点表达式

gc(T ) =
1

2

√
ωω0

tanh(βω0/4)
. (10)

绝对零温时, 相变点变为

gc(T → 0) =

√
ωω0

2
,

和HP变换 [18,19]以及自旋相干态变分法 [20−22]的

结果完全一致. 耦合强度小于临界值 (g < gc)时,
平均光子数为零, 称为正常相, 所有的原子都处于
基态. 耦合强度增强达到临界值时, 发生由正常相
到超辐射相的相变, 此时原子激发态有宏观布居
数, 平均光子数大于零. 和热力学相变不同, 这儿
从正常相到超辐射相的相变由量子涨落引起而非

热涨落, 因为温度保持不变. 零温时平均光子数和
原子布居数期待值在正常相和超辐射相时的解析

表达式分别是

−
n(T → 0) =


0,

g2

ω2
− ω2

0

16g2

及

⟨Sz⟩
2N

(T → 0) =

−1/2,

−ωω0/8g
2.

同 样 和HP变 换 [18,19]以 及 自 旋 相 干 态 变 分

法 [20−22]的结果完全一致.
而在有限温度T , 正常相和超辐射相时的原子

布居数期待值为

⟨Sz⟩
2N

(T )

=


−1

2
tanh

(
1

4
βω0

)
, g < gc(T ),

−ω0

2ζ
tanh

(
1

4
βζ

)
, g > gc(T ).

(11)

图 1给出了零温 (T = 0 nK)(蓝实线)和有限温
度 (T = 140 nK)(红点划线), 蓝失谐 (ω0 < ω,
ω0 = 0.047 MHz, ω = 20 MHz)情况下, 原子布
居数期待值随耦合强度 g的变化曲线.

0 0.5 1.0 1.5

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

g/MHz

<S
z
>/
2
N

图 1 (网刊彩色)原子布居数期待值随耦合强度 g的变化

曲线

Fig. 1. (color online) Scaled atomic population as a
function of the coupling strength g.

图 2 (a)平均光子数T -g相图, 平均光子数用颜
色标度, NP表示正常相, SP表示超辐射相; (b)温
度T = 0 nK(蓝实线)和T = 140 nK(红点划线)时,
平均光子数随耦合强度 g的变化曲线.

从图 2 (b)可看到, 有限温度使相变点向耦合
强度大的方向移动, 要特别强调的是, 有限温度时
正常相原子激发态布居数不为零, 即, 真空时 (平均
光子数为零)原子可被热跃迁到激发态, 而零温正
常相原子恒处于基态. 平均光子数可作为序参数,
无论是零温还是有限温度, 其值大于零为超辐射
相, 而零值表示正常相. 因此, 正常相和超辐射相
间的相变满足Landau连续相变理论. 同样可发现,
低温下 (本文中, T = 140 nK), 当耦合强度 g大于

一定值时, 零温和有限温度的平均光子数 (原子布
居数)曲线完全重合.
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-
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0 0.484 0.644 1.0 1.5
-5

0

5

10

(b)

图 2 (a)平均光子数 T -g相图; (b)温度 T = 0 nK和
T = 140 nK时, 平均光子数随耦合强度 g的变化曲线

Fig. 2. (a) Average photon number as a func-
tion of temperature T and the coupling strength g;
(b) Average photon number as a function of the coupling
strength g at temperature T = 0 nK和 T = 140 nK.

4 热力学性质

根据平均能量的定义式

E =
⟨H⟩
N

= − 1

N

∂

∂β
lnZ,

可得到有限温度稳定态能量在正常相和超辐射相

时分别为

E(T )

=


−ω0

2
tanh

(
βω0

4

)
, g < gc(T ),

ω
−
n−ζ

2
tanh

(
βζ

4

)
, g > gc(T ).

(12)

零温极限下, 稳定态能量则变为

E(T → 0) =


−ω0

2
,

−ω

(
g2

ω2
− ω2

0

16g2

)
.

(13)

与HP变换 [18,19]以及自旋相干态变分法 [20−22]的

基态能完全相同. 图 3分别是蓝失谐 (ω0 < ω, 其

中ω0 = 0.047 MHz, ω = 20 MHz)时, 零温T = 0

nK(蓝实线)和有限温度T = 80 nK(红点划线), 120
nK(绿短划线)稳定态能量随耦合强度 g的变化.

-0.10

-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

0

E
/
M
H
z

0 0.5 1.0 1.5
g/MHz

图 3 不同温度的稳定态能量随耦合强度 g的变化

Fig. 3. Steady-state energy as the coupling strength g

for different temperatures.

同样可发现, 当耦合强度 g大于一定值时, 不
同温度的稳定态能量曲线重合. 熵的表达式是

S =



2 ln
[
2 cosh

(
βω0

4

)]
−βω0

2
tanh

(
βω0

4

)
, g < gc(T ),

2 ln
[
2 cosh

(
βζ

4

)]
−βζ

2
tanh

(
βζ

4

)
, g > gc(T ).

(14)

图 4给出了有限温度T = 120 nK(绿短划线),
80 nK(红点划线), 40 nK(蓝实线)熵随耦合强度 g

的变化图.

0 0.5 1.0 1.5
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

g/MHz

S

图 4 熵 (S)随耦合强度 g的变化

Fig. 4. Entropy S as a function of the coupling
strength g.

我们发现, 正常相的熵值随温度升高而增加.
对于给定的温度, 熵值不随耦合强度 g变化. 超辐
射相时, 熵值随耦合强度 g的增大而迅速衰减到零,
也就是说强耦合集体激发态是高度有序的, 在我们
考虑的温度范围内不被热涨落所影响.
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5 结 论

我们用虚时路径积分方法给出非旋波近似下

Dicke模型的有限温度特性和耦合强度变化引起的
相变. 平均光子数可作为序参数, 无论零温还是有
限温度, 其值大于零表征超辐射相, 零值则为正常
相. 零温正常相时, 原子都在基态, 有限温度时, 原
子可被热跃迁到激发态, 而光场仍为真空. 本文得
到的有限温度稳定态的光子数, 原子布居数期待
值, 以及平均能量解析表达式, 在零温极限下和零
温量子相变理论结果完全一致. 随温度升高, 相变
点向耦合强度 g增大的方向移动. 在我们讨论的温
度范围 (T = 140 nK), 当耦合强度高于一定值时,
零温的平均光子数、原子布居数期待值以及基态能

量和有限温度的值重合, 换句话说, 强耦合时, 微弱
的热涨落不影响光场强度, 原子布居数期待值和平
均能量.
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Abstract
In this paper, we investigate the finite-temperature properties and phase transition of the Dicke model. Converting

the atomic pseudo-spin operator to the two-mode Fermi operators, we obtain the partition function in terms of the
imaginary-time path integral. The atomic population and average photon number as analytic functions of the atom-
photon coupling strength are found from the thermodynamic equilibrium equation, which leads to the stationary state at
a finite temperature and is determined by the variation in an extremum-condition of the Euclidean action with respect
to the bosonic field. In particular we study the phase transition from normal to superradiation phase at a fixed low-
temperature, in which the phase transition is dominated by quantum fluctuations. The phase transition induced by the
variation of the atom-photon coupling strength indeed obeys the Landau continuous phase-transition theory, in which
the average photon-number can serve as an order parameter with non-zero value that characterizes the superradiation
phase. In the zero temperature limit our results recover exactly all those obtained from the quantum phase transition
theory at zero temperature. In addition, we discuss the thermodynamic properties and compare the difference between
finite-temperature phase transition and zero-temperature quantum phase transition. It is discovered that the average
photon-number and mean energy in the low-temperature stationary state coincide with the corresponding values of
zero-temperature in the strong coupling region. The entropy of the superradiation phase decays rapidly to zero with the
increase of coupling strength.
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