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圆柱形分层五模材料声学隐身衣的理论与

数值分析

张向东† 陈虹 王磊 赵志高 赵爱国

(武汉第二船舶设计研究所, 武汉 430205)

( 2014年 10月 9日收到; 2015年 1月 16日收到修改稿 )

声学隐身衣物性参数分布的连续性对制备造成了很大困难, 需要采用分层的方法进行近似. 研究分层对
隐身衣性能的影响具有重要意义. 本文首先推导了圆柱形分层声学隐身衣散射声压场的理论解, 然后通过数
值算例验证了理论推导的正确性, 最后针对层数、层厚分布对隐身衣性能的影响进行了计算研究. 结果表明,
选取恰当的层数和层厚分布可在不增加制备难度的同时改善隐身衣性能.

关键词: 声学隐身衣, 五模材料, 分层
PACS: 43.40.Sk, 43.20.Fn, 43.20.Tb, 43.20.Bi DOI: 10.7498/aps.64.134303

1 引 言

减弱水下航行器等物体在声波中的散射效应

具有重要意义. 声学隐身衣基于变换声学原理,
通过巧妙设计隐身衣的物性参数, 可操控声波传
播路径使得任意频率的声波 “绕过”隐身对象而大
大减小散射效应. 上述概念最早出现于电磁学领
域. 本世纪初, Leonhardt [1]和Pendry等 [2]研究了

基于奇异变换使物体在电磁波中隐身的方法. 此
后, 电磁隐身衣的研究呈迅速发展的趋势. Kwon
等首次研究了非径向对称电磁隐身衣 [3]. Schurig
首次完成了微波频段下圆柱形电磁隐身衣的试验

演示 [4]. Ma等将Leonhardt和Pendry等的理论推
广到了各向异性介质中的电磁隐身衣, 并进行了数
值验证 [5]. 吴群等首次推导了三维任意轴比椭球
电磁隐身衣的物性参数, 并仿真验证了其隐身效
果 [6]. Guo等给出了半空间中半圆柱形运动物体的
隐身衣设计方案, 并仿真验证了其隐身效果 [7]. 其
他研究成果可参见 [8−11].

随着电磁隐身衣研究的日益深入, 人们开始尝
试将相关概念应用于声学隐身衣的设计. Cummer

等通过对比 2维声波方程和单极麦克斯韦方程, 证
明电磁波中的变换方法同样适用于 2维声波方程,
完成了声学隐身衣的首次探索 [12]. Chen等 [13]以

及Cummer等 [14]采用不同的方法得到了具有各向

异性参数的 3维声学隐身衣, 不过他们的设计并非
基于坐标变换的方法. 不久, Cummer等证明了,
声波的弹性动力学方程其实是坐标变换形式不变

的 [15], 为变换声学的发展奠定了坚实的基础.
最初, 人们研究的声学隐身衣都是基于惯性

材料, 也就是密度各向异性刚度各向同性的材
料 [16−18]. Norris指出, 惯性隐身衣存在根本的缺
陷: 由于变换函数存在奇点, 隐身衣内层密度将变
得无限大 [19]. 显然这对于隐身衣的实际应用是非
常不利的. 为解决这个问题, Norris提出了五模材
料隐身衣的概念. 这种隐身衣基于刚度各向异性的
五模材料, 实现了与惯性隐身衣同样的声学隐身效
果, 而降低甚至去掉了对密度的各向异性要求. 五
模隐身衣自问世之日起就受到学界的广泛关注. 如
Hu等研究了变换声学中实空间到虚空间的变换关
系, 通过分析限制条件与控制参数之间的关系, 解
释了存在具有各自不同特点的五模声学隐身衣的

原因 [20]. Layman等给出了一种具有应用前景的强
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各向异性五模材料微结构设计方案 [21]. Bückmann
等用激光直写技术, 基于聚合物材料制作出了五模
材料样本 [22].

原则上, 声学隐身衣应具有连续的物性参数.
然而, 受制备工艺等客观条件的限制, 实际制备时
必须采用分层的手段. 作为一种简化手段, 由于分
层人为引入了交界面, 对隐身衣性能必然会造成影
响. 研究分层对隐身衣性能的影响具有重要的理论
及实际意义. 高东宝等基于等效介质理论, 提出了
具有共焦层状结构的椭圆柱形惯性声学隐身衣设

计方法 [23]. Cai等研究了变换函数对分层惯性隐身
衣隐身性能的影响 [24]. Scandrett等研究了分层五
模材料球形隐身衣 [25,26]. 他们的主要结果是, 通过
优化分层隐身衣的密度和刚度, 可改善隐身衣在频
率点、甚至频率带上的隐身性能. 本文研究对象为
圆柱形五模材料分层隐身衣. 本文与Scandrett等
的研究存在本质的不同: 首先, 本文的研究对象为
圆柱, 而后者为圆球. 考虑到隐身衣的潜在重要应
用对象为水下航行器, 圆柱的研究更有意义. 其次,
本文研究的是层数、层厚分布等分层因素对隐身衣

性能的影响, 后者则着眼于通过优化物性参数改善
隐身衣性能.

本文首先推导圆柱形分层隐身衣散射场的解

析解, 然后通过典型算例验证理论及程序的有效
性, 最后结合程序计算结果研究层数、层厚分布对
隐身性能的影响.

2 分层隐身衣散射场的解析解

由于圆柱形具有很强的对称性, 当入射声波为
简谐波时, 可通过分离变量法得到散射场的级数形
式解析解.

2.1 五模材料声学隐身衣理论

根据Norris建立的五模材料声学隐身衣理
论 [19], 弹性材料的应力张量σ和应变张量ε通过

虎克定律

σ = C : ε (1)

相联系. 对于五模材料来说, 模量张量C具有

C = KS ⊗ S (2)

的形式. 其中K为标量; S为 2阶特征张量, 它满
足静平衡条件divS = 0. 如果将C写成矩阵的形

式, 它的 6个特征值中有 5个都为 0, 也就是说材料
有 5个容易发生的形变模态. 这就是将具有 (2)式
的材料称为五模材料的原因. 定义五模材料中的
“声压”

p = −K (S : ε) . (3)

根据 (1)—(3)式,

σ = K (S : ε)S = −pS.

将其代入材料运动方程, 得到

ρv̇ = divσ = −div (pS) , (4)

其中ρ, v分别为材料密度张量以及粒子运动速度.

对 (向量值)函数F , Ḟ =
∂F

∂t
, F̈ =

∂2F

∂t2
分别表示

F 关于时间变量 t的一阶、二阶导数. 将 (4)式代入
(3)式, 得到

p̈ = −KS : ∇v̇ = −KS : ∇
(
−ρ−1div (pS)

)
= KS : ∇

(
ρ−1Sdiv (p)

)
,

整理即得五模材料中的声波方程

KS : ∇
(
ρ−1S∇p

)
− p̈ = 0. (5)

根据变换声学理论, 通过操控隐身衣的物性参数 ρ,
K和S, 可在方程 (5)与虚空间中经典声波方程

∇2p− 1

c2
p̈ = 0

之间建立对应关系, 而隐身衣外部的散射声压场等
同于虚空间中尺寸很小的物体的散射声压场, 从而
实现隐身的效果. 若密度矩阵ρ为标量, 此时隐身
衣为五模材料隐身衣. 标量密度用ρ表示.

理论上得到的隐身衣具有连续分布的物性参

数, 工程上很难实现. 为解决这一问题需要采用分
层的手段, 层内为同种材料. 这样一来不可避免会
对隐身衣的性能产生影响. 下面针对分层对隐身衣
性能的影响展开研究.

2.2 分层隐身衣散射场求解的分离变量法

入射波为简谐声波时, 密度为标量的圆柱形五
模材料隐身衣内部的声波方程可写为2维形式 [19]

KS : ∇
(
ρ−1S∇p

)
− p̈ = 0, (6)

其中

p = p (x, y, z) = p(x, y) = p(r, θ)

为声压分布函数, (x, y, z)为笛卡尔坐标变量,
r =

√
x2 + y2, θ = tan−1

(y
x

)
为球极坐标变量;
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K, ρ分别为材料的体积模量和密度; S为五模材料
特征张量. 五模材料模量张量C可表示为 [19]

C = KS ⊗ S =
(√

KrIr +
√
K⊥I⊥

)
⊗
(√

KrIr +
√
K⊥I⊥

)
, (7)

其中Kr和K⊥为径向刚度和切向刚度 (这里的切
向刚度 (tangential stiffness) 并非剪切模量 (shear
modulus), “切向”表示与径向垂直的方向). 当
Kr ̸= K⊥时材料具有各向异性特性; 当Kr = K⊥

时材料具有各向同性特性; 当Kr和K⊥等于水的

体积模量时, (7)式是水的模量张量. 水就是各向同
性的五模材料. 此外,

Ir =

x2/r2 xy/r2
xy/r2 y2/r2

 ,

I⊥ = I − Ir,

其中I为单位矩阵. 方程 (6)的球极坐标形式为

cr
∂

∂r

(
cr
∂p

∂r

)
+ crc⊥

1

r

∂p

∂r

+ c2⊥
1

r2
∂2p

∂θ2
− ∂2p

∂t2
= 0, (8)

其中

cr =
√
Kr/ρ, c⊥ =

√
K⊥/ρ

分别为材料的径向、切向声速. 对分层隐身衣来说,
层内声波方程为

cr,i
∂

∂r

(√
Kr,i

ρi

∂p

∂r

)
+ cr,ic⊥,i

1

r

∂p

∂r

+ c2⊥,i

1

r2
∂2p

∂θ2
− ∂2p

∂t2
= 0. (9)

方程中用下标 i = 1, · · · , N表示不同层的物
性参数. 下面采用分离变量法求解方程 (9). 令

p = α (r)β (θ) e−iωt, (10)

其中ω为圆频率, 则方程 (9)化为

β′′ (θ) c2⊥,i

α (r)

r2
+ β (θ)

[
c2r,iα

′′ (r)

+ cr,ic⊥,i
1

r
α′ (r) + ω2α (r)

]
= 0. (11)

对n = 0, 1, · · · , 可将方程 (11)分解为如下形式:

β′′ (θ) + n2β (θ) = 0,

c2r,iα
′′ (r) + cr,ic⊥,i

1

r
α′ (r)

(
ω2 − n2c2⊥,i

1

r2

)

= 0. (12)

求解 (12)式, 可得

β (θ) = C1
n cos (nθ) + C2

n sin (nθ) ,

α (r) = C3
i,nϕi,n (r) + C4

i,nψi,n (r)

=C3
i,n

(
ωr

cr,i

) 1−
c⊥,i
cr,i
2

Jµi,n

(
ωr

cr,i

)

+ C4
i,n

(
ωr

cr,i

) 1−
c⊥,i
cr,i
2

H(1)
µi,n

(
ωr

cr,i

)
,

其中Jµ,H
(1)
µ 分别为第一类、第三类Bessel函数,而

µi,n =

√((
1− c⊥,i

cr,i

)
/2

)2

+ n2
c2⊥,i

c2r,i
. (13)

根据 (10)式, 去掉时间项后的分层隐身衣层内的级
数声压场可写为

pi =
∑

pi,n =
∑

(Ci,nϕi,n (r) +Di,nψi,n (r))

× (cos (nθ) + ki,n sin (nθ)) (14)

的形式. 其中的未知系数Ci,n, Di,n以及ki,n需要

根据边界条件确定.

2.3 入射声波的平面波展开

对于简谐入射波

P I = e−iωt eiωx = e−iωt eiωr cos(θ). (15)

其傅立叶级数展开形式为

P I = e−iωt
∞∑

n=0

γn (r) cos(nθ), (16)

其中

γn (r) =
2inπJn (ωr)∫ 2π

0

cos2(nθ)dθ
.

2.4 散射声压场的解析解

下面考虑隐身衣的散射声压场. 水中散射声压
场满足经典声波方程. 利用分离变量法 [27], 水中散
射声压场级数形式可写为

pS =
∑

(En cos (nθ) + Fn sin (nθ))

×H(1)
n (ωr) , (17)

式中未知系数En, Fn将在施加边界条件后求解.
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2.5 分层隐身衣散射场的边界条件

下面考虑边界处理方法. 层与层之间应满足法
向压力和粒子的法向速度相等的条件[

ntSp
]∣∣

r=r
i+1

2

= 0,[
ntρ−1S∇p

]∣∣
r=r

i+1
2

= 0, (18)

其中 ri+ 1
2
(i = 1, 2, · · · , N − 1)为 i, i + 1两层的界

面, n为外法向向量. 根据 (14)式Ci,n

Di,n

 =Mi,n

Ci+1,n

Di+1,n

 ,
ki,n = ki+1,n, (19)

其中

Mi,n = (ρicr,iΦ)
−1
ρi+1cr,i+1Ψ,

Φ =

 ϕi,n

(
ri+ 1

2

)
ψi,n

(
ri+ 1

2

)
ρ−1
i

∂ϕi,n
∂r

(
ri+ 1

2

)
ρ−1
i

∂ψi,n

∂r

(
ri+ 1

2

)
 ,

Ψ =

 ϕi+1,n

(
ri+ 1

2

)
ψi+1,n

(
ri+ 1

2

)
ρ−1
i+1

∂ϕi+1,n

∂r

(
ri+ 1

2

)
ρ−1
i+1

∂ψi+1,n

∂r

(
ri+ 1

2

)
 .

在隐身衣内层 r = a处, 采用Neumann边界条件.
从而

C1,n
∂ϕ1,n
∂r

(a) +D1,n
∂ψ1,n

∂r
(a) = 0. (20)

隐身衣外层 r = b处, 也要满足法向应力和粒子法
向速度平衡的条件. 因此

ρNcr,N (CN,nϕN,n (b) +DN,nψN,n (b))

= γn (b) +H(1)
n (ωb)En, (21)

kN,nρNcr,N (CN,nϕN,n (b) +DN,nψN,n (b))

= H(1)
n (ωb)Fn, (22)

ρ−1
N ρNcr,N

(
CN,n

∂ϕN,n

∂r
(b) +DN,n

∂ψN,n

∂r
(b)

)
= γ′n (b) + ω

∂H
(1)
n

∂z
(ωb)En, (23)

kN,n

ρN
ρNcr,N

(
CN,n

∂ϕN,n

∂r
(b) +DN,n

∂ψN,n

∂r
(b)

)
=ω

∂H
(1)
n

∂z
(ωb)Fn. (24)

求解 (16)—(24)式, 可得

En =
γ′n (b)Xn − γn (b)

H
(1)
n (ωb)− ω

∂H
(1)
n

∂z
(ωb)Xn

, (25)

Xn = ρN
h1,nϕN,n (b) + h2,nψN,n (b)

h1,n
∂ϕN,n

∂r
(b) + h2,n

∂ψN,n

∂r
(b)

, (26)

h1,n
h2,n

 = (M1,n · · ·MN−1,n)
−1

−
∂ψ1,n

∂r
(a)

∂ϕ1,n
∂r

(a)

 ,
Fn = 0. (27)

最终得到分层隐身衣散射声压场表达式

pS =
∑

En cos (nθ)H(1)
n (ωr), (28)

其中En可通过 (25)式计算.

3 数值分析

基于上述理论推导, 编制了计算程序对层数、
层厚分布等因素对分层隐身衣隐身性能的影响进

行计算研究. 首先用数值算例验证理论及程序的有
效性.

3.1 分层隐身衣散射场解析解的有效

性验证

根据变换声学理论, 连续隐身衣物性参数由变
换函数决定 (公式推导过程可参见文献 [19]). 取变
换函数为最简单的线性变换

f =
b− δa

b− a
r +

b

b− a
(δa− a) , (29)

其中a, b, δ分别为隐身衣内径、外径和缩减系数.
隐身衣的散射声压场等同于被隐身物体缩减为原

来 δ倍后的散射声压场. 令 δ → 1, 散射声压场应
逐步趋向于无隐身衣的散射声压场. 此过程中密度
(与水密度的相对值)与特征张量

ρ =
ff ′

r
→ 1,

S =
f

r

(
Ir +

rf ′

f
I⊥

)
→ I, (30)

而径向刚度与切向刚度 (与水的体积模量的相
对值)

Kr =
f

rf ′
→ 1, K⊥ =

1

Kr
→ 1. (31)

根据 (7), (30), (31)式, 连续隐身衣物性参数
收敛于环境介质——也就是水的物性参数. 分层
隐身衣是连续隐身衣的近似, δ → 1时其散射场应

趋近于无隐身衣时物体的散射声压场. 取a = 0.05,
b = 0.1, 层数N = 5, 频率 f = 40 kHz. 计算距
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隐身衣d = 0.2处包络面上的散射场. 表 1给出了
δ = 0.5时的物性参数取值.

表 1 δ = 0.5时的分层隐身衣物性参数

Table 1. Material parameters of layered cloak with
δ = 0.5.

1层 2层 3层 4层 5层

密度 0.8864 1.0962 1.2500 1.3676 1.4605

径向刚度 0.3939 0.4872 0.5556 0.6078 0.6491

切向刚度 2.5385 2.0526 1.8000 1.6452 1.5405

注: 表 1和表 2中的密度为与水的密度的相对值, 刚度 (包
括径向刚度及切向刚度)为与水的体积模量的相对值.

计算结果如图 1所示. 容易看到, 此时隐身衣
的散射声压场收敛于无隐身衣时光球的散射声压

场. 这符合物理规律, 间接验证了理论和程序的有
效性.

从物理上讲, 当隐身衣层数越来越多时, 分层
隐身衣声学特性应趋向于连续隐身衣. 令变换函数
(29)中的 δ = 0.3, 其余参数设定与上面一致. 当层
数增多时, 计算层数增多时距隐身衣距离d = 0.2

处包络面上的散射声压场, 计算结果如图 2所示.
可以看出, 当层数N = 12时, 分层隐身衣性能与连
续隐身衣散射场已很接近. 这符合物理规律, 再次
验证了理论和程序的有效性.

0.4

0.8

1.2

30

210

60

240

90

270

δ=0.5 δ=0.7 δ=0.9

120

300

150

330

180 0

0.4

0.8

1.2

30

210

60

240

90

270

120

300

150

330

180 0

0.4

0.8

1.2

30

210

60

240

90

270

120

300

150

330

180 0

0.4

0.8

1.2

30

210

60

240

90

270

120

300

150

330

180 0

图 1 物性趋向于水时隐身衣的散射声压场

Fig. 1. Scattering field of cloak as material parameters approach that of water.
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图 2 层数增多时分层隐身衣与连续隐身衣散射场对比

Fig. 2. Comparison of scattering fields between layered and continuous cloaks as layers’ number varies.

3.2 层数对隐身衣性能的影响

对隐身衣进行分层, 层数是需要考虑的重要因
素. 由于隐身衣厚度有限, 层数过多而单层厚度过
小, 会对五模材料微结构的设计、制备造成不利影
响; 层数过少又会对隐身衣的隐身性能带来影响.
因而研究层数对隐身衣性能的影响具有重要意义.
本文对频率 f = 20 kHz, 40 kHz, 60 kHz(对应的
ka值, 即入射波数与散射体尺度的乘积分别为 8.4,
16.8, 25.2)时层数对隐身性能的影响进行了计算研
究. 连续隐身衣材料物性利用 (29)—(31)式计算, δ
取为 0.3. 令层厚均匀分布, 各层物性参数取为各

层中心的连续隐身衣参数. 连续隐身衣参数取值
与 3.1节相同. 表 2给出了层数为 5时的物性参数
取值.

表 2 层数为 5时的分层隐身衣物性参数
Table 2. Material parameters of layered cloak with
N = 5.

1层 2层 3层 4层 5层

密度 1.0100 1.0408 1.0633 1.0806 1.0942

径向刚度 0.8347 0.8601 0.8788 0.8930 0.9043

切向刚度 1.1980 1.1626 1.1379 1.1198 1.1058
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计算结果如图 3所示. 图中横坐标为层数. 纵
坐标为归一化散射系数, 单位分贝 (dB), 用来表征
敷设隐身衣后的散射场减弱程度. 其计算公式为

σnsc = 10 log10
σc (WithCloak)

σc (WithoutCloak) ,

式中σc (WithCloak)为敷设隐身衣后的散射系数,
σc (WithoutCloak)为不敷设隐身衣的散射系数.
散射系数为散射声能ES与入射声能EI 的比值 [28].
而对于穿过曲面S的声压分布 p声波, 声能正比于
IM
(∫

S

p
∂p̄

∂n
dS
)

. 特别的, 对于本文研究的分层隐

身衣来说, 根据 (28)式, 计算可得

σc = IM
(∫

C

pS ∂p
S

∂n
dS
)/

IM
(∫

C+

pI ∂p
I

∂n
dS
)

=
bωπ

2bω
IM
[
2 |E0|2H(1)

0 (ωb)H
(2)
0 (ωb)

−
∞∑

n=1

|En|2H(1)
n (ωb)

(
n

ωb
H(2)

n (ωb)

−H
(2)
n+1 (ωb)

)]
,

其中C为散射体外表面, C+为声波入射面. 从
图 3可见, 在当前频率范围内, 层数N = 5时隐身

衣已经具有较好的隐身效果 (∼5 dB), 此后随着层
数的增加隐身效果的改善程度不大. 此外, 从图
中可以看出, 频率越低, 隐身衣效果越好. 这是因
为分层隐身衣本质上为连续隐身衣的离散. 频率
越低, 层厚波长比越小, 离散对连续的近似效果就
越好.
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图 3 层数对隐身性能的影响

Fig. 3. Effects of layers’ number on stealth perfor-
mance.

3.3 层厚分布对隐身性能的影响

除了层数之外, 厚度分布也是隐身衣设计过程
中需要考虑的重要因素. 本文对隐身衣厚度不变时
层厚分布对隐身性能的影响进行了计算研究. 令层

数N = 5, 计算了等厚度、厚度均匀增加、厚度均
匀减小时不同频率下隐身衣的散射系数, 并以散射
系数为目标对厚度进行了优化. 层厚分布确定后各
层参数取为各层中心的连续隐身衣参数. 分层隐身
衣对应的连续隐身衣参数取值方法与 3.1节相同.
表 3给出了频率 f = 40 kHz时, 优化后的层厚分布
以及各层上的物性参数.

表 3 优化后的层厚分布与各层物性参数

Table 3. The thickness distribution after optimization
and corresponding material parameters.

第一层 第二层 第三层 第四层 第五层

层厚 0.0040 0.0078 0.0111 0.0121 0.0150

密度 0.6015 0.8347 1.1231 1.3827 1.6035

径向刚度 0.2081 0.2888 0.3886 0.4784 0.5548

切向刚度 4.8043 3.4622 2.5732 2.0901 1.8023

计算结果如图 4所示. 图中横坐标为频率, 纵
坐标为归一化散射系数. 可以看到, 不同层厚分布
对隐身衣性能影响最大可达3—4 dB. 内层薄、外层
厚的隐身衣性能更好. 对层厚分布进行优化可显著
改善隐身衣性能. 对低频来说, 优化后的隐身衣性
能比等厚度隐身衣优为 1 dB左右, 比厚度均匀增
加的隐身衣优为 0.5 dB左右. 出现这些现象的原
因是由于五模材料起作用的主要物性为弹性模量

(刚度). 连续隐身衣内层材料刚度数值变化较为剧
烈. 参数变化剧烈的地方层厚过大会带来较大的离
散误差, 进而会对性能造成较大影响.
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Fig. 4. Effect of layers’ thickness distribution on
stealth performance.

4 结 论

本文推导了圆柱形分层声学隐身衣的理论解,
对分层对隐身性能的影响进行了计算和分析. 得到
的主要结论如下:
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1)随着分层隐身衣层数的增加, 隐身衣的性能
越来越好, 但相应的制备难度也会增大. 对测试频
率来说, 层数N = 5时隐身衣已经可以实现较佳的

隐身效果 (∼5 dB). 此后, 随着层数的增加隐身效
果的改善程度不大.

2)层厚分布对分层隐身衣性能有较大影响. 内
层薄、外层厚对隐身衣性能的改善有利. 通过优化
可使隐身衣性能相对均匀厚度隐身衣改善为 1 dB
左右.
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Abstract
As a newly-developed method, acoustic cloak made of pentamode materials is on its speedway to the promising

potential application. However, physical fabrication of pentamode cloak with continuously varying material parameters
can be a tough work, if not totally impossible. Layering is a natural compromise to bypass this quandary. Researches
on layering effects of inertial cloak are ample. However, researches on layering pentamode acoustic cloak are relatively
limited. Among these researches Scandrett extends the effective bandwidth through optimization of material parame-
ters[2010 J. Acoust. Soc. Am. 127 2856, 2011 Wave Motion. 48 505].

The present work concerns the layering effects of pentamode acoustic cloak. By comparing with precedent results,
the present paper has two major innovations: Firstly, cylinder is chosen to be the basic geometry. This is of obvious
advantage since cylinder is the basic geometry of acoustic cloak’s important potential host. Secondly, effects of layers’
number and thickness distribution on the stealth effect are analyzed. The two are key parameters to be determined in
the layering process. This paper is organized as follows: Firstly, analytical expression of the scattering pressure field of
layered cloak is deduced by means of variables separation. In this process Fourier expansion plays a key role. And the
harmonic assumption of the incident acoustic wave is made. Secondly, typical cases are calculated to verify the validation
of the theoretical analysis. First let material parameters tend towards that of water, and compare the scattering field
with that of the bare rigid object when the cloak is replaced by water. Second let the layering number goes to infinity,
and compare the scattering field with that of the continuous cloak. Phenomena conforming with basic physical laws are
observed. And validity of the theory and codes is confirmed. Thirdly, effects of layers’ number and thickness distribution
on the stealth character are theoretically and numerically analyzed. One can easily see from the computational results
that a critical number N exists. When layers’ number exceeds N , improvement of the stealth effect becomes less efficient
by further adding layers’ number. One can also see from the computational results that a wise distributional strategy
that helps improve the stealth effect indeed exists. And the optimization iteration can be utilized to further improve it.

As a summary, the present paper concerns the layering process of cloaking. Qualitatively and quantitatively, several
significant results are obtained. This paper offers a useful reference for future fabrication of realistic acoustic pentamode
cloak.

Keywords: acoustic cloak, pentamode material, layering
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