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微液滴振荡过程的光滑粒子动力学方法数值模拟∗

马理强† 苏铁熊 刘汉涛 孟青

(中北大学朔州校区, 朔州 036000)

( 2014年 9月 29日收到; 2014年 12月 25日收到修改稿 )

本文对传统的光滑粒子动力学方法进行了改进, 改进的光滑粒子动力学方法对传统粒子方法中的核梯度
进行了修正, 采用了一种新型的核函数和离散格式, 应用改进的光滑粒子动力学方法对微液滴振荡过程进行
了数值研究. 研究了不同纵横比和雷诺数 (Re)下振荡阻尼与振荡的周期、振幅与Re数的关系. 研究表明: 对
于纵横比λ 6 4时的微液滴振荡过程, 其他参数恒定不变的前提下, Re数越大, 液滴形状变化越剧烈, 波的阻
尼作用越弱, 液滴振荡周期变长; 在Re数一定的前提下, 随着液滴初始的纵横比的增大, 液滴振动的振幅增
大, 液滴振荡的周期变长.

关键词: 液滴振荡, 表面张力, 光滑粒子动力学, 数值模拟
PACS: 47.11.–j, 47.85.–g DOI: 10.7498/aps.64.134702

1 引 言

液滴振荡问题的研究及相关处理技术对生物

化学工程、高分子材料与工程、医药纳米工程等不

同领域具有极其重要的意义 [1]. 如化工业中聚合物
材料的成型加工以及原油脱水, 高分子材料与工程
中的聚合物聚合、黏合剂、复合材料的合成, 医药工
程中细胞的振荡, 生物纳米工程中的DNA植入以
及生物薄膜等等.

国内外的许多研究人员通过理论分析、实验研

究和数值模拟等方法对微液滴的振荡问题进行了

研究. 早期Rayleigh [2]基于线性近似理论推导了无

黏球形液滴的小振幅振荡的频率方程. Apfel 等 [3]

对哥伦比亚号航天飞机上的微重力作用下水珠的

大幅振荡现象进行了实验研究. Nugen和Posch [4]

采用SPAM方法对van der Waals(vdW)液滴的周
期性振荡现象进行了研究. 常建忠等 [5]采用新的

含近距排斥远程吸引的保守力权函数的耗散粒子

动力学 (DPD)方法对微尺度下液滴的形成及液滴
在微重力下的大幅度振荡变形进行了数值模拟. 蒋

涛等 [6]采用KGC-SPH方法研究了vdW液滴的周
期性振荡现象, 并提出一种新的表面张力处理技术
来准确追踪液滴的变形过程. 陈全等 [7] 采用YB模
型相同于实验的参数和条件下对大振幅剪切下黏

性液滴在黏性基质中形态变化进行了研究, 研究表
明取向角的预测与实验结果相近, 长轴的预测比实
验值略小. 邱流潮 [8]采用粒子移位技术解决了张

力失稳导致的粒子非物理簇集问题, 并采用基于投
影算法的 ISPH方法模拟了圆形黏性液滴的拉伸变
形过程以及方形液滴的旋转变形过程, 得到了不同
时刻液滴内部的压力变化特征. 解文军等采用实验
的方法对自由液滴的非轴对称振荡问题进行了前

沿性的研究 [9−11].
本文在传统SPH方法的理论基础上对密度和

核梯度进行了修正 [12], 采用一种新型的核函数及
离散格式, 采用范德华模型中的分子内聚力项来作
为表面张力的物理表征, 数值模拟中考虑了热传导
和黏性的影响, 不考虑液滴的旋转作用. 应用改进
的SPH方法对van der Waals液滴振荡过程进行了
数值模拟研究.
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2 光滑粒子动力学

SPH方法使用一组粒子离散和代表所模拟的
介质 (流体或固体), 并且基于粒子体系近似和估算
介质运动的控制方程.

2.1 SPH方法核近似与粒子近似

在SPH方法中, 任一粒子的宏观变量 f(x)都

可以表示为影响域内一组无序点上的值表示成积

分插值计算得到

⟨f(x)⟩ =
∫
Ω

f(x′)W (x− x′, h)dx′, (1)

式中Ω为支持域, h为光滑长度, W为光滑函数

(smoothing function)或核函数.
f(x)的离散形式的粒子近似是对相关粒子 i

支持域内所有粒子进行加权求和

⟨f(xj)⟩ =
N∑
j=1

mj

ρj
f(xj)Wij , (2)

式中N为粒子 i的支持域内所有粒子总数; ρj和

mj为粒子 j的密度和质量; Wij为粒子 j对粒子 i

产生影响的光滑函数. (2)式表明粒子 i处的任一函

数值可通过应用光滑函数对其紧支域内所有粒子

相对应的函数值进行加权平均进行近似.
粒子近似的最终形式可以写为

⟨∇f(xi)⟩ = −
N∑
j=1

mj

ρj
f(xj)∇Wij , (3)

其中

∇Wij =
xi − xj

rij

∂Wij

∂rij
=

xij

rij

∂Wij

∂rij
. (4)

(4)式表明: 粒子 i处的函数梯度值可通过应用光滑

函数的梯度对粒子 j的支持域内所有粒子函数的加

权平均近似得到, 而这个权重由光滑函数的梯度来
决定 [13].

2.2 SPH方法应力不稳定性及改进方案

应力不稳定是传统SPH方法中严重的内在缺
陷. 应力不稳定性在某些计算中会导致粒子聚集、
飞散、形成局部线性结构, 甚至导致计算中断或计
算崩溃. 国际上许多研究人员提出了许多不同的解
决方案以改进或者缓解数值不稳定. 傅学金等针对
固体介质中SPH方法的拉伸不稳定性问题进行了

比较系统的综述 [14]. Swegle等对传统SPH方法在
一维情形下做了von Neumann稳定性分析 [15]. 最
早Morris通过合理选择光滑函数以改善数值不稳
定 [16], 这一方案针对一些特殊的算例有效, 但是
不具备通用性. Liu等构造出了一种新型的具有更
光滑的二阶导数和更小的二阶动量矩的四次光滑

函数, 相比较传统的SPH方法而言, 具有更好的稳
定性和精度 [17]. CSPM算法也能在一定程度上改
善传统SPH方法的数值不稳定. 典型的一些解决
方案还包括拉格朗日型核函数法 [18]和守恒光滑法

(conservative smoothing) [19].
杨秀峰和刘谋斌对应力不稳定性产生和改进

方案进行了详细的分析和说明 [20], 他们认为, 应力
不稳定性的根本原因在于应力状态与核函数的不

匹配; 负压状态下粒子间产生吸引力, 吸引力随着
粒子间距的减小而增大, 导致拉伸不稳定性; 正压
状态下粒子间产生排斥力, 排斥力随着粒子间距的
减小先增大后减小, 导致压缩不稳定性. 传统SPH
方法使用的核函数是钟形函数, 以三次样条函数为
例, 不论应力处于拉伸状态还是压缩状态, 都存在
不稳定区域. 由于光滑长度通常取值等于或者略大
于粒子间距, 所以粒子通常都处于拉伸失稳区域,
这就解释了为什么拉伸状态下容易出现应力不稳

定现象. 如果粒子距离减小, 进入压缩失稳区域,
就会导致压缩不稳定. 有鉴于此, 杨秀峰和刘谋
斌提出一种新型的特殊核函数方法 [20], 通过改进
SPH方法的核函数和离散格式, 使得无论在正压还
是负压状态下, 粒子间的作用力恒为排斥力, 且排
斥力随着粒子间距的减小而增大, 从而防止粒子聚
集现象.

2.3 SPH离散形式Navier-Stokes方程

非等温可压缩黏性流体的质量、动量、能量守

恒控制方程为

dρ
dt = −ρ∇ · u, (5)

du
dt =

1

ρ
∇ · S + g, (6)

de
dt =

1

ρ
S : ∇u− 1

ρ
∇ · q, (7)

其中ρ为流体密度, u为流体速度, p为流体压强, µ
为流体的动力黏性系数, g为作用在流体上的体积
力, 如重力等. q为热通量矢量, S为总应力张量,
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总应力张量S由各向同性压力p和黏性应力张量τ

两部分组成, 即

S = −pI + σ, (8)

其中I为单位张量分量, σ为黏性应力张量分量, σ
的表达式为

σ = η (∇u+ u∇) +

(
ζ − 2

d
η

)
(∇ · u)I, (9)

其中η为流体剪切, ζ为体积黏度, T为温度, d为空
间维数.

假设热通量q遵从 Fourier法则, 即

q = −κ∇T, (10)

其中κ表示热传导系数, T为流体温度.
为使方程 (5)—(7)封闭,采用下面基于van der

Waals模型的压力和内能状态方程 [4]

p =
ρk̄T

1− ρβ̄
− ᾱρ2, (11)

e =
ξ

2
k̄T − ᾱρ, (12)

其中 k̄ = kB/m, ᾱ = α/m2, β̄ = β/m, ξ为粒子自
由度. kB是Boltzmann常数, α为控制相邻粒子间
吸引力的参数, β为取决于粒子有限尺寸的常数, m
表示粒子质量.

利用SPH方法的核近似和粒子近似的方案,
可以得到SPH形式的非等温可压缩黏性流体的流
体控制方程:

dρi
dt =

∑
j

mj(ui − uj) · ∇iWij , (13)

dui

dt =
∑
j

mj

(
Si

ρ2i
+

Sj

ρ2j

)
· ∇iWij + gi, (14)

dei
dt =

1

2

∑
j

mj

(
Si

ρ2i
+

Sj

ρ2j

)
: (ui − uj)∇iWij

−
∑
j

mj

(
qi
ρ2i

+
qj
ρ2j

)
· ∇iWij . (15)

在van der Waals模型液滴的数值模拟中, (10)式
中热通量q通常可以写为

qi = −κ
∑
j

2mj
Tj − Ti

ρi + ρj
∇iWij . (16)

对 (16)式采用SPH粒子近似法, 可得(1
ρ
∇ · q

)
i
=
(1
ρ
∇ · (−κ∇T )

)
i

= − κ
∑
j

2mj(rj − ri) · ∇iWij

ρiρj(r2ij + η)
(Tj − Ti). (17)

因此, 流体能量控制方程可以写为

dei
dt =

1

2

∑
j

mj

(
Si

ρ2i
+

Sj

ρ2j

)
: uij∇iWij

+ κ
∑
j

2mj(rj − ri) · ∇iWij

ρiρj(r2ij + η)
(Tj − Ti).

(18)

文献 [4]中, 为了得到稳定的液滴, 范德华流体状态
方程中内部压力项的相互作用被假定超过SPH 动
量方程中的其他的相互作用力, 按照文献中的这个
假设, 内部压力项−āρ2应该被单独考虑, 相应的
SPH形式方程可以写为(

dui

dt

)cp
= 2ᾱ

∑
j

mj∇iW
H
ij , (19)

(
dei
dt

)cp
= ᾱ

∑
j

mj(uj − ui) · ∇iW
H
ij , (20)

其中, 上标 cp表示内部压力项, H表示内部压力项
对应的大尺度光滑长度.

3 算例及分析

3.1 初始参数及粒子分布

液滴采用van der Waals流体液滴. 初始椭圆
形液滴由平衡态下圆形液滴通过纯剪切变形得到,
考虑了热传导和黏性的影响. 与液滴振荡相关的
物理量主要包括: 椭圆形液滴的纵横比λ = a/b,
液滴的密度 ρ, 液滴的半径R, 以及表面张力系数
σ, 流体剪切黏度 η, 流体体积黏度 ζ, 液滴振荡相
关的无量纲参数为: 雷诺数 Re = (ρσR)1/2/η. 物
理参数选取无量纲的值: m = 1, ᾱ = 2, β̄ = 0.5,
k̄B = 1, ξ = 2, κ = 5, η = 1, ζ = 0.1; 初始光滑长
度h0 = 1.8d0, 时间步长 dt = 0.005, 大尺度光滑长
度H = 2h0.

平衡态下圆形液滴通过纯剪切变形x′

y′

 =

(1 + ε)−1 0

0 1 + ε

x

y


(ε为伸长率, (1 + ε)/(1 + ε)−1为椭圆长、短半轴比

值)转化为椭圆形液滴, 则椭圆形液滴表面会聚集
一定的能量, 液滴将处于非平衡状态. 由于不考虑
重力因素, 在自由能和表面能的相互作用下, 随着
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液滴表面能量的不断变化, 液滴内外密度、压力梯
度随之变化, 液滴将呈现周期性振荡变形.

3.2 数值算例及结果分析

首先对微液滴大振幅振荡过程所涉及的动力

学特性进行了数值模拟研究 (忽略重力的影响). 所
研究的微液滴初始为扁平形状, 从达到准平衡态
的圆形大微液滴截取获得. 而准平衡态的圆形大
微液滴是由 2500个SPH粒子, 应用初始状态参量
m = 1, ā = 2, b̄ = 0.5, k̄B = 1, ξ = 2, κ = 5, η = 1,
ζ = 0.1; 粒子间初始间距d0 = 0.75, 初始状态每
个粒子温度T = 0.2, 初始光滑长度h0 = 1.8d0, 时
间步长 dt = 0.005, 大尺度光滑长度H = 2h0, 基
于N-S方程, 其压力 -密度关系由范德华 (van der
Waals)状态方程的SPH方法进行计算得到.

图 1显示了 8个典型时刻SPH方法模拟得到
的微液滴形状, 研究所截取的扁平微液滴的初始形
状长宽比为 5. 由于初始的微液滴为扁平形状, 在
较大的表面张力作用下, 扁平微液滴逐渐收缩变
粗, 然后在惯性力的作用下, 变粗的微液滴挤压而
向与初始方向垂直的方向扩展变得扁平, 达到最大
位移后在表面张力的作用下, 扁平微液滴在垂直的
方向逐渐收缩变粗. 如此循环往复, 形成一个振幅
较大的振荡过程. 与文献 [5]中利用DPD方法数值
模拟得到的结果进行比较可知, SPH 方法模拟得
到的结果与文献结果基本符合. 由于SPH方法的
光滑特性, SPH模拟得到的微液滴形状比文献中
DPD方法模拟得到的微液滴形状更加光滑, 而且
与哥伦比亚号航天飞机上所做实验中液滴在微重

力下历经大振幅振荡的形状基本符合 [3]. 这充分显

示改进SPH方法在数值模拟微液滴动力学特性上
的有效性.

图 2和图 3分别给出了核函数为三次样条插
值函数和新型双曲函数的液滴振荡变形过程

(Re ≈ 6, λ = a/b = 4). 传统SPH方法使用的
核函数是钟形函数, 以三次样条函数为例, 在初始
规则分布、应力一致的一组粒子上施加张力, 利用
传统的SPH核近似与粒子近似的算法, 在极短的
时间内会产生不符合物理规律的极大变形, 数值不
稳定从而导致粒子聚集, 导致应力不稳定性, 有时
甚至导致计算中断或计算崩溃. 比较图 2和图 3可
以看出, 核函数为三次样条插值函数的液滴振荡变
形过程中, 尽管液滴变化形状与核函数为新型双曲
函数的液滴变化形状基本一致. 由于应力不稳定性
导致核函数为三次样条插值函数的液滴振荡变形

过程粒子聚集现象较为严重. 而采用新型的双曲核
函数能够有效的改进应力不稳定性, 粒子分布较为
均匀, 没有出现粒子聚集现象.

由图 3可知, 初始时刻起椭圆形液滴 (Re ≈ 6,
λ = a/b = 4)沿长半轴开始收缩, 形成扁长液滴
(t = 15), 随时间延长液滴逐渐呈近似圆形, 之后
又开始扩张形成扁圆形液滴 (t = 50), 此过程与文
献 [21]中结果符合. 至 t = 80时, 未消失的内部运
动能量变成了表面能量, 然后液滴又开始沿短半轴
开始收缩, 从图 3中可以看出, 椭圆形液滴变形初
期因表面能量释放较快而导致液滴形状变化即振

幅较快, 以后的振荡幅度逐步减小, 能量逐渐衰减,
如此往返运动形成周期性振荡变化, 直到趋于稳定
(t = 400).

(a) (b) (c) (d)

(e) (f) (g) (h)

图 1 8个典型时刻 SPH方法模拟得到的微液滴形状

Fig. 1. Micro liquid drop shapes of 8 typical moments obtained with SPH method.
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t/ t/ t/ t/ t/

t/ t/ t/ t/

t/ t/ t/ t/

图 2 液滴周期性振荡变形过程 (核函数为三次样条插值函数, Re ≈ 6, λ = a/b = 4)
Fig. 2. The periodic oscillation process of a micro liquid drop (using the cubic spline kernel
function Re ≈ 6, λ = a/b = 4).

t/ t/ t/ t/ t/

t/ t/ t/ t/

t/ t/ t/ t/

图 3 液滴周期性振荡变形过程 (核函数为新型双曲函数, Re ≈ 6, λ = a/b = 4)
Fig. 3. The periodic oscillation process of a micro liquid drop (using the hyperbolic-shaped
kernel function, Re ≈ 6, λ = a/b = 4).
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椭圆形液滴的半长轴为a = (1 + ε)R, 半短轴
为 b = (1 + ε)−1R, 其中R为准稳态圆形液滴的半

径. 液滴振荡过程中, ε取值不同, 液滴的纵横比
λ = a/b不同, 本文研究了纵横比λ 6 4时, 液滴的
振荡过程. 从图 4和图 5中可以看出, 其他参数恒
定不变的前提下, Re数越大, 液滴形状变化越剧烈,
波的阻尼作用越弱, 液滴振荡周期变长; 在Re数一

定的前提下, 随着液滴初始的纵横比的增大, 液滴
振动的振幅增大, 液滴振荡的周期变长.













t⊳

a
⊳
b

a⊳b/

a⊳b/

a⊳b/




 

图 4 (网刊彩色) 不同纵横比下椭圆液滴形态随时间的变
化曲线 (Re ≈ 6)
Fig. 4. (color online) Variation of the drop aspect ra-
tio, a/b, with time for different initial elliptic drop
deformations at Re ≈ 6. The time is given in reduced
units.













t⊳

a
⊳
b

a⊳b/

a⊳b/

a⊳b/





 

图 5 (网刊彩色) 不同纵横比下椭圆液滴形态随时间的变
化曲线 (Re ≈ 60)
Fig. 5. (color online) Variation of the drop aspect ra-
tio, a/b, with time for different initial elliptic drop de-
formations at Re ≈ 60. The time is given in reduced
units.

4 结 论

本文采用改进的SPH方法对范德华液滴的振
荡变形过程进行了数值研究. 初始椭圆形液滴由准
稳定状态圆形液滴经过纯剪切变形得到. 研究了不
同振幅下黏性耗散、热传导和表面张力对振荡阻尼

的影响, 以及振荡的周期、振幅与Re数的关系. 研
究表明: 对于纵横比λ 6 4 时的微液滴振荡过程,
其他参数恒定不变的前提下, Re数越大, 液滴形状
变化越剧烈, 波的阻尼作用越弱, 液滴振荡周期变
长; 在Re数一定的前提下, 随着液滴初始的纵横
比的增大, 液滴振动的振幅增大, 液滴振荡的周期
变长.
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Abstract
In this paper, we present a modified smoothed particle hydrodynamics (SPH) method. SPH is a Lagrangian meshfree

particle method, and it is attractive in dealing with free surfaces, moving interfaces, and deformable boundaries. The
improved SPH method modifies the kernel gradient in the traditional SPH method with a new kernel function and a
modified SPH discrete form. Use of improved smoothed particle hydrodynamics is made to carry out numerical analysis
on micro liquid drop oscillation process. The study focuses on the relation between the micro liquid drop oscillation
damping and the oscillating period and amplitude in different aspect ratio and Re number. It is shown that for the micro
liquid drop oscillation process with aspect ratio λ 6 4, under the circumstance of constancy of other parameters, the
larger the Re number, the more intense the change of liquid drop’s shapes, the weaker the damping effect, and the longer
the period of liquid drop’s oscillation. Under the circumstance of constancy of Re number, as the initial aspect ratio of
liquid drop increases, the amplitude of liquid drop oscillation is stronger, and the period of liquid drop’s oscillation is
longer.

Keywords: liquid drop oscillation, surface tension, smoothed particle hydrodynamics, numerical simula-
tion
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