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基于分数阶流变模型的铁基块体非晶合金黏弹性

行为研究∗

廖光开 龙志林† 许福 刘为 张志洋 杨妙

(湘潭大学土木工程与力学学院, 湘潭 411105)

( 2014年 12月 6日收到; 2015年 2月 5日收到修改稿 )

采用分数阶黏弹单元替代经典模型中的黏壶, 结合非晶合金在外加载荷作用下的微观结构演化, 建立了
以分数阶微积分表示的非晶合金黏弹性本构模型. 并根据Hertz弹性理论及分数阶黏弹性本构模型, 推导了
块体非晶合金在纳米压痕球形压头下的位移与载荷及时间关系式. 基于推导的解析式, 对铁基块体非晶合金
在表观弹性区的纳米压痕位移与载荷及时间曲线进行了非线性拟合分析. 相较于整数阶模型, 分数阶模型不
仅具有较高的拟合精度, 其拟合参数能敏锐地反应加载速率对块体非晶合金黏弹性行为的影响, 且参数的变
化规律与载荷作用下非晶合金微观结构演化呈现出较强的相关性.

关键词: 块体非晶合金, 分数阶流变模型, 纳米压痕, 黏弹性
PACS: 61.43.Dq, 45.10.Hj DOI: 10.7498/aps.64.136101

1 引 言

块体非晶合金以其优异的力学性能及广阔

的应用前景, 近年来受到国内外学者的广泛关
注 [1−6]. 然而, 目前尚有许多影响块体非晶合金大
规模工程应用的科学难题, 如非晶合金原子尺度的
形变机理及其与微结构关系的研究, 进而制约了这
类材料的进一步探索及应用 [7].

最近, 一些研究表明, 块体非晶合金在其弹性
区具有显著的黏弹性能, 并且其微结构在外加载荷
作用下呈现分形生长的特征 [8,9]. 如何建立非晶合
金微观结构演化与黏弹性行为的关联成为了领域

内近期研究的热点. 学者们曾试图采用传统的整
数阶流变模型 (如三参数固体模型 [10,11], Zener模
型 [12,13]和广义Kelvin模型 [14])对非晶合金的黏弹
性行为进行模拟和分析. 上述研究发现, 整数阶流
变模型对应的本构关系能很好地模拟非晶合金的

黏弹性行为, 并基于模拟结果初步探讨了合金的黏

弹性行为与其微结构的关系. 然而, 由实验数据反
演得到的整数阶流变模型存在不唯一性, 及其模型
参数随时间变化的不确定性对这些流变模型在块

体非晶合金黏弹性行为研究中的应用提出了严重

挑战. 因此, 亟需引入新的流变模型来描述块体非
晶合金的黏弹性这一复杂的物理力学行为.

分数阶微积分是一种卷积算子, 其定义中的微
分和积分项充分体现了物质的分形特性和历史相

关性 [15], 在描述具有时间效应且复杂的物理力学
过程时具有相对较强的优势. 近年来, 被广泛应用
于工程领域中非线性流变行为的研究 [16−18]. 采用
分数阶微积分来描述具有分形结构物质的本构关

系 [19]这一新思路在国际上尚属于起步阶段. 最近,
一些实验和模拟研究表明, 块体非晶合金的原子排
列并不是绝对无序的, 而存在一定的短程或中程有
序. 采用以溶质原子为中心的原子团簇模型来分析
块体非晶合金的微观结构将更为合理, 而这种短程
或中程有序的原子团簇具有自相似的分形本质 [20].
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纵观现有研究, 利用分数阶微积分模型来描述块体
非晶合金的黏弹性行为还鲜有文献报道.

本文利用分数阶黏弹单元替代经典模型中的

黏壶, 结合非晶合金在外加载荷作用下的微观结构
演化, 建立了以分数阶微积分表示的非晶合金黏弹
性本构模型; 将Hertz弹性接触理论拓展到黏弹性
形变中, 并基于分数阶黏弹性本构模型, 推导了块
体非晶合金在纳米压痕球形压头下的压痕位移与

载荷及时间关系式; 对铁基块体非晶合金在表观弹
性区的纳米压痕实验数据进行非线性拟合, 分析了
加载速率在不同实验阶段对铁基块体非晶合金黏

弹性行为的影响. 希望探索一条研究块体非晶合金
力学性能的新思路.

2 分数阶黏弹性模型的建立

为了解释非晶合金的黏弹性 (或延迟弹性)行
为与微观非均匀性的关联, Yang等 [10,11]将非晶

合金的内部微观结构看作是由弹性基体包裹黏性

流动单元组成, 并用Kelvin模型或三参数固体模
型中的弹簧和黏壶分别对其进行力学比拟. Huo
等 [12,13]在研究非晶合金的表观弹性准静态循环压

缩形成的应力 -应变迟滞环现象时, 提出了与Yang
等 [10,11]相类似的微观结构, 即非晶合金由类固态
基体和类液态流动单元组合而成 (如图 1 (a)所示).
考虑到流动单元的不连续性, Huo等 [12,13]对Yang
等 [10,11]提出的三参数固体模型进行了改进, 即用
Zener 模型对非晶合金的内部微观结构进行模拟.

E1

E2

E2τ a

(a) (b) (c)

图 1 (网刊彩色) (a)非晶合金的微观非均匀结构 [12,13]; (b)
微观非均匀结构力学比拟; (c)分数阶 Zener流变模型, E1,
E2分别对应于非晶合金以及其体系内类液态单元的弹性模

量, τ 和α分别定义为平均松弛时间和分数阶次

Fig. 1. (color online) The microscopic inhomogeneous
structure of amorphous alloys [12,13] (a); The mechan-
ics match of microscopic inhomogeneous structure (b);
The rheological model of fractional order Zener body, E1,
E2corresponding to the elastic modulus of the amorphous
alloys and the liquidlike unit respectively, τ and α denoted
the average relaxation time and fractional times (c).

借鉴上述研究工作, 为了更准确、全面虑及块体非
晶合金在外加载荷作用下微观结构的分形生长特

征, 本文将利用分数阶黏弹单元替代Zener模型中
的黏壶来构建相应的分数阶模型, 并分别将模型中
的弹簧和分数阶黏弹单元与非晶体系内的类固态

基体和类液态流动单元进行力学比拟 (如图 1 (b),
(c)所示).

分数阶微积分的定义有多种, 本文以
Riemann-Liouville定义 [15]来构建分数阶模型, 其
中函数 f (t)的α阶微分形式为

Dα [f (t)] =
d
dt

∫ t

0

ζ−α

Γ (1− α)
f (t− ζ) dζ

=
1

Γ (1− α)

[
f (0)

ζα
+

∫ t

0

f (t− ζ)

ζα
dζ

]
= {1/ [Γ (1− α)tα]} ∗ df

= Iα (t) df, (1)

式中Dα 为分数阶微分算子, ζ 为一时间变量,
Iα (t) = 1/ [Γ (1− α)tα]定义为Abel核 [21], 其中
分数阶次0 6 α 6 1, 时间 t > 0, Γ为gamma函数,

Γ (z) =

∫ ∞

0

tz−1 e−tdt.

令 f̄(s)为 f(t)的Laplace变换, 则 f(t)在初始条件

为零时的分数阶微分的Laplace变换为

L [Dαf (t) , s] = sα
−
f (s) , (2)

式中 sα为Laplace算子, 在分数阶微积分理论框
架下, 将分数阶Zener模型 (图 1 (c))的力学响应
表示为

σ�(t) = (E1 + E2)E
1−α
2 ηαDα + E1E2

E1−α
2 ηαDα + E2

ε(t)

=
(E1 + E2)E2τ

αDα + E1E2

E2ταDα + E2
ε(t)

=
(E1 + E2) τ

αDα + E1

ταDα + 1
ε(t), (3)

式中σ(t), ε(t)为应力和应变, E1和E2分别对应于

非晶合金的弹性模量和体系内类液态流动单元的

弹性模量, η和 τ = η/E2定义为材料的黏度系数和

平均松弛时间. 当α = 0时, 上式退化为Hooke弹
簧的响应方程; 当α = 1时, 退化为Zener模型的响
应方程 [22]. 在单位阶跃载荷作用下, 对 (3)式进行
Laplace变换及其逆变换, 可求得蠕变柔量为

J (t) = L−1

[
ταsα + 1

(E1 + E2) ταsα + E1
· 1
s

]
=

1

E1 + E2
+

E2

E1 + E2
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× L−1

[
1

(E1 + E2) ταsα + E1
· 1
s

]
. (4)

引入双参数Mittag-Leffler函数

Eα,β (z) =

∞∑
k=0

zk

Γ (αk + β)
,

并利用其相关性质 [23]:∫ ∞

0

e−sttαk+β−1E
(k)
α,β (±ctα)dt = k!sα−β

(sα ∓ c)
k+1

且

f (s) = L [f (t)] =

∫ ∞

0

f(t) e−stdt, (5)

Eα,β (z) = − 1

z
E−α,β−α

(
1

z

)
= − 1

z

∞∑
k=0

z−k

Γ (β − α− αk)
. (6)

将 (4)式代入 (5)式, 并结合 (6)式的变换可得

J (t) =
1

E1 + E2
+

E2

(E1 + E2)2

(
t

τ

)α

× Eα,1+α

[
− E1

E1 + E2

(
t

τ

)α]
. (7)

根据Mitaag-Lellfler函数的性质 [24]: 当 a, b > 0,
x ∈ C(实数)时有

Ea,b (x) = xEa,a+b (x) +
1

Γ (b)
. (8)

则 (7)式可写为

J (t) =
1

E1
− E2

(E1 + E2)E1

× Eα,1

[
− E1

E1 + E2

(
t

τ

)α]
. (9)

(9)式即为单位阶跃载荷作用下分数阶Zener模型
的蠕变柔量表达式.

关于纳米压痕球形压头下的载荷 -位移线弹
性关系的研究, 已经有较为成熟的Hertz弹性接触
理论 [10]:

h3/2 =
3p(1− v)

8
√
RG

, (10)

式中h为位移, p为载荷, v和G分别表示材料的泊

松比和剪切模量, R为球形压头半径. 根据

G =
E

2(1 + v)
, (11)

将 (11)式代入 (10)式得

h3/2 =
3p(1− v2)

4
√
RE

, (12)

其中E为弹性模量. 假设泊松比 v不随时间变化,
将Hertz理论中的弹性模量倒数用相应的黏弹性积
分算子替代, 可将弹性接触问题扩展到黏弹性接触
问题 [25], 则 (12) 式可写为

h3/2 (t) =
3(1− v2)

4
√
R

×
∫ t

0

J (t− ζ)
∂p (ζ)

∂ζ
dζ. (13)

设在加载阶段采用恒定速率加载, 则 (13)式中加载

速率
∂p (ζ)

∂ζ
= ṗ为一常数, 将 (9)式代入 (13)式得

h3/2 (t) =
3(1− v2)ṗ

4
√
R

∫ t

0

{
1

E1
− E2

(E1 + E2)E1

× Eα,1

[
− E1

E1 + E2

(
t− ζ

τ

)α]}
dζ

=
3(1− v2)ṗ

4
√
R

·
{

t

E1
− E2t

(E1 + E2)E1

×
∞∑
k=0

(
− E1

E1 + E2

(
t

τ

)α)k

Γ (αk + 2)


=

3(1− v2)p

4
√
R

·
{

1

E1
− E2

(E1 + E2)E1

× Eα,2

[
− E1

E1 + E2

(
t

τ

)α]}
. (14)

(14)式即为用分数阶Zener模型表示的纳米压痕加
载阶段球形压头下的载荷与位移及时间关系式. 当
α = 0时, 模型退化为Hooke弹簧体形式, 此时 (14)
式变为

h3/2 (t) =
3(1− v2)p

4
√
R

·
[

2

2E1 + E2

+ (−1)n · E2(E1 + E2)

2E1 + E2

× En+1
1

(E1 + E2)
n+1

]
. (15)

由于n为无穷大, (15)式右端第二项为0, 则 (15)式
可写为

h3/2 (t) =
3(1− v2)p

4
√
R

· 2

2E1 + E2
, (16)

可得 (16)式与两个E2弹簧串联再并联一个E1弹

簧 (等效弹性模量E = E1 +
E2

2
)所推导的Hertz弹

性解一致. 当α = 1时, 模型退化为Zener体形式,
则 (14)式变为

h3/2 (t) =
3(1− v2)p

4
√
R

·
{

1

E1
− E2

(E1 + E2)E1

136101-3

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 64, No. 13 (2015) 136101

× E1,2

[
− E1t

(E1 + E2) τ

]}
=

3(1− v2)p

4
√
RE1

− 3(1− v2)E2ṗt

4
√
R(E1 + E2)E1

× E1,2

[
− E1t

(E1 + E2) τ

]
=

3(1− v2)p

4
√
RE1

+
3(1− v2)E2ṗτ

4
√
RE2

1

×
(
E1,1

[
− E1t

(E1 + E2) τ

]
− 1

)
=

3(1− v2)p

4
√
RE1

− 3(1− v2)E2ṗτ

4
√
RE2

1

×
{
1− exp

[
− E1t

(E1 + E2) τ

]}
. (17)

根据Huo等 [13]设表观松弛时间 tc =
η (E1 + E2)

E1E2

及本文模型中的平均松弛时间 τ = η/E2可得

τ =
E1tc

E1 + E2
, 代入 (17)式得到

h3/2 (t) =
3(1− v2)p

4
√
RE1

− 3(1− v2)ṗE2tc

4
√
R (E1 + E2)E1

×
[
1− exp

(
− t

tc

)]
. (18)

(18)式与Huo等 [13]所推导的结果一致. 以上结果
说明 (16)式和 (18)式所对应的Hooke弹簧模型和
Zener体模型分别为 (14)式所表征的分数阶Zener
体模型的两种特殊形式.

对于保载阶段, 其加载模式类似于单位阶跃
载荷作用下的情形 [14], 即用模型的蠕变柔量代替
Hertz理论中的弹性模量倒数便可得到保载阶段的
蠕变位移与时间曲线关系式:

h3/2 (t) =
3p (t) (1− v2)

4
√
R

{
1

E1
− E2

(E1 + E2)E1

× Eα,1

[
− E1

E1 + E2

(
t

τ

)α]}
. (19)

值得注意的是, (14)式和 (19)式中的

Eα,2

[
− E1

E1 + E2

(
t

τ

)α]
,

Eα,1

[
− E1

E1 + E2

(
t

τ

)α]
为无穷求和级数, 且存在 gamma函数, 在实际拟
合过程中很难实现, 只能取有限项进行计算, 这样
将会产生截断误差. 且在计算时涉及阶乘和幂律
运算, 当参数 t

τ
较大时, 求和项在达到截断条件以

前分子或分母就会超出计算机中双精度数的范围,

故计算其函数值存在困难, 为了避免直接对求和
项进行截断, 令 gamma函数中的α = 1, 可将上述
Mitaag-Lellfler函数简化为分数指数形式 [26], 其表
达式为

Eα,2

[
− E1

E1 + E2

(
t

τ

)α]
=

E1 + E2

E1

(τ
t

)α

×
{
1− exp

[
− E1

E1 + E2

(
t

τ

)α]}
, (20)

Eα,1

[
− E1

E1 + E2

(
t

τ

)α]
= exp

[
− E1

E1 + E2

(
t

τ

)α]
. (21)

3 纳米压痕实验与数据分析

3.1 纳米压痕实验

本文选用由铜模铸造法制备的铁基软磁块体

非晶合金 (Fe41.5Co27.6B18.4Si4.6Nb3.9Cr4)作为研
究对象. 首先使用 200—5000目的金相砂纸对样品
进行手工逐级研磨, 再用金刚石研磨膏将样品表面
抛光成镜面光滑, 并用超声波进行清洗, 以减小样
品表面由于加工缺陷造成的后续实验误差. 最后采
用美国Hysitron公司生产的带金刚石球形压头 (在
准静态加载条件下利用熔融石英校核得压头半径

R = 420 nm)的TribIndenter压痕仪进行实验.
为了表征铁基块体非晶合金 (弹性模量E =

200 GPa, 泊松比 v = 0.324 [27])在宏观弹性区的
黏弹性能, 选用不同加载速率 (1—50 mN/s)加载
到最大载荷为 200 µN(本实验的名义屈服极限载
荷为 280 µN), 并保载 0.5 s, 然后以 1 mN/s卸载到
零, 实验曲线族如图 2所示. 由图可得, 随着加载
速率的增加, 加载阶段的载荷 -位移 (P -h)曲线逐
渐偏离Hertz弹性解曲线. 达到最大载荷后, 保载
一段时间, 压入深度最终稳定下来, 且加载速率越
大, 压入深度越大, 位移响应滞后于荷载作用的现
象越明显, 表现出了显著的加载速率敏感性. 在
随后的低速率卸载过程中, P -h曲线与Hertz解曲
线逐渐趋于重合, 压入深度在完全卸载后回复到
零点. 显然, 在这一弹性加载—保载—卸载过程
中, 铁基块体非晶合金表现出了明显的滞弹性行
为, 而这种迟滞行为正是非晶合金本身结构非均
匀性 (存在纳米尺度的硬区和软区结构) 对载荷
作用的宏观响应. Yang等 [10]和Huo等 [13]在研究
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Zr55Pd10Cu20Ni5Al10和Zr52.5Cu17.9Ni14.6Al10Ti5
块体非晶合金时也发现了类似的实验现象.
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N
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50 mN/s
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图 2 Pmax = 200 µN时, 不同加载速率下加载—保载
—卸载过程的载荷 -位移曲线族及Hert解曲线
Fig. 2. When the maximum load is equal to 200 µN,
the load-displacement curves of different loading rates
in the process of loading-loadholding-unloading and
the curve of Hert solution.

3.2 数值拟合分析与讨论

利用前文所建分数阶Zener模型 (14)式和经
典整数阶Zener模型 (17)式分别对最大载荷为 200
µN, 加载速率为5 mN/s的加载阶段数据进行拟合,
拟合曲线及Hertz弹性解曲线如图 3所示, 图中 r2

为拟合相关性系数. 由图可以得到, 分数阶模型
和整数阶模型相较于Hertz弹性解曲线与实验数据
均能够较好地符合, 说明这两种流变模型在对实
验数据的拟合方面都具有较强的优势. 根据分数
阶Zener模型与非晶合金内部微结构的力学比拟
关系, E1为非晶合金在准静态变形条件下测得的

弹性模量, E2主要来自流动单元对弹性模量的贡

献 [28]. 由拟合结果得到, 两种流变模型得到的弹性
模量值E1(215.005 GPa, 220.051 GPa)均大于铁基
块体非晶合金在准静态条件下测得的弹性模量值

(200 GPa) [27], 这可能是由于材料在高速率加载过
程中瞬时弹性性能增强的缘故, 但由分数阶模型拟
合得到的E1相较于整数阶模型得到的E1更接近

于材料在准静态条件下测得的弹性模量值. 同时,
在拟合过程中发现, 若想进一步减小拟合参数与实
测值的偏差, 则整数阶模型曲线与实验值将发生较
大的偏离现象. 而分数阶模型由于分数阶次α的可

变性, 在对实验数据的拟合过程中克服了这种拟合
精度与参数准确性的不协调关系, 相较于整数阶模
型不仅可以达到较好的拟合效果, 同时拟合得到的
参数接近于材料的实测值. 容易发现, 分数阶流变

模型在表征材料的黏弹性行为时相比于整数阶模

型具有更强的优势.
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图 3 不同模型拟合加载阶段的载荷 -位移曲线
Fig. 3. The load-displacement curves in loading stage
fitted by different models.

为了进一步探索加载速率对铁基非晶合金黏

弹性行为的影响, 利用分数阶模型分别对不同加载
速率下加载阶段的P -h曲线及保载阶段的位移 -时
间 (h-t)曲线进行拟合, 结果如图 4、图 5及表 1所
示. 分析上述图表可得: 随着加载速率的增加, 在
加载阶段, 拟和得到的弹性模量E1, E2和松弛时

间 τ都逐渐增大, 而分数阶次α在 0.263—0.022范
围内逐渐减小; 在保载阶段, 拟合得到的E1, τ逐
渐减小, E2, α则呈增大趋势. 有趣的是, 在保载阶
段, 拟合不同加载速率下的h-t曲线得到的弹性模
量E1, E2之和基本保持在一个恒定范围内, 这一
规律正好与Huo等 [13]的研究结果相一致.
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图 4 不同加载速率下加载阶段的拟合曲线图

Fig. 4. The load-displacement curves in loading stage
of different loading rates fitted by fractional order
model.

根据文献 [28]中的定义, 引入非晶体系内流动
单元总体作用因子ρ = E2/E1, 将拟和参数值代入
式中, 得到不同加载速率下的流动因子ρ, 如表 1所
示. 再根据分数阶黏弹单元的定义, 分数阶次α可
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以直观地体现物质的黏弹性特征. 基于表 1中的结
果, 可以得到如下规律: 在加载阶段, 随着加载速
率的增大, 流动因子ρ逐渐增大, 对应了材料的整
体流动性增强. 而分数阶次α的取值及变化规律则

反映了材料的宏观弹性特征增强. 结合非晶合金的
内部微观演化机理可以推测: 在高速率加载过程中
非晶体系内的流动单元容易被激活, 但在此过程中
材料发生蠕变的时间极短, 体系内的黏性流动不能
得到充分发展, 再者, 由于瞬时弹性性能增强的缘
故, 材料表现出了较强的宏观弹性特征; 在保载阶
段, 流动因子ρ和分数阶次α随加载速率的增加都

呈增大趋势, 且α的取值范围 (0.605—0.921)明显
大于在加载阶段的取值范围 (0.263—0.022), 材料
表现出较强的宏观黏性流动特征, 表明在加载过程
中体系内被激活的流动单元在保载阶段得到了充

分发展. 因此, 随着加载速率的增大, 在保载阶段
表现出的蠕变长度越长.
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图 5 不同加载速率下保载阶段的拟合曲线图

Fig. 5. The time-displacement curves in load-holding
stage of different loading rates fitted by fractional or-
der model.

此外, 在拟合过程中还发现, 本文所建分数阶
模型对不同取值范围内的分数阶次α存在不同程

度的敏感性. 例如, 拟合加载速率为 5 mN/s的加
载或保载阶段的实验曲线时, 在加载阶段, 当分
数阶次α在0.01—0.4范围时, P -h曲线出现了明显
的分离现象, 表现出较强的分数阶次α敏感性, 而
在 0.4—0.8范围时, 不同α值的P -h曲线几乎重合
在一起 (如图 6所示), 表现出极弱的分数阶次α敏

感性. 拟合保载阶段的h-t曲线, 当分数阶次α在

0.1—0.9范围取值, 不同α值的h-t曲线呈现出明显
的分离现象 (如图 7所示), 表现出较强的分数阶次
α敏感性. 结合前文分析可以得到: 在非晶合金的
宏观弹性区内进行加载 -保载纳米压痕实验, 在加
载过程中材料表现出更多的宏观弹性特征, 而在保
载阶段则表现出更多的宏观黏性流动特征, 随着加
载速率的增大, 这一趋势越明显.
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图 6 不同分数阶参数α拟合加载速率为 5 mN/s的加载
阶段的载荷 -位移曲线图
Fig. 6. The load-displacement curves of loading rate
at 5 mN/s in loading stage fitted by fractional order
model with different fractional parameterα.

表 1 不同加载速率曲线在不同阶段的拟合参数

Table 1. The fitting parameters of different loading rates curves in different stages.

加载速率/(mN/s) E1/GPa E2/GPa τ/ms α ρ = E2/E1 相关性系数 r2

加 1 204.907±3.281 27.816±0.621 5.906±0.121 0.263±0.011 0.135 0.9753

载 5 215.005±3.533 29.458±0.532 6.778±0.342 0.186±0.002 0.137 0.9882

阶 10 220.001±2.566 33.209±3.332 8.239±0.136 0.151±0.024 0.151 0.9675

段 20 228.137±3.841 39.101±2.561 8.539±0.043 0.089±0.015 0.171 0.9726

50 251.581±4.823 46.203±2.691 9.616±0.081 0.022±0.025 0.183 0.9654

保 1 185.183±6.281 35.744±3.426 4.012±0.312 0.605±0.124 0.193 0.9862

载 5 181.673±4.513 54.802±4.213 3.619±0.252 0.712±0.212 0.301 0.9673

阶 10 180.615±3.662 60.846±3.121 2.992±0.211 0.859±0.113 0.337 0.9761

段 20 174.952±4.621 61.012±5.632 1.968±0.315 0.832±0.215 0.349 0.9832

50 169.642±5.712 67.021±3.152 1.501±0.263 0.921±0.013 0.395 0.9647
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图 7 不同分数阶参数α拟合加载速率为 5 mN/s的保载
阶段的时间 -位移曲线图
Fig. 7. The time-displacement curves of loading rate
at 5 mN/s in load-holding stage fitted by fractional
order model with different fractional parameter α.

4 结 论

利用分数阶黏弹单元替代经典模型的黏壶构

建了分数阶流变模型, 并基于该模型对铁基块体非
晶合金 (Fe41.5Co27.6B18.4Si4.6Nb3.9Cr4)在其表观
弹性区的黏弹行为进行了分析, 得到以下结论:

1)在外加载荷作用下, 铁基块体非晶合金在其
表观弹性区内具有明显的黏弹性能, 并呈现出了显
著的加载速率敏感性.

2)由于分数阶次α的可变性, 分数阶模型在拟
合过程中克服了整数阶模型的拟合精度与参数准

确性的不协调关系; 相较于整数阶模型, 分数阶模
型不仅能更好地与实验数据符合, 且拟合得到的弹
性模量接近于材料在准静态条件下测得的实验值.

3)根据不同阶段拟合得到的参数及分数阶次
α的敏感性, 得到了非晶合金在高速率加载过程中
体系内的流动单元容易被激活, 以及非晶合金在加
载阶段以弹性特征为主和保载阶段以黏性流动特

征为主的形变规律.
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Abstract
Combined with the microstructure evolution in amorphous alloys under the external load, a fractional order vis-

coelastic constitutive model is first derived by replacing a Newtonian dashpot in the classical Zener model with the
fractional derivative Abel dashpot. Based on the Hertzian theory and the fractional order viscoelastic constitutive
model, a relationship between displacement and load (or time) for an instrumental nanoindentation test with a spherical
indenter is then proposed. Finally, a series of nanoindentation test data for an Fe-base bulk amorphous alloy are employed
to verify the derived model, and its viscoelastic behavior in the apparent elastic region is analyzed in detail. Results
show that the fractional order rheological model has higher fitting accuracy than that of the integer order model, and
the fitting parameters of the proposed model are more suitable to reflect the effect of the loading rate on the viscoelastic
behavior in the alloy studied. Variation of the above-mentioned fitting parameters exhibits a strong correlation with the
microstructure evolution during the loading of this Fe-base amorphous alloy.
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