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含随机裂纹网络孔隙材料渗透率的逾渗模型研究

李乐 李克非†

(清华大学土木工程系, 教育部土木工程安全与耐久重点实验室, 北京 100084)

( 2014年 11月 19日收到; 2015年 2月 4日收到修改稿 )

采用逾渗理论对含随机裂纹网络的孔隙材料渗透性进行研究. 开裂孔隙材料渗透率的影响因素包括裂
纹网络的几何特征、孔隙材料本体渗透率以及裂纹开度, 本文使用连续区逾渗理论模型建立了渗透率的标度
律. 对于裂纹网络的几何特征, 本文基于连续区逾渗理论并考虑裂纹网络的分形特征提出了有限区域内二
维随机裂纹网络的连通度定义; 对随机裂纹网络的几何分析表明, 随机裂纹局部团簇效应会降低裂纹网络的
整体连通性, 随机裂纹网络的标度指数并非经典逾渗理论给出的固定值, 而是随着网络的分形维数的减小
而增大. 本文在网络连通度和主裂纹团的曲折度的基础上, 提出了开裂孔隙材料渗透率标度律的解析表达,
K = K0(Km, b)(ρ− ρc)

µ, 分别考虑了裂纹网络的几何逾渗特征 (ρ− ρc)
µ、孔隙材料渗透率Km 以及裂纹开

度比 b; 对有限区域含有随机裂纹网络的孔隙材料渗透过程的有限元模拟表明, K0 在裂纹逾渗阈值附近与 b

呈指数关系, 但当裂纹的局部渗透率与Km比值高于 106 后, 开度比 b对渗透率不再有影响.

关键词: 裂纹网络, 渗透率, 逾渗阈值, 连通度
PACS: 64.60.ah, 62.20.mt, 64.60.aq, 05.60.–k DOI: 10.7498/aps.64.136402

1 引 言

多相复合材料的物理性质与各相的性质及空

间分布等微观结构相关. 固体材料在力学荷载和环
境因素作用下会产生裂纹. 裂纹一旦产生、扩展和
连通后, 就成为外界与材料内部进行物质与能量交
换的通道, 对材料的使用性能影响显著. 就孔隙材
料而言, 其耐久性与材料渗透性直接相关 [1,2], 裂
纹网络会显著影响其长期耐久性. 如果将孔隙材
料视为均匀基体, 则开裂孔隙材料可以认为是由裂
纹与基体两相组成. 在裂纹开展较少、分布较均匀
的情况下, 可采用有效介质理论 (effective medium
theory, EMT)来分析材料的渗透性. 材料损伤的
累积会使裂纹密度增加、强化裂纹之间的相互作用,
裂纹之间的相互连通作用显得越来越重要 [3]. 当裂
纹连通形成网络, 连通程度对材料整体的渗透性影
响显著; 此时裂纹网络状态明显超出了EMT理论
中对基体 -夹杂拓扑假设的适用范围 [4]. 因此, 采用

EMT中各种考虑夹杂相互作用的模型均难以描述
裂纹网络对材料渗透性的影响.

考虑裂纹网络连通性对渗透性影响的方法之

一是逾渗理论. 逾渗理论由Broadbent和Hammer-
sley [5] 于 1957年提出, 用来描述流体在孔隙介质
中的流动. 近年来, 已有研究者将逾渗概念应用于
含裂纹网络的固体材料中. 刘志峰等 [6] 基于键逾

渗建立了均匀分布的随机多孔介质逾渗模型, 指出
了渗透率在逾渗临界点处的标度指数依赖于局部

渗透率分布函数的具体参数. 冯增朝等 [7]建立了

网格模型, 采用座逾渗原理模拟孔隙介质, 并在此
基础上叠加随机裂纹, 统计了孔隙裂纹双重介质的
逾渗规律. 早在 1990年Hestir和Long [8] 就将二维

的Poisson网络等效到正方格中, 用以计算网络的
渗透率; Leung 等 [9]将随机裂纹网络等效到正方格

中, 得到棋盘格渗透率KCB, 并指出可以采用KCB

来表征二维裂纹网络的渗透性, 但是该研究并没有
得到渗透率的逾渗现象. 以上研究中方格模型和原
随机网络等价的等效性至今仍然存在争议, 尤其对
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于裂纹密集的情况. 对于随机裂纹网络, 裂纹可以
随机分布在研究区域内的任意位置. 因此如何定
义网络逾渗的基本变量, 即经典逾渗理论中的占座
概率 p, 成为一个基本问题. 文献中不同学者给出
了不同的定义方法 [10−14]. 对于裂纹之间的连通性,
文献中最早将其定义为每条裂纹上的交点数 [15],
或者连通部分裂纹网络的密度占总体裂纹网络密

度的比例 [16]. 但对于局部连通的密集裂纹网络, 文
献中已有的定义 [15−17]并不能合理反映裂纹的团

簇效应对裂纹网络渗透率的影响. 因此如何准确定
量表征随机裂纹网络的连通程度, 也是尚未解决的
问题. 另外, 如何定量表征裂纹开度对渗透率标度
律影响的研究, 目前文献中仍然没有清晰的结论.

针对上述研究不足, 本文展开对含随机裂纹网
络孔隙材料渗透率逾渗模型的研究. 本文使用连续
区逾渗理论对随机裂纹网络进行几何特征分析, 采
用裂纹面密度作为逾渗基本变量 (占座概率), 计算
不同分形特征裂纹网络的逾渗阈值, 探讨不同裂纹
网络在逾渗阈值附近标度指数的变化规律; 然后基
于裂纹网络的分形特征提出了连通度的定义方法,
并考虑裂纹网络的连通度和主裂纹团的曲折度给

出了渗透率标度律的解析形式; 最后基于有限元数
值工具, 对逾渗阈值附近含有二维随机裂纹网络孔
隙材料的有效渗透率进行数值分析, 探讨裂纹开度
对渗透率标度律的影响规律, 验证逾渗模型解析解
的有效性.

2 二维随机裂纹网络形貌分析

2.1 逾渗理论

经典逾渗理论中网格逾渗包括座逾渗和键逾

渗. 网格逾渗的占座概率p取值在 0到1之间, 在逾
渗阈值 pc附近逾渗模型存在一个幂律类型的奇异

性. 标度理论预测了决定奇异性的标度指数的存
在, 且标度指数依赖于逾渗的空间维度. 对于无穷
大的研究区域, 在阈值附近的标度理论可描述为

P (p) ∝ (p− pc)
β , ξ(p) ∝ (p− pc)

−ν , (1)

其中, P是座或键属于最大连通团的概率, ξ是关联
长度, 标度指数β和 ν 具有不变性, 即只依赖于逾
渗的空间维数、与逾渗的几何特征无关 [18]. 然而,
阈值pc 依赖于网格的几何特征. 目前为止, 人们已
经使用数值方法获得了不同几何特征的网格对应

的座或键逾渗阈值 [19]. 在有限的研究区域 L × L

内, 逾渗阈值还依赖研究区域的尺度L, 逾渗发生
时可能同时存在两个或以上的团贯穿研究区域. 同
时, 有限区域的逾渗标度律也会受到区域尺度L的

影响:

P (L, p) ∝ (p− pc)
βh[(p− pc)L

1/ν ], (2)

其中Stauffer [18]指出h是一个高斯函数.
本文采用连续区逾渗模型来研究随机裂纹网

络, 裂纹随机分布在连续 (孔隙)介质中. 裂纹并不
限定为网格中的座或者键, 裂纹的交点数也不限定
为某一确定数值; 采用无量纲的裂纹面密度作为逾
渗基本变量 (占座概率),

ρ =

N∑
i=1

l2i

/
4L2, (3)

其中, 有限区域含有N条裂纹, li为第 i条裂纹的

长度. 逾渗阈值ρc 为有限区域出现逾渗的分界点:
ρ > ρc时出现贯通的裂纹团; ρ < ρc时裂纹团处于

未贯通状态.

2.2 二维裂纹网络的生成

首先定义无量纲尺度x作为有限区域二维随

机网络的基本几何标度: x = L/l, 其中L 为研究

区域尺度, l为裂纹长度. 以下研究中, 裂纹网络的
裂纹长度服从等长分布, li = l. 本文的裂纹网络生
成采用 x = 5, 10, 15, 20, 25, 30; 裂纹的开度由裂
纹开度与长度的比值 b来表征. Zhou等 [20]对力学

加载下混凝土材料的裂纹网络进行了几何分析, 发
现裂纹开度与裂纹长度直接相关. 借用该项研究
结果, 本文的二维随机网络的裂纹开度比取值范围
为 b = 0.001—0.028之间, 对应的裂纹平均长度为
3.6mm, 裂纹开度为 5到 100 µm. 二维随机裂纹网
络的生成过程如下: 使用Monte Carlo 随机模拟方
法, 依据裂纹长度和取向的统计分布特征, 设定裂
纹的密度和裂纹之间的交点数, 对裂纹进行抽样、
投放. 当裂纹与边界相交时, 剪去超出边界部分.
释放对裂纹的交点数的控制可得到无关联的随机

裂纹网络, 如图 1 (a)所示, ρ = 0.75, x = 20. 通过
控制裂纹的交点数可以得到不同连通程度的裂纹

网络 (关联裂纹网络), 图 1 (b)所示为生成的关联裂
纹网络, ρ = 0.75, x = 20, ninter/N = 3.
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(a) (b)

图 1 二维随机裂纹网络的生成 (a)无关联裂纹网络; (b)关联裂纹网络

Fig. 1. Two dimensional random crack networks: uncorrelated network (a) and correlated network (b).

ninter⊳N/֒ Dc/⊲ ninter⊳N/⊲֒ Dc/⊲ ninter⊳N/⊲֒ Dc/⊲

ninter⊳N/⊲֒ Dc/⊲ ninter⊳N/⊲֒ Dc/⊲ ninter⊳N/⊲֒ Dc/⊲

图 2 不同分形特征的裂纹网络

Fig. 2. Crack networks with different fractal dimension.

本文采用关联维数Dc来表征裂纹网络的连通

特征. 采用两点关联方程 [21]来表征裂纹的空间

分布: C(r) = N(r)/N , N(r)表示裂纹中点两两

相距小于 r的裂纹团中裂纹的个数或者累计裂纹

长度, N是裂纹总数或者裂纹总的累计长度. 若
两条裂纹相距小于 r, 则认为两者具有很强的关联
性. C(r) ∝ rDc , 指数Dc即为关联维数. 如图 2 ,
ρ = 1.5, x = 30, 随着交点数ninter/N的增加, 裂纹

网络出现了大小不等的裂纹集团, Dc可以表征具

有不同局部特征的裂纹网络的团簇效应.

2.3 裂纹网络逾渗参数分析

2.3.1 逾渗阈值

逾渗阈值是标度问题中最重要的参数之一. 本
文计算了三种不同关联维数裂纹网络的逾渗阈值

(Dc = 2.0, 1.75, 1.62):裂纹密度取值在 0到 3之间,
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间隔 0.05取一个密度点; 固定x, 每个密度点进行
400次的Monte Carlo模拟, 若出现了贯穿左右边
界的裂纹团, 就将其记为逾渗网络, 统计出逾渗网
络的个数, 计算逾渗概率, 从而得到在某一固定x

下随裂纹密度变化的逾渗概率曲线; 变化无量纲
尺度x, 直至分析结束. 逾渗分析如图 3所示: x越

大, 逾渗概率曲线在阈值附近变化越陡, 越接近于
无限尺度上的逾渗现象; 不同x下得到的逾渗概率

曲线的交点即为逾渗阈值. 对于无关联裂纹网络
(Dc = 2.0), ρc = Nl2/4L2 = 1.43, 与Bour [10]给

出的阈值Nl2/L2 = 5.6相一致. 其他关联维数的
裂纹网络, Dc = 1.75, 1.62, 对应的逾渗阈值分别为
ρc = 1.68, 1.78.

0 0.5 1.0

ρ

1.5 2.0
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

ρ

ρ

x=5

x=10

x=15

x=20

(a)

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

x=10

x=15

x=20

(b)

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

x=10

x=15

x=20

(c)

图 3 有限尺度上不同裂纹网络逾渗阈值的计算 (a)
Dc = 2.0, x = 5, 10, 15, 20; (b) Dc = 1.75, x = 10,
15, 20; (c) Dc = 1.62, x = 10, 15, 20
Fig. 3. Percolation thresholds for finite-size domains:
(a) Dc = 2.0, x = 5,10,15,20; (b) Dc = 1.75, x =

10,15,20; (c) Dc = 1.62, x = 10, 15, 20.

2.3.2 标度指数

1) ν

固定尺度x下, 当裂纹密度逐渐增加, 一次
Monte Carlo模拟可以得到一个临界阈值ρc(x). 由
于裂纹网络生成过程的随机性, 每次Monte Carlo
模拟可能得到不同的 ρc(x), 重复 400次模拟, 可
以得到ρc(x) 的均值和标准差∆(x). 如图 4 (a)所
示, ρc(x)随着x的增大而增大. x 越大, 越接近
于无限尺度, 标准差∆(x) 就越小, ρc(x) 就越接

近于无限研究尺度上真实的阈值ρc. 标准差∆(x)

与x 间存在幂律关系, ∆(x) ∝ x−1/ν . 在双对数
坐标下, 直线的斜率即为−1/ν. 对于无关联裂纹
网络 (Dc = 2.0), 1/ν ≈ 0.75, 与经典逾渗理论中
1/ν = 0.75相符合. 对于Dc= 1.97, 1.75, 1.62, 1.51
的不同分形特征的裂纹网络, 指数 1/ν 的取值分别

为0.704, 0.408, 0.303, 0.231, 由图 4 (b)可以看出 ν

依赖裂纹网络的分形特征.

0 10 20 30
1.0

1.5

2.0

2.5

Dc=2        Dc=1.62

Dc=1.97   Dc=1.51

Dc=1.75

x

(a)

10 20 30

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Dc=2
Dc=1.97

Dc=1.75

Dc=1.62

Dc=1.51

∆
(x

↽

x

(b)

ρ

图 4 不同Dc的随机裂纹网络 (a) ρ-x曲线; (b) ∆(x)-x
曲线

Fig. 4. Crack networks with different Dc: (a) ρ-x
curve; (b) ∆(x)-x curve.

2) β

基于以上在有限尺度上 ρc(x)的讨论, 若将
ρc(x) − ρc ∝ x−1/ν代入 (2)式中可得P ∝ x−β/ν .
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如图 5 (a)所示不同的x下P 的取值. 在双对数坐
标下, 可得指数β/ν随Dc的变化规律. 对于无关
联裂纹网络 (Dc = 2.0), β/ν ≈ 0.106, 与经典逾渗
理论中β/ν = 0.104 相符合. 不同分形特征的裂
纹网络, β和 ν 的取值也不同, 将上述结果汇总在
图 5 (b)中.
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ρ

x

1.4 1.6 1.8 2.0
0
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(b)

1/υ

β/υ

Dc

图 5 不同Dc的随机裂纹网络 (a) P -x 曲线; (b) 标度
指数随Dc的变化规律

Fig. 5. Crack networks with different Dc: (a) P -x
curve; (b) critical exponents in terms of Dc.

2.3.3 连通度

开裂孔隙材料的渗透率会随着裂纹连通度的

增加而增大, 但如何合理表征连通程度是本研究
关注的问题. 连通度最早定义为每条裂纹上的交
点数 [15], 但从图 2的裂纹网络可以发现, 随着裂
纹交点数的增加裂纹的局部连通加强, 但是对网
络整体的连通作用并不明显. 也就是说, 一个局
部连通的密集裂纹网络, 其网络整体渗透率不一
定大. 以等长分布的随机裂纹网络为例, x = 5,
ρ = 1.5,裂纹交点数ninter/N在0到5之间取值,其
网络的逾渗概率如图 6所示. 随着裂纹交点数的
增加 (ninter/N = 0—1.5), 逾渗概率首先随之增加;
进一步增大交点数, 逾渗概率反而降低. 因此以

往研究中的连通度的定义方法并不能合理地描述

裂纹网络的局部团簇效应. 基于逾渗理论本文给
出了一个新的连通度定义方法. 在有限的研究尺
度L内,

f =
ξ

L
(P (ρ, L))(3−Dc), (4)

其中 ξ是裂纹团的关联长度, P (ρ, L)是某一裂纹属

于最大裂纹团的概率, 可以表达为最大裂纹团中裂
纹的累积面密度占总体裂纹面密度的比例.

0 1 2 3 4 5
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

ninter/N

图 6 逾渗概率与交点数的关系

Fig. 6. Percolation probability in terms of intersection
ratio.

连通度 f 的定义中包含了裂纹网络的分形特

征Dc: 团簇效应越明显, Dc 越小, f也越小, 也就
是只出现局部连通的裂纹网络, 其整体连通度可能
很小. 如果研究区域内所有的裂纹归属于同一个贯
通的裂纹团, 则有P = 1, L = ξ, 此时连通度 f达

到最大值 1. 因此, 连通度 f的取值范围在 0到 1之
间. 对于无限研究尺度L → ∞, 在逾渗阈值ρc附

近, 将 (1)式代入 (4)式中, 可得

f ∝ (ρ− ρc)
−ν+(3−Dc)β . (5)

为了验证上述连通度 f定义的合理性, 本文采
用Monte Carlo模拟生成不同密度的无关联裂纹网
络, ρ = 0—2, x = 20, Dc = 2.0, 每隔 0.1取一个密
度点, 每个点生成独立的 200 个裂纹网络, 求出每
个网络的连通度, 取均值, 即为该密度所对应的裂
纹网络的连通度, 分析结果见图 7 . 从图 7 (a)可以
看出, 随着裂纹密度的增加, 连通度在某一密度附
近 (约在ρ = 1—1.5之间)增加较快, 说明连通度的
定义符合在阈值附近逾渗模型的奇异性. 固定裂纹
密度ρ, 通过控制裂纹的交点数可以得到不同的 f ,
总是存在一个临界连通度 fc, 当连通度大于 fc 时,
出现逾渗. 变化ρ, 可以得到 fc-ρ曲线, 如图 7 (b),
图中每个点是100次模拟得到 fc的平均值.
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图 7 连通度随裂纹密度的变化规律 (x = 20, Dc = 2.0)
(a) f -ρ曲线; (b) fc-ρ曲线
Fig. 7. Connectivity in terms of crack density(x = 20,
Dc = 2.0): (a) f -ρ curve; (b) fc-ρ curve.

3 裂纹网络的渗透率

3.1 渗透率的标度律

孔隙材料渗透率会随着流体传输路径的增长

而降低. 裂纹网络中起主导传输作用的裂纹团称为
主裂纹团, 如图 8所示. 假设主裂纹团中裂纹的累
积长度为Lξ, 贯穿裂纹团的直线距离为Ls, 由于主
裂纹团是曲折的, 有Lξ >Ls, 裂纹团的曲折度可表
征为 τ = Lξ/Ls. 在分形的概念中, 假如选用码尺 ϵ

测量流动路径, 量测长度可以近似的表示为

Lξ(ϵ) = Lsϵ
1−Dopt , (6)

其中Dopt为最佳传输路径的分形维数, 它刻画了
路径的粗糙程度. Sheppard 等 [22]给出二维裂纹网

络的分形维, Dopt = 1.21. 当选大的码尺去度量流
动路径, 一些微裂纹就被忽略掉, Lξ会越小; 相反
码尺越小, 得到的Lξ越大. 当 ϵ → 0, Lξ包含了所

有微裂纹的长度信息. 如果取 ϵ 正比于 ξ−1, 上式
可写为

Lξ = Ls(ξ)
Dopt−1 ∝ Ls((ρ− ρc)

−ν)Dopt−1, (7)

代入曲折度的定义中可得

τ(ρ) ∝ (ρ− ρc)
ν(1−Dopt). (8)

含有随机裂纹网络的孔隙材料的渗透性依赖

于裂纹网络的几何特征、裂纹微观信息以及基体材

料的渗透率: K = K(Km; ρ, f, τ, b), 主要参数包括
裂纹的密度ρ, 开度 b, 连通度 f , 曲折度 τ和基体的

渗透率Km. 若L → ∞, 在逾渗阈值附近ρ → ρc,
同时考虑裂纹网络的连通度和主裂纹团的曲折度,
渗透率可以表征为

K = K0(Km, b)(ρ− ρc)
µ,

µ ∝ (−ν + (3−Dc)β)− ν(1−Dopt), (9)

上式中标度部分表征主裂纹团的性质, 它依赖于
裂纹的密度和裂纹网络的几何形貌特征, 其中指
数µ的第一部分 (−ν + (3−Dc)β)来自连通度的贡
献, 第二部分 (−ν(1−Dopt) )为曲折度的贡献. 取
Dopt = 1.21, 根据上述计算的 ν和β可求得对应不

同的Dc渗透率的标度指数, 如表 1所示. 对于指定
的裂纹密度和裂纹网络, 开度对渗透性的影响包含
在K0 中, K0 = K0(Km, b).

图 8 裂纹网络及其主裂纹团的形貌: 等长分布随机裂
纹 (x = 20, ρ = 1.43, Dc = 2.0)
Fig. 8. Crack network and its backbone cluster
at percolation: constant length distribution (x = 20,
ρ = 1.43, Dc = 2.0).

表 1 不同Dc对应的渗透率的标度指数

Table 1 Scaling exponent of permeability for different Dc.

裂纹长度分布 Dc β ν µ

等长 2.0 0.143 1.351 −0.924

等长 1.97 0.175 1.420 −0.942

等长 1.75 0.632 2.451 −1.146

等长 1.62 0.941 3.300 −1.308

等长 1.51 1.004 4.329 −1.924
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3.2 二维裂纹网络渗透过程的有限元分析

本文假定在含有裂纹网络的孔隙材料中流动

的流体为不可压缩的牛顿流体. 在稳态渗流状态,
流体流速与压力梯度成正比: q = −∇p×K/η, 其
中K 是局部渗透率张量, η为流体的动黏度, ∇p为

压力梯度. 如图 8所示含有二维裂纹网络的渗流区
域, 渗流方向沿x轴. 计算在左、右边界上施加压力
边界条件:

p|Γ1 = p1, p|Γ2 = p2. (10)

上、下边界施加无流量边界条件,

q · n|Γ3,Γ4
=

K

η
· ∂p
∂n

|Γ3,Γ4
= 0. (11)

有限元网格中, 渗流区域孔隙材料采用三角形六节
点单元, 裂纹采用二节点线单元; 使用有限元方法
求得每个节点的压力p(x, y), 渗透流量可表示为

Qx =

∫
Γy

−K

η
· ∂p
∂x

dy, (12)

其中Γy为垂直于渗透方向的任一截面. 裂纹网络
的整体有效渗透率为

Keff =
Qxη

p2 − p1
. (13)

3.3 数值分析

3.3.1 标度指数µ

采用有限元数值分析得到不同裂纹密度对应

的裂纹网络的渗透率, 结果如图 9所示. 分析结构
显示, 无关联裂纹网络 (Dc = 2.0)的裂纹密度ρ接

近ρc = 1.43 时, 裂纹网络出现逾渗, 有效渗透率
Keff增大了4—5个数量级.
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图 9 等长分布无关联随机裂纹网络的渗透率随 ρ的变化

(Dc = 2.0, x = 30)
Fig. 9. Effective permeability in terms of crack
density(Dc = 2.0, x = 30).
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图 10 阈值以下无关联裂纹网络的相对渗透率 (实线为
均值)
Fig. 10. Effective permeability of uncorrelated net-
work below the threshold (solid line for mean values).

-5 -4 -3 -2 -1 0
1

2

3

4

5

ln(Keff/Km)=-0.922ln(ρ-ρc)+1.587
R=0.983

ln(Keff/Km)=-1.122ln(ρ-ρc)+1.402
R=0.984

ln(Keff/Km)=-1.257ln(ρ-ρc)+1.420
R=0.988

ln
(K

e
ff
/
K

m
) 

ln(ρ-ρc)

ln
(K

e
ff
/
K

m
) 

ln(ρ-ρc)

ln
(K

e
ff
/
K

m
) 

ln(p-pc)

(a)

-5 -4 -3 -2 -1 0
1

2

3

4

5

(b)

-5 -4 -3 -2 -1 0
1

2

3

4

5

(c)

图 11 裂纹网络标度指数 µ回归: (a) Dc = 2.0; (b)
Dc = 1.75; (c) Dc = 1.62

Fig. 11. Regression of critical exponent of permeabil-
ity µ: (a) Dc = 2.0; (b) Dc = 1.75; (c) Dc = 1.62.
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本文计算了 3种连通特性 (关联维数Dc =

2.0, 1.75, 1.62)下标度指数µ的取值, 裂纹密度取
0到ρc, 每间隔 0.05取一个密度点, 每个密度点生
成 40个随机独立的裂纹网络, 每种裂纹形貌约进
行 1290次Monte Carlo 模拟, 最终生成 3870个裂
纹网络. 通过有限元计算得出渗透率, 得出每个
密度点的渗透率均值. 图 10表示无关联裂纹网络
(Dc = 2.0)的Keff/Km值数值结果, 图中实线表示
不同密度点的渗透率均值. 由于有限尺度的影响,
变异系数由ρ = 0.05时的0.5%增加为ρ = 1.4时的

19%. 取ρc附近 (0.03 6 |ρ− ρc| 6 0.28) 的数据点
按照 (9)式对进行标度参数µ的回归, 结果见图 11 ;
三种裂纹网络Dc = 2.0, 1.75, 1.62, 得到标度指数
分别为µ = −0.922,−1.122,−1.257, 与表 1结果符
合很好, 验证了本文对随机网络几何特征分析的正
确性.

3.3.2 裂纹开度比 b对K0的影响

设定裂纹的开度比在 b = 0.001—0.028之间,
x = 30, Dc = 2.0. 裂纹的密度由 0 到逾渗阈值ρc,
每间隔 0.05取一个密度点. 图 12给出了不同 b 下

相对渗透率的变化规律, 可以看出在ρ ≪ ρc时, b
对渗透率的影响并不明显, 而对于完全连通的网络
(ρ > ρc), 连通通路已经形成, 开度对渗透率有直接
的影响.
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图 12 不同 b下相对渗透率的变化规律 (x = 30,
Dc = 2.0)
Fig. 12. Effective permeability for different b (x = 30,
Dc = 2.0).

图 13给出了不同 b与相对渗透率Keff/Km的

关系, 可以看出在相对渗透率随着 b的增加而增

加, 当 b > 0.004时趋于平稳. 图 14表示了 (9)式中
K0(Km, b)与开度比 b的关系, 由回归结果可以得
到: 当 b > 0.004时, K0 ≈ 4Km; 当 b 6 0.004 时,
在双对数坐标中K0 可以表达为 b 的线性表达式,

K0 ∝ bλ, b 6 0.004. (14)

对于Dc = 2.0, 1.75, 1.62, λ分别取值 0.2, 0.477,
0.554, 因此指数λ可以回归为Dc的函数,

λ = −0.955Dc + 2.12. (15)
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图 13 不同Dc下相对渗透率Keff/Km 与 b的关系 (a)
Dc = 2.0; (b) Dc = 1.75; (c) Dc = 1.62

Fig. 13. Effective permeability Keff/Km in terms of
b for different Dc: (a) Dc = 2.0; (b) Dc = 1.75; (c)
Dc = 1.62.
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图 14 不同Dc下相对渗透率K0/Km与 b的关系: (a)
Dc = 2.0; (b) Dc = 1.75; (c) Dc = 1.62

Fig. 14. Effective permeability K0/Km in terms of b

for different Dc: (a) Dc = 2.0; (b) Dc = 1.75; (c)
Dc = 1.62.

结合之前得到的不同分形特性裂纹网络的标

度指数µ, 可得对应裂纹网络的标度律

K = K0(ρ− ρc)
µ

= κKmb−0.955Dc+2.12(ρ− ρc)
µ,

b 6 0.004, (16)

K = K0(ρ− ρc)
µ

= 4Km(ρ− ρc)
µ, b > 0.004, (17)

式中的各参数拟合结果在表 2中. 可以看出分形
维数Dc越小, 由于团簇效应对流场的局部放大
作用, κ越大. 这里裂纹开度对渗透率影响的讨
论采用了裂纹的开度比 b作为基本变量, 以上的
规律实际上是由裂纹的局部渗透率Kcrack与孔隙

材料基体渗透率Km决定的. 采用立方定律假设,
b = 0.004(裂纹开度为 15 µm) 对应的裂纹渗透率
Kcrack = 1.875× 10−11m2, 而本文多孔基体渗透率
取值为 10−17m2, 此时Kcrack/Km ≈ 106. 即, 裂纹
的局部相对渗透率Kcrack/Km在 106以内, 裂纹的
开度才会对含有随机裂纹网络孔隙材料的渗透率

有影响.
表 2 对应不同网络分形特征Dc渗透率标度参数

Table 2. Scaling parameters of permeability for differ-
ent Dc.

Dc κ λ µ

2 11.57 0.2 -0.922

1.75 56.26 0.477 -1.122

1.62 92.85 0.554 -1.257

4 结 论

本文使用连续区逾渗理论提出了二维随机裂

纹网络连通度定义, f ∝ (ρ − ρc)
−ν+(3−Dc)β , 该定

义中包含了裂纹网络的分形特征Dc. Dc越小、裂

纹团簇效应越明显, f也越小, 表明随机网络中裂
纹局部团簇效应会影响网络整体的连通度. 由于团
簇效应的影响, 裂纹网络的逾渗阈值ρc随分形维数

Dc的减小而增大. 研究还表明, 二维随机裂纹网络
的标度指数 ν, β 也随着Dc的减小而增大, 而非固
定值, 这与经典逾渗理论提出的标度指数存在普适
性的观点有所不同.

本文考虑裂纹网络的连通度和主裂纹团的曲

折度, 给出了描述含有随机裂纹网络孔隙材料的
整体渗透率的解析表达, K = K0(Km, b)(ρ− ρc)

µ,
其中标度律 (ρ − ρc)

µ与裂纹网络的几何特征有关;
K0 与渗流过程有关, 涉及孔隙材料基体的渗透率
Km 和裂纹开度比 b. K0随着裂纹开度比 b的增加

而增加, 当 b > 0.004时趋于固定值, K0 ≈ 4Km;
当 b 6 0.004 时, K0 可以表达为 b 的线性表达式,
K0 = κKmb−0.955Dc+2.12, κ与裂纹网络的分性特

征有关, 分形维数越小, 团簇效应对流场的局部放
大作用越明显, κ越大.
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Abstract
This paper investigates the permeability of microcracked porous solids incorporating random crack networks in terms

of continuum percolation theory. Main factors of permeability include the geometry of crack networks, permeability of
porous matrix, and crack opening. For the two-dimensional random crack networks, a new connectivity factor is defined
to take into consideration the spanning cluster of cracks, fractal dimension of networks, and the size of a finite domain.
For an infinite domain, the connectivity factor around a percolation threshold observes the scaling law, so this definition
of connectivity is proved to be consistent with the percolation concepts. Geometric analysis reveals that the local
clustering will not necessarily contribute to the global connectivity of networks. It is also found that too strong a
local clustering of cracks will decrease the probability of the global percolation, and this adverse aspect of the local
clustering effect has never been reported in the literature. The percolation threshold changes with the crack pattern of
networks and the scaling exponents of percolation are not constant but depend on the fractal dimension of the crack
networks. On the basis of connectivity and tortuosity of crack networks, the scaling law for permeability is established,
K = K0(Km, b)(ρ − ρc)

µ, taking into consideration the geometris characteristics through (ρ − ρc)
µ, the permeability

of porous matrix Km, and the crack opening aperture b. Then the permeability of a solid incorporating random crack
networks is solved by finite element methods: all the cracks are idealized as 2-node elements and the matrix is divided
into 6-node triangle elements. The fluid is assumed to be incompressible and Newtonian. With these assumptions the
effective permeability of numerical samples is evaluated through Darcy’s law. The scaling exponents of the permeability
µ obtained numerically are very near to the theoretical values, and the impact of crack opening is less important as the
crack density is far below the percolation threshold and the effect of crack opening becomes significant only as the crack
density approaches the percolation threshold. Influence of crack opening on the permeability is strongly dependent on
the opening aperture of the cracks. Finite element simulation results show that K0 depends on b through a power law
near the percolation threshold and this dependence disappears as the ratio between the local permeability of crack and
the matrix permeability exceeds 106.

Keywords: crack network, permeability, percolation threshold, connectivity
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