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基于时频差的正交容积卡尔曼滤波跟踪算法∗

逯志宇† 王大鸣 王建辉 王跃

(解放军信息工程大学信息系统工程学院, 郑州 450001)

( 2014年 11月 29日收到; 2015年 2月 27日收到修改稿 )

针对基于时频差测量的无源跟踪中面临的非线性估计问题, 提出一种正交容积卡尔曼滤波跟踪算法. 该
算法在容积卡尔曼滤波算法的基础上, 通过引入特定正交矩阵改进容积采样方法, 在高维状态估计下减小因
采样产生的误差, 在没有增加计算量的前提下, 有效提高收敛速度及跟踪精度. 仿真结果表明, 在基于到达时
差和到达频差的联合无源跟踪问题中, 与扩展卡尔曼滤波及容积卡尔曼滤波算法相比, 本文所提算法在跟踪
性能上有明显提升.
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1 引 言

目标跟踪是对目标位置和速度的实时估计与

预测, 无论是在民用领域还是军事领域都有广泛的
应用. 基于有源系统的目标跟踪技术发展较为成
熟, 但是在军事对抗中易受干扰和破坏, 所以发展
基于无源系统的目标跟踪技术变得日益重要 [1]. 在
无源跟踪系统中, 根据多观测站接收目标信号的到
达时间差 (time difference of arrival, TDOA)和到
达频率差 (frequency difference of arrival, FDOA)
可以完成对目标位置和速度的估计 [2−4], 但TDOA
和FDOA方程属于非线性方程, 跟踪目标状态属于
非线性滤波问题.

针对非线性滤波问题, 应用和研究最为广泛的
是扩展卡尔曼滤波 (extended Kalman filter, EKF)、
粒子滤波 (particle filter, PF)、无迹卡尔曼滤波
(unscented Kalman filter, UKF), 积分卡尔曼滤波
(quadrature Kalman filter, QKF), 容积卡尔曼滤
波 (cubature Kalman filter, CKF)等算法. 其中,
EKF利用泰勒级数对非线性函数进行展开, 只保
留一阶项实现线性化, 进而利用线性卡尔曼滤波

器进行处理 [5]. 虽然算法速度快易于实现, 但是当
函数非线性强时, 只保留一阶项会带来较大的误
差, 可能引起滤波发散, 同时, 计算 Jacobi矩阵需
要对函数求导, 需要确定的函数表达式且函数复
杂时操作困难 [6]. PF可以解决EKF面临的问题,
近年得到较为广泛的研究, 但是面临严重的粒子
退化和粒子耗尽问题, 为了获得较好的性能, 计算
复杂度很高, 实用性不强 [7,8]. 为了解决EKF的缺
点, 同时利用PF的思想, Julier和Uhlman提出无
迹卡尔曼滤波算法, 利用UT变换的思想对非线性
概率密度函数进行拟合, 在高斯条件下可以达到
泰勒级数展开的三阶近似, 相对于EKF精度更高,
同时避免了函数求导与Jacobi矩阵的计算 [9,10], 也
不需要大量的粒子来保证算法性能. 但是UT变
换需要对状态协方差矩阵做开方处理, 当其参数
κ为负时, 会出现奇异, 引起滤波发散, 同时, 当目
标状态抖动严重, 噪声统计特性未知时, 标准UKF
性能较差 [11]. 针对UKF带来的问题, Ienkaran引
进Gauss-Hermit求积分方法提出积分卡尔曼滤波
算法 [12], 利用Gauss-Hermit积分规则选取采样点,
针对不同的问题可以自适应调整采样点, 其继承了
UKF的优点, 性能更优, 但是QKF对状态维数敏
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感, 计算量按维数成指数增长, 对高维问题求解困
难. 针对QKF带来的高维问题, Arasaratnamt提
出容积卡尔曼滤波算法 [13,14], 其利用三维球形容
积规则生成采样点, 去除UKF对参数κ的依赖, 解
决了QKF在高维状态下计算量陡增问题, 简单高
效, 滤波精度更高 [15,16].

虽然CKF解决了高维状态估计的计算量问题,
但其采样点同

√
n成比例, 对于高维估计问题, 其

舍弃的误差依然很大 [17]. 针对此问题, 本文首先
分析标准容积采样方法舍弃误差的大小, 在此基
础上, 引入一个特定的正交矩阵改进容积采样方
法, 从而使舍弃误差更小, 进一步提高算法精度,
将采样方法代入卡尔曼滤波过程得到正交容积卡

尔曼滤波算法 (orthogonal cubature Kalman filter,
OCKF), 并将其用于基于TDOA和FDOA的目标
跟踪中, 进行仿真实验证实算法的有效性.

2 基于时频差测量的跟踪模型

当目标进入观测范围时, 多观测站完成对目
标信号的到达时间和到达频率的测量, 依据观测
站之间所测目标的TDOA和FDOA对目标进行跟
踪. 假设目标初始位置为u = (u1, u2, u3), 做匀
速直线运动, 速度为 u̇ = (u̇1, u̇2, u̇3), 观测站坐
标为 si = (s1i, s2i, s3i), 速度为 ṡi = (ṡ1i, ṡ2i, ṡ3i),
(i = 1, 2, · · · , N), N为观测站个数, 则系统的状态
方程和观测方程表示为

x(k + 1) = Fx(k) + σx(k), (1)

z(k + 1) = h(x(k)) + w(k), (2)

其中x = [u, u̇]T为系统状态向量, F 为状态转

移矩阵, σx(k)为状态噪声, w(k)为观测噪声,
均服从高斯分布且互不相关, 协方差为Q =

E[σx(k)σ
T
x (k)], R = E[w(k)wT(k)], h(x(k))为非

线性观测函数, 观测向量为 z = [∆r ∆f ]
T

=

[∆r21 · · ·∆rn1,∆f21 · · ·∆fn1]
T, 其中

∆ri1 = c∆ti1 = ri − r1 (3)

为到达距离差, ∆ti1为目标信号的到达时间差,
ri =

√
(u− si)(u− si)T为目标和观测站之间的距

离, c为光速.

∆fi1 =
f0
c

(
dri
dt − dr1

dt

)
(4)

为到达频差, 其中
dri
dt =

(u− si)(u̇− ṡi)
T

ri

为目标相对于观测站的径向速度, f0为目标信号

频率.

3 正交容积卡尔曼滤波算法

3.1 容积变换性能分析

针对上述跟踪模型中的非线性问题, 可以通过
容积采样方法对其近似处理, 假设k时刻已得到目

标的状态估计为 x̂(k| k), 状态协方差矩阵预测值为
P (k| k), 系统状态为nx维, 容积变换取2nx个样本

点, 采样向量x(i)(k| k)和相应的权值ω(i)为

x(i)(k| k) = x̂(k| k) +
[√

nxP (k|k)
]
i
,

ω(i) =
1

2nx
,

x(i+nx)(k| k) = x̂(k| k)−
[√

nxP (k|k)
]
i
,

ω(i+nx) =
1

2nx
, i = 1, 2, · · · , nx, (5)

其中, Pi是P和第 i列, 把每个样本点代入状态方
程得到状态的一步预测为

x̂(i)(k + 1|k) = Fx(i)(k|k), (6)

x̂(k + 1| k) =
2nx∑
i=1

ω(i)x̂(i)(k + 1| k), (7)

其中, x̂(i)(k + 1|k)为单个状态样本点的一步预测,
x̂(k + 1| k)为状态样本点的加权一步预测, 从而得
到观测向量的一步预测为

z(i)(k + 1|k) = h
(
x(i)(k|k)

)
,

i = 1, 2, · · · , nx, (8)

ẑ(k + 1|k) =
2nx∑
i=1

ω(i)z(i)(k + 1|k), (9)

其中, z(i)(k + 1|k)为单个状态样本点的观测向量
一步预测, ẑ(k + 1|k)为状态样本点的加权观测向
量一步预测, 观测预测的协方差Pz可以表示为

Pz =
2n∑
i=1

w(i)
(
z(i) − ẑ

)(
z(i) − ẑ

)T
. (10)

通过上述采样过程, 避免了对非线性函数
h(x(k))的求导操作, 用采样点的加权和得到观
测向量的一步预测. 为了进一步分析容积采样变
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换的性能, 获得采样点的误差性能, 将非线性函
数h(x)在 x̂处用泰勒级数展开, 并将样本点x(i)代

入得到

z(i) = h
(
x(i)

)
= h (x̂) +

∞∑
l=1

1

l!
Dl

σxi
h, (11)

其中 l为阶数, σxi =
[√

nxPx

]
i
是在均值基础上加

入的采样抖动项, 设σxi,j
是σxi

的第 j个元素, 有

Dl
σxi

h =

 n∑
j=1

σxi.j

∂

∂xj

l

h (x)

∣∣∣∣
x=x̂

, (12)

其中∂/∂xj是对h (x)中x的第 j个元素的求导, 由
于在 x̂附近对称采样, 所以 2阶以上奇数项互相抵
消, 将 (9)式代入 (11)式得到容积变换的 ẑ的泰勒

级数展开式为

ẑ = h (x̂) +

(
∇TP∇

)
h (x)

∣∣
x=x̂

2

+

2nx∑
i=1

[ ∞∑
l=2

1

(2l)!
D2l

σxi
h

]
2nx

. (13)

容积变换只取前两项, 从以上分析可以看出,
与实际的后验均值相比, 对任意第 j个元素省略其

大于四阶的误差, 则误差项可以表示为

Error (nx) =
1

2nx

2nx∑
i=1

[
1

(2l)!

[
σxi,j

]2l]

= (nx)
l−1

[
1

(2l)!

2nx∑
i=1

P l (i, j)

]
,

∀j, l = 2, 3, 4, · · · (14)

从 (14)式可以看出, 容积采样所省略的误差会
随状态维数的增加而变大, 当维数较大时会降低算
法估计精度, 所以, 需要设计一种更加合理的算法
降低高维状态下较大的采样误差.

3.2 改进容积采样方法

针对CKF算法面临的高维状态下省略误差大
的问题, 下面提出一种新的容积采样方法, 消除状
态维数对采样误差的影响. 容积采样可以描述为

X = x̂+
√
Pξ, (15)

其中X为采样状态点矩阵表示, ξ = (ξ1, ξ2, · · · ,
ξ2nx

)是采样矩阵, ξk = (ξk,1, ξk,2, · · · , ξk,n)T需要

满足如下条件 [13]:
1

2nx

2nx∑
i=1

ξiξ
T
i = Inx

, (16)

其中 Inx为nx × nx的单位阵. 容积变换只是找到
了一个相对简单的矩阵 ξ, 如下式所示:

ξ =
[√

nxei −
√
nxei

]
, i = 1, 2, · · · , nx, (17)

其中 ei为单位向量, ξ的选取并没有考虑高维状态
下采样误差大的问题.

为了改进算法性能, 引进正交矩阵B, 满足如
下性能:

BT
i Bi = 1, i = 1, 2, · · · , nx,

BT
i Bj = 0, i ̸= j, (18)

其中Bi = (bi,1, bi,2, · · · , bi,nx
)T, 令 γ = Bξ =

(γ1, γ2, · · · , γ2nx), 则代入 (16)式, 可以得到

1

2nx

2nx∑
i=1

γiγ
T
i = Inx

, (19)

即满足 (18)式条件的任意矩阵B与 ξ相乘都能满

足 (16)式, 即可以用于容积采样中, 但是不同B矩

阵带来的采样效果有较大差异.
为了提高算法性能, 本文对B进行设计, 寻找

最优的形式以获得应对高维状态估计的采样矩阵

γ. 首先引进正交矩阵Ψ , 满足如下条件:

ΨT
i Ψi =

nx

2
, i = 1, 2, · · · , nx,

ΨT
i Ψj = 0, i ̸= j,

φ2
i,j 6 1, ∀ i, j, (20)

其中Ψi = (φi,1, φi,2, · · · , φi,n)
T 是Ψ的列向量, 令

B =
√
2/nxΨ , 可以证明, B满足 (18)式所示条件,

将其代入γ = Bξ, 得到一种新的采样矩阵, 从而得
到新的容积采样点为

X = x̂+

√
2P

nx
Ψξ. (21)

下面对新的容积采样点性能做出分析. 权重不
变, 将新的采样点X代入 (11)式, 得到其舍弃的高
阶项误差为

Error (Ψ, nx) =
2l

2nx

2nx∑
i=1

φ2l
i

[
1

(2l)!

2nx∑
i=1

P l (i, j)

]
,

∀ j, l = 2, 3, 4, · · · (22)

由 (20)式第三个条件可以有

1

2nx

2nx∑
i=1

φ2l
i 6 1, (23)

所以有

Error (Ψ, nx) =
2l

2nx

2nx∑
i=1

φ2l
i

[
1

(2l)!

2nx∑
i=1

P l (i, j)

]
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[
1

(2l)!

2nx∑
i=1

P l (i, j)

]
,

∀j, l = 2, 3, 4, · · · (24)

对比于CKF算法的省略误差 (14)式可以得到

Error (Ψ, nx)

Error (nx)
6 nx

(
2

nx

)l−1

, l > 4. (25)

(25)式表明, 对于高维状态向量, 新的采样点
所省略的误差会远小于原始容积采样方法, 尽管
对于小于 3维的状态向量, 矩阵Ψ的引进不会带来

很好的效果, 但如本文所关心的目标位置及速度
的6维问题, 采样性能将有较大提升, 如4阶误差省
略只是原算法的 22%, 7阶误差省略只是原算法的
0.7%, 所以将其用于卡尔曼滤波过程会得到更加精
确的估计结果. 同时, γ =

√
2/nxΨξ满足容积采样

条件, 新的采样值没有打破原算法的理论架构, 算
法稳定性得到保障, 其收敛的鲁棒性与CKF相同.

在计算量上, 虽然矩阵Ψ变得复杂, 相对于原
始采样矩阵 ξ会增加一部分非零矩阵乘法, 但是其
本质上只是改进了采样规则获得新的采样点, 并没
有增加额外的计算量, 不会给滤波算法带来计算
压力. 由于其对非线性函数的拟合更加准确, 所以
除了提高跟踪精度外, 在收敛速度上也会有相应
的提高. 由于Ψ具有正交特性, 本文称其滤波算法
为正交容积卡尔曼滤波算法 (orthogonal cubature
Kalman filter, OCKF).

3.3 OCKF滤波跟踪算法

下面对结合上述改进容积采样方法的OCKF
滤波跟踪算法做详细介绍. 系统状态方程和观测
方程如 (1), (2)式所示, 针对匀速直线运动目标的6
维状态向量, 寻找满足 (20)式的矩阵Ψ , 将其代入
γ =

√
2/nxΨξ, 得到γ为

γ =
[√

2Ψ −
√
2Ψ

]
. (26)

结合 (22)式获得 2nx个采样点. 代入状态方程对采
样向量进行一步预测为

x̂(i)(k + 1| k) = Fx(i)(k| k),

i = 0, 1, 2, · · · , 2nx, (27)

则系统下一时刻的状态预测为所有采样点一步预

测的加权和

x̂(k + 1| k) =
2nx∑
i=0

ω(i)x̂(i)(k + 1| k). (28)

状态协方差预测为

P (k + 1| k)

=

2nx∑
i=0

ω(i)[x̂(k + 1| k)− x̂(i)(k + 1| k)]

× [x̂(k + 1| k)− x̂(i)(k + 1| k)]T

+Q(k), (29)

将采样向量代入观测方程, 得到观测量一步预测为

ẑ(i)(k + 1| k) =

∆r(i)

∆f (i)

∣∣∣∣∣∣
x̂(i)(k+1|k)

. (30)

对所有采样点的一步预测观测量加权得到系统一

步测量预测为

ẑ(k + 1| k) =
2nx∑
i=0

ω(i)ẑ(i)(k + 1| k). (31)

则系统观测预测的协方差矩阵S(k + 1)为

S(k + 1)

=

2nx∑
i=0

ω(i)[ẑ(k + 1| k)− ẑ(i)(k + 1| k)]

× [ẑ(k + 1| k)− ẑ(i)(k + 1| k)]T

+R(k + 1). (32)

系统增益矩阵W (k + 1)为

W (k + 1)

=

{ 2nx∑
i=0

ω(i)[x̂(k + 1| k)− x̂(i)(k + 1| k)]

× [ẑ(k + 1| k)− ẑ(i)(k + 1| k)]T
}

× S(k + 1)−1. (33)

下一时刻系统状态估计为

x̂(k + 1| k + 1)

= x̂(k + 1| k) +W (k + 1)[z(k + 1)

− ẑ(k + 1| k)]. (34)

下一时刻状态协方差矩阵为

P (k + 1| k + 1)

= P (k + 1| k)−W (k + 1)S(k + 1)

×W (k + 1)T. (35)

综上所述, 基于OCKF算法目标跟踪算法流
程为:

步骤1 设定目标初始状态 x̂(0| 0), 初始协方
差矩阵P (0| 0);
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步骤2 结合 (26)式, 将初值代入 (21)式得到
2nx个采样点, 设定采样点权重ω = 1/2nx;

步骤3 将采样点代入 (27), (28)式得到状态
向量的下一步预测 x̂(k + 1| k);

步骤4 将状态误差协方差矩阵代入 (29)式
得到状态协方差的下一步预测P (k + 1| k);

步骤5 将采样点代入 (30), (31)式得到观测
向量的下一步预测 ẑ(k + 1| k);

步骤6 将观测噪声协方差矩阵代入 (32)式
得到系统观测预测的协方差矩阵S(k + 1);

步骤7 将步骤 2—6结果代入 (33)式得到系
统增益矩阵W (k + 1);

步骤8 将观测向量及步骤 3, 5, 7结果代入
(34)式得到状态向量下一时刻预测 x̂(k + 1| k + 1);

步骤9 将步骤4, 6, 7结果代入 (35)式得到下
一时刻状态协方差矩阵P (k + 1| k + 1);

步骤10 转至步骤2进行下一时刻滤波.

4 算法仿真

为了验证本文所提OCKF算法的有效性, 下
面采用采用蒙特卡洛方法对算法性能进行仿真, 分
别对比于EKF, CKF和文献 [15]所提的TCKF算
法, 验证OCKF算法性能. 假设目标初始位置为
(120, 500, 500) m, 做匀速运动, 速度为 (−10, 20,
10) m/s, 信号频率为 fo = 3× 108 Hz, 有六个观测
站, 位置及速度如表 1所示.

表 1 观测站坐标 (m)及速度 (m/s)
Table 1. The position and speed of observation sta-
tions.

观测站 x y z Vx Vy Vz

1 −300 −100 −150 30 −20 20

2 400 150 100 −30 10 20

3 300 500 200 10 −20 10

4 350 200 100 10 20 30

5 −100 −100 −100 −20 10 10

6 300 250 180 10 10 10

目标飞行受高斯白噪声扰动, 方差为σx =

−50 dB. 观测量为目标信号到达观测站的TDOA
和FDOA, 均以第一个观测站为参考站, 观测噪
声方差为w = 15 dB, TDOA协方差矩阵为wΦ,
FDOA协方差矩阵为 0.1wΦ, 其中Φ为对角线元素

是1, 其余元素为0.5的矩阵, TDOA和FDOA噪声
互不相关. 设滤波初始目标位置为 (0, 0, 0), 初始
速度为 (0, 0, 0), 观测时间为80 s. 算法中矩阵Ψ取

如下形式:

Ψ =



√
3/2 1/2 0 −1/2 −

√
3/2 −1

1/2
√
3/2 1

√
3/2 1/2 0

0 −1 0 1 0 −1

1 0 −1 0 1 0

−
√
3/2 1/2 0 −1/2

√
3/2 −1

1/2 −
√
3/2 1 −

√
3/2 1/2 0


,

可以证明Ψ满足条件. 实验采用 1000次蒙特卡洛
仿真的平均结果表征每个算法性能, 仿真结果如
图 1和图 2所示.
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图 1 目标 z方向位置跟踪过程

Fig. 1. Target trajectory of z direction.
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图 2 位置跟踪均方根误差曲线

Fig. 2. Root mean square error of target trajectory
tracking.
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由于目标做匀速直线运动, 各方向性能一
致, 为节约篇幅, 跟踪位置只以 z轴方向为例说

明. 图 1显示的是各算法对目标 z方向位置跟踪

过程, 图 2显示的是各算法三维位置跟踪的总体
均方根误差曲线. 从图中可以看出, 四种算法在
一定时间后都能以一定误差跟踪目标, 但EKF算
法性能明显差于CKF算法、TCKF算法及本文所
提OCKF算法, 跟踪过程较慢, 误差大, 原因在于
EKF只用了泰勒展开的一阶项, 忽略高阶项带来
较大误差. TCKF算法与CKF算法性能相近, 定位
精度提升 5 m左右, 原因在于TCKF算法应用三角
函数作为采样矩阵元素, 在维数并不是太高的情况
下, 引进的省略误差不可忽视, 降低了算法的估计
精度. 但从放大图中可以看出, OCKF跟踪性能好
于TCKF算法, 精度又有3—4 m的提升, 跟踪精度
更高, 说明算法性能较优, 证明了OCKF在误差项
处理上的优势.
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图 3 目标 z方向速度跟踪过程

Fig. 3. Target speed of z direction.

图 3显示的是对目标 z方向速度跟踪过程,
图 4显示的是各算法三维速度跟踪的总体均方
根误差曲线. 从图中可以看出, OCKF算法对速
度的跟踪性能明显好于其他三种算法, 在收敛
速度及跟踪精度上都明显占优. EKF算法前期
抖动较为严重, 跟踪速度也比较缓慢, 精度较差.
CKF和TCKF算法虽然克服了EKF算法的一些
缺点, 但是收敛精度依然不理想, 最终锁定误差较
大. OCKF在TCKF的基础上进一步提高了跟踪
精度, 与真实速度符合较好, 速度跟踪性能更强, 与
图 3所得结论一致.

对比图 2和图 4可以看出, 在位置和速度的跟
踪过程中, OCKF算法虽然性能上都有提升, 但是

在速度跟踪上精度更高, 究其原因, 在于速度跟踪
基于FDOA的观测, 其非线性更强, 而OCKF的优
势正在于对非线性函数更高精度的拟合上, 采样
误差更小, 所以在速度的跟踪上性能更好. 在同一
仿真环境下 (24核 i7处理器, Matlab2013), CKF,
TCKF和OCKF完成 80 s数据的滤波过程需要的
时间分别为 0.0577 s, 0.0579 s和 0.0581 s, 算法消
耗时间几乎一致, 说明在没有显著提升计算量的
条件下, 本文提出的OCKF算法跟踪性能更好, 跟
踪精度提升明显, 其综合性能优于CKF和TCKF
算法.
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图 4 速度跟踪均方根误差曲线

Fig. 4. Root mean square error of target speed tracking.

5 结 论

本文针对跟踪中面临的非线性滤波问题, 在
CKF算法的基础上做出改进, 通过引进正交矩阵
改变容积采样方法得到OCKF算法, 理论分析和
仿真实验证明OCKF算法性能整体上优于CKF算
法, 在没有显著增加计算量的条件下, 提高跟踪精
度, 在用于TDOA和FDOA的联合无源跟踪过程
中表现较好, 具有较大的实用价值.
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A tracking algorithm based on orthogonal cubature
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Abstract
In a passive target tracking system, the position and velocity of a target can be estimated based on time difference

of arrival (TDOA) and frequency difference of arrival (FDOA) received by different stations. But TDOA and FDOA
equations are nonlinear, which make the target tracking become a nonlinear estimation problem. To solve the nonlinear
estimation problem, the most extensive research algorithms are those of extended Kalman filter (EKF), particle filter
(PF), unscented Kalman filter (UKF), quadrature Kalman filter (QKF), and cubature Kalman filter (CKF). But the
existing algorithms all come up with shortcoming in some way. EKF only retains the first order of the nonlinear function
by Taylor series expansion, which will bring large error. PF has to face the degeneracy phenomenon and the problem of
large computational complexity. The standard UKF is easy to become divergence in a high dimensional state estimation.
QKF is sensitive to the dimension of state, and the calculation is of exponential growth with the growth of dimension.
Although CKF can effectively improve the shortcomings, the discarded error is proportional to the state dimension,
which may be large in high dimensional state. In view of the above problems, this paper presents an orthogonal cubature
Kalman filter (OCKF) algorithm. This algorithm reduces the sampling error by introducing special orthogonal matrix
to change the method of cubature sampling based on CKF. It eliminates the dimension impact on the sampling error. In
the absence of additional computation, it effectively improves the tracking precision. Simulation results show that, based
on the TDOA and FDOA, compared with the EKF and CKF algorithms, OCKF algorithm can improve the tracking
performance significantly.

Keywords: target tracking, cubature Kalman filter, time difference of arrival, frequency difference of
arrival
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