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(1+2)维各向同性介质中的旋转椭圆空间光孤子∗
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从 (1+2)维非局域非线性薛定谔方程出发, 通过坐标变换得到了旋转坐标系下的非局域非线性薛定谔方
程. 假设响应函数为高斯型, 用虚时间法数值求解了旋转坐标系下的非局域非线性薛定谔方程的静态孤子解,
迭代出了不同非局域程度条件下的静态椭圆孤子数值解. 最后采用分步傅里叶算法, 以迭代的孤子解作为初
始输入波形, 模拟了在不同的非局域程度条件下, (1+2)维椭圆空间光孤子的旋转传输特性. 强非局域时, 椭
圆光孤子的长轴方向和短轴方向波形都是高斯型, 其他的非局域程度下, 不是高斯型. 由此表明：(1+2)维椭
圆光孤子对非局域程度依赖性很强. 旋转角速度和功率均与非局域程度以及孤子的椭圆度有关.
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1 引 言

光孤子是由线性部分和非线性部分完全平衡

所导致的. 孤子的光斑有圆形和椭圆形的.
在线性各向异性和非线性各向异性两种情况

下都发现了椭圆形光斑的自陷光束. 例如, 在饱和
非线性介质 [1], 强非局域介质 [2,3] 以及因自相关函

数各向异性导致线性各向异性的光折变非线性介

质 [4]中均发现了椭圆非相干孤子. 此外, 因衍射
各向异性 [5,6], 导致非寻常光在单轴晶体中也有可
能形成椭圆自陷型的孤子. 在实验方面, 已经在实
验中观察到因横向的边界条件所导致的非线性各

向异性 [7] 的铅玻璃中在强非局域下的相干椭圆孤

子 [8], 此外, 在增强光折变各向异性和非常规偏置
条件下的非局域性 [9]所导致的非线性各向异性的

光诱导二维光子晶格中也存在着椭圆离散孤子.
当线性部分和非线性部分都是各向同性的时

候, 通常不会存在椭圆孤子. 椭圆形光斑的光束在
这种条件下传输时会发生明显的振荡 [10]. 如果给
椭圆孤子加上初始角动量, 椭圆孤子就可以在这种

情况下很好的传输, 孤子将沿着传输方向旋转前
进. 但是这种孤子在局域非线性介质中并不稳定,
而在饱和非线性介质中却会稳定的传输, 因为饱和
非线性介质可以抑制光束的坍塌, 进而形成稳定传
输状态 [11]. 除了饱和非线性, 还有其他的机理, 比
如非局域非线性, 其也可以抑制光束的坍塌, 形成
稳定传输状态 [12]. 非局域非线性是指某一点的非
线性响应不仅取决于该点光强, 还取决于该点附
近的光强. 光束在非局域非线性类 Kerr 介质中传
输的特性在很多文献中都有所提到 [12−15]. 我们对
(1+2)维非局域非线性介质中的空间旋转椭圆光孤
子作了系统研究 [16], 给出了强非局域条件下的近
似解析解. 本文工作从 (1+2)维非局域非线性介质
出发, 假定其非线性响应函数为实对称的高斯函
数, 用虚时间法数值求解了旋转坐标系下的非局域
非线性薛定谔方程的静态孤子解, 并以迭代的孤子
解作为初始输入波形, 用数值方法讨论了在一定的
非局域程度下的空间旋转椭圆光孤子的传输特性.
发现在强非局域条件下, 孤子为高斯型的, 随着非
局域条件的减弱而变为非高斯型. 此外, 旋转角速
度和功率均与非局域程度以及孤子的椭圆度有关.
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2 模型的约化和数值求解的迭代方法

傍轴光束在 (1+2)维非局域非线性体介质中
传输满足非局域非线性薛定谔方程 [17,18]
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其中A(ς, ϑ, ι) 是傍轴光束, R是非局域非线性介质
的响应函数, ς 是光束的传输轴, ϑ 和 ι 是横向空间

坐标, k = ωn0/c 是无非线性时介质的波数, n0是

介质的线性折射率, n2是非线性系数. 而α1, α2源

自于线性为各项异性的介质 [19], 由于我们考虑的
是线性各项同性的情况, 所以令α1 = α2 = 1. 通
过归一化变换x = ϑ/W0, y = ι/W0, z = ς/kW 2

0 ,
φ = AkW0(n2/n0)

1/2,R = W 2
0R；其中 W0是光束

的初始束宽, 方程 (1) 归一化后如下：

i ∂φ
∂z

+
1

2

(
∂2φ

∂x2
+

∂2φ

∂y2

)
+ φ

∫∫
R(x− x′, y − y′)|φ(x− x′, y − y′)|2

× dx′dy′ = 0. (2)

由于我们要迭代的解在空间直角坐标系下是旋转

的, 因此必须将方程转化到旋转坐标系下才能迭代
出静态孤子解. 假设旋转坐标系有 (X,Y, Z), 其与
直角坐标系 (x, y, z)之间的转换关系为

X = x cos(Ωz) + y sin(Ωz), (3)

Y = −x sin(Ωz) + y cos(Ωz), (4)

Z = z. (5)

将方程 (2)变换到旋转坐标系下得：
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其中Ω是旋转坐标系沿Z轴的旋转角速度.R(r) =

1/(2πw2
m) exp(−r2/(2w2

m)) 是假设的响应函数,
wm是归一化响应函数的特征长度. 我们设

α = wm/W0 为非局域程度, α ≫ 1 表示光束束

宽远远小于介质响应函数的特征长度. 对不同的α

值, 方程 (6)就描述在不同非局域程度条件下光束
在非局域非线性介质中的传输过程.

数 值 迭 代 时 我 们 用 到 的 方 法 是 虚 时

间 法 [20−22]. 先 假 设 方 程 (6)的 解 为 Ψ =

u(X,Y ) e iβZ , 并将其代入方程 (6)得
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是横向拉普拉斯算符,
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现在定义一个算符L00为
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因此, 方程 (7)就变为

−βu+ L00u = 0. (9)

假设方程 (9)在虚时间中演化的方程为
∂u

∂t
= M−1(L00u− βu). (10)

其中M为加速算符, 一般M = c − ∇2,c一般取 3
左右. 对方程 (10)使用欧拉法来解, 得

ûn+1 = un +M−1(L00u− βu)|u=un,β=βn
∆T.

(11)

un为迭代n次的解, 其中

βn =
⟨L00un,M

−1un⟩
⟨un,M−1un⟩

. (12)

方程 (12)中的 ⟨L00u,M
−1u⟩是表示L00u与M−1u

的内积. 得到 ûn+1 后, 再通过下面这个公式来调
整它的功率：

un+1 =

[
P

⟨ûn+1, ûn+1⟩

] 1
2

ûn+1, (13)

其中P为给定的功率. 首先取定R中的wm, 功率
P , 旋转角速度Ω 以及M中 c的值；然后, 将一个椭
圆高斯型的试探解u代到方程 (11, 12, 13)中去迭
代；最后, 当un和un−1的和差小于10−10 时, un可

视为孤子解. 得到孤子解un后, 再用分步傅里叶算
法来数值模拟un的传输过程, 研究其传输特性.

3 数值结果与分析

空间光孤子在不同非局域程度条件下的波形

是一个重要的参量. 经过多次迭代, 得到了不同非
局域程度的孤子波形. 我们迭代出的所有孤子波
形均是稳定的. 非局域旋转椭圆光孤子的稳定性
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问题其实已经在我们之前的工作 [16]中讨论过:当
响应函数为高斯函数时, 任意非局域程度下的非
局域旋转椭圆光孤子均是稳定的. 同时, 我们也将
迭代出的孤子波形作为非局域非线性薛定谔方程

(2)的初始输入, 数值模拟了迭代波形的传输情况,
发现其在传输过程中会旋转, 但其形状保持不变,
这进一步验证了文献 [16]中结论的正确性. 图 1显
示的是不同非局域条件下孤子在X 方向和Y 方向

上的波形的直接比较. 其中左图为X方向的波形,

束宽为Wx = 1.8, 右图为Y 方向上的波形, 束宽为
Wy = 1.2. 由图可以看出, 随着非局域程度的减小,
孤子的波形越趋于矮胖. 为了更加直观的对比不同
非局域程度的波形, 于是把孤子的波形变换到相同
的半高全宽和相同的振幅进行比较, 如图 2 . 由图
可知, 非局域程度越小, 孤子的两边减小得越慢, 也
就越不是高斯型. 不论是在X方向还是Y 方向, 变
化趋势都是如此.
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图 1 非局域程度取不同的值时具有相同统计束宽的孤子X方向和 Y 方向上的波形 (参数取Ω = 0.6,
Wx = 1.8,Wy = 1.2) (a)X方向的波形; (b)Y 方向的波形
Fig. 1. The elliptic soliton profile of the X direction and the Y direction in different degreesof
nonlocality: (a) The elliptic soliton profile of the X direction; (b) The elliptic soliton profile of the
Y direction, Parameters Ω = 0.6, Wx = 1.8, Wy = 1.2.
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图 2 非局域程度取不同值时变换到具有相同半高全宽和振幅的孤子的波形 (参数取Ω = 0.6) (a) X方

向的波形; (b) Y 方向的波形

Fig. 2. The elliptic soliton profile with the same FWHM and amplitude in different degrees of
nonlocality: (a) the elliptic soliton profile of the X direction; (b) the elliptic soliton profile of the Y

direction, Parameters Ω = 0.6.
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由于研究的对象是旋转椭圆孤子, 因此要讨论
其旋转角速度Ω, 椭圆度σ以及非局域程度α之间

的关系. 图 3显示的是孤子传输的3D图. 图 4显示
的是其X方向和Y 方向上的统计束宽在传输时的

变化. 其中L 为传输距离, W为统计束宽. X 方

向上的统计束宽开始时为 2, Y 方向上的统计束宽
开始为 1. 这说明传输前, 椭圆孤子的长轴在X方

向, 长轴方向统计束宽为 2, 短轴在Y 方向, 短轴方
向统计束宽为 1. 传输后, X方向的统计束宽在减
小, Y 方向上的统计束宽在增大, 这是因为孤子在
旋转. 当X方向的统计束宽为 1, Y 方向的统计束
宽为2时, 说明椭圆孤子旋转了π/2, 已经由横椭圆
孤子旋转成了竖椭圆孤子. 后面的旋转情况以此
循环. 如果孤子某一方向的统计束宽值经历了连
续的 3个波峰 (波谷), 那么第一个波峰 (波谷)开始,
到第三个波峰 (波谷)结束, 其间为一个完整的旋转
周期. 我们对旋转角速度Ω 的定义为孤子旋转一

个周期时, 旋转角度2π 与孤子传输距离的比值, 即
Ω = 2π/L, L为孤子旋转2π时所传输的距离.

图 3 孤子的 3D图

Fig. 3. 3-D drawing of soliton.
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图 4 孤子传输时束宽的变化情况.实线为X方向的束

宽,虚线为 Y 方向的束宽

Fig. 4. Changes of width of the soliton in propaga-
tion.solid line for the X direction of width of the soli-
ton, the dotted line for the Y direction of width of the
soliton.

图 5显示的是在不同非局域α 条件下, 旋转角
速度Ω与椭圆度σ 的关系. 其中椭圆度σ的定义为

椭圆孤子的长轴与短轴的比值, 即σ = b/c. b为长

轴值, c为短轴值. 如图 5所示, 不论是在强非局域,
还是在非局域较弱的情况, 旋转角速度Ω 与椭圆

度σ的关系都为单调递增. 与强非局域相比, 弱非
局域时旋转角速度随椭圆度的变化幅度不大, 但是
随着非局域程度的增大, 变化幅度开始渐渐增大.
当σ较小时, Ω对σ 的变化相对不太敏感, 反之则
敏感.
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图 5 非局域程度取不同值时角速度与椭圆度的关系

Fig. 5. Angular velocity as functions of the the ellip-
ticity for different degree of nonlocality.

本文还研究了不同椭圆度σ情况下旋转角速

度Ω与非局域程度α的演化关系. 如图 6所示, 不
同椭圆度情况下 (σ = 1.2, σ = 1.5, σ = 1.8), Ω随
着α 的减小而减小. α较大时, 虽然Ω 在随着α的

减小而减小, 但幅度不大, 当α较小时, 减小幅度在
开始增大. 椭圆度σ越大, 对应的Ω 也越大, 同时
对Ω 的影响也越明显.

从图 5和图 6可以看出, 旋转角速度对椭圆度
有着比较明显的影响, 这是因为旋转椭圆孤子的角
速度越大, 其轨道角动量就越大. 轨道角动量导致
衍射各向异性, 轨道角动量越大所导致的衍射各向
异性也就越大, 孤子的椭圆度也就越大 [16].
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图 6 椭圆度取不同值时角速度与非局域程度的关系

Fig. 6. Angular velocity as functions of the nonlocal
for different degree of ellipticity.
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光束在介质中形成孤子时的临界功率Pc 是光

孤子一个非常重要的特性参数. 现在研究不同非局
域α条件下, 临界功率Pc与椭圆度σ 之间的关系.
在图 7中可以看到, 不同非局域条件下, 临界功率
Pc与椭圆度σ 都呈单调递增关系. 非局域程度越
高, 不仅本身所需功率越大, 而且增长速度也更快.
在σ 较小时, Pc 对σ 变化相对缓慢. 最下边那条线
表示的是非局域程度为α = 2.5 的功率变化曲线,
其变化区间为 334—7449, 之所以看不出变化是被
其他数据压扁了.
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图 7 非局域程度取不同值时临界功率与椭圆度的关系

Fig. 7. Critical power as functions of the the ellipticity
for different degree of nonlocality.
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图 8 椭圆度取不同值时临界功率与非局域程度的关系

Fig. 8. Critical power as functions of the nonlocal for
different degree of ellipticity.

图 8显示的是在不同椭圆度σ 情况下, 临界功
率Pc随非局域程度α 的变化曲线. 图中所示的分
别是椭圆度为σ = 1.2, σ = 1.5 和σ = 1.8 时的变

化曲线. 由图可知, 不同的椭圆度条件下, 功率随
着非局域程度的增大而增大, 并且非局域程度越
大, 增长得越快. 此外椭圆度越大, 所对应的功率
也就越大. 这是因为椭圆度越大, 那么孤子的轨道
角动量也就越大, 而轨道角动量具有加强衍射的效
果, 进而增强了光束的衍射能力. 孤子必须在衍射

效应和非线性效应达到平衡时才能形成, 所以光束
的衍射能力得到了增强, 那么就需要更强的非线性
效应来与之平衡, 而更强的非线性效应则需要光束
具有更强的功率. 这就是为什么椭圆度越大, 孤子
所需的功率也越大 [16].

空间光孤子是光束在介质里的一种稳定的传

输状态, 在传输的过程当中非线性效应和衍射效应
是处于平衡的. 由于介质的非线性效应存在非局域
性, 所以空间光孤子在不同非局域程度条件下表现
出不同的特性. 一方面, 空间非局域非线性介质的
特性是介质对光场的响应不仅与该点有关, 还与其
他点的光场有关；另一方面, 其特性是因响应光场
的单元 (激子, 分子或电子等)之间存在空间相关性
而产生的. 介质的非局域非线性这一特性是由两
个过程来实现的：首先, 光束在传输时先对光场附
近的响应单元产生作用, 从而导致介质的非线性极
化；然后, 因为存在空间相关性, 光束周围的响应单
元会把所受到的作用传递给外围的响应单元, 同时
还伴有能量的传递. 这样, 外围的响应单元虽与光
场没有空间上的重叠, 但还是受到了光场的影响,
获得了来自光场的能量. 外围的响应单元因此改变
了自身的状态并对光场产生了响应. 光场所影响的
距离越远, 那么响应单元的空间相关性就越强, 介
质的非局域性也就越强. 因为响应单元对光场的响
应存在能量的传递, 非局域性越强, 能量传递的距
离越远, 所需的功率也就越大 [23]. 所以, 形成孤子
所需的功率随着非局域程度的增强而增大.

4 结 论

通过假定非局域非线性介质的非线性响应函

数为对称的高斯函数, 用虚时间法迭代了旋转坐标
系下的非局域非线性薛定谔方程的不同非局域程

度的静态孤子解. 使用分步傅里叶算法并以迭代的
静态孤子解作为初始输入波形, 数值模拟了 (1+2)
维椭圆空间光孤子在不同椭圆度和非局域程度下

的旋转传输特性. 结果表明, 不同的非局域程度的
椭圆光孤子表现出不同的特性. 首先, 孤子的波形
不同. 在强非局域时, 孤子的波形是高斯型；在弱
非局域时其波形是非高斯型的. 其次, 孤子的旋转
角速度与椭圆度呈正相关, 与非局域程度也成正相
关. 然后, 形成椭圆光孤子所需的临界功率不同,
形成孤子所需的临界功率与孤子的椭圆度和非局
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域程度都是呈单调递增关系.
本文虽然只讨论了非局域非线性介质的非线

性响应函数为对称高斯型这种情况, 但对于其他类
型响应函数的非线性介质中椭圆光孤子的传输问

题应该具有参考价值.
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Abstract
Starting from the nonlocal nonlinear Schrödinger equation in Cartesian coordinates, we also obtained nonlocal

nonlinear Schrödinger equation in a rotating coordinate system.Assuming that the response function of media is Gaussian,
we obtain the stable solutions of the solitons of nonlocal nonlinear Schrödinger equation in rotating coordinate system by
means ot the imaginary-time evolution method. The propagation properties of the (1+2) dimensional spiraling elliptic
spatial optical solitons in the media is discussed in different degrees of the nonlocality by using the split-step Fourier
algorithm.The elliptic soliton profiles of the major and the minor axes are Gaussian shaped in a strongly nonlocal case,
but not in a weakly nonlocal case. It is suggested that (1+2) dimensional elliptic solitons be highly dependent on the
degree of nonlocality. The angular velocity for the change of the ellipticity is very sensitive when the nonlocality is
strong,but in the weakly nonlocal case, the change of the angular velocity is very small.The angular velocity depends
strongly on weakly nonlocal case to different degrees of ellipticity. Oppositely, in strongly nonlocal case, the value of the
angular velocity is almost unchanged. In another way, the critical power for the solitons decreases as the nonlocality
decreases in different degrees of ellipticity.Similarly,the critical power for the solitons decreases as the ellipticity decreases
in different degrees of nonlocality.

Keywords: nonlocal nonlinear Schrodinger equation, spiraling elliptic solitons, critical power, rotation
velocity
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