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本文针对丝阵Z箍缩等高能量密度物理实验的数值模拟研究, 建立了一种适用温度、密度范围宽的三项
式半经验物态方程. 三项式半经验物态方程包括零温自由能项, 电子热贡献项和离子热贡献项. 零温自由
能项采用多项式拟合的方法确定. 多项式系数通过多项式计算的结果与高压缩比区域和压缩比为 1时零温
Thomas-Fermi-Kirzhnits模型计算的结果对应相等得到. 离子对物态方程的热贡献采用一种准谐振模型, 此
谐振模型可以描述离子在固态相中的行为, 并且在高温度、低密度区域趋近于理想气体物态方程. 电子对物
态方程的热贡献采用含温Thomas-Fermi-Kirzhnits模型计算. 利用所建立的三项式半经验物态方程计算了铝
的等温压缩曲线, 并与实验数据做了对比. 给出了很宽温度、密度范围内铝的压强, 其数据与相应的SESAME
数据库数据做了对比.
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1 引 言

金属在Z箍缩、激光诱导等离子体等高能量密
度物理实验中经历了从固态、液态、气态到等离子

体态的剧烈的相变 [1]. 这些实验的数值模拟需要不
同状态下金属的物态方程. 部分电离的稠密等离子
体物态方程可以用自洽变分自由能模型计算 [2], 固
态相可以用格林爱森物态方程描述 [3,4],然而,建立
精确描述金属由固态到等离子体态行为的物态方

程依然是非常困难的. 随着计算机的发展, 蒙特卡
罗方法和分子动力学方法开始应用于物态方程计

算, 其计算结果的准确性与计算速度依赖于势函数
的精度和复杂程度 [5]. 近年来, 在量子力学的基础
上结合分子动力学形成的从头算方法 (第一原理方
法), 由于其不依赖于实验数据和经验公式, 在凝聚
态物质物态方程和力学性能方面得到越来越多的

应用 [6,7]. 虽然针对金属的单一相区可以建立比较
准确的物态方程, 但是单一相区物态方程难以描述
如此宽温度、密度范围的热力学状态变化, 需要设
计合理的不同相区物态方程的衔接处理 [8]. 为了避
免处理不同相区的物态方程的衔接问题, 一般采用
半经验的方法建立物态方程模型 [9]. 三项式半经验
物态方程通常包含零温自由能项, 离子热贡献项和
电子热贡献项 [10].

从头算方法等理论可以得到更为精确的物态

方程结果, 但是实际应用中, 从头算方法不仅涉及
许多复杂的物理思想和物理方法, 而且会耗费大
量的计算资源和计算时间. Thomas-Fermi(TF)模
型以其清晰的物理概念, 简洁的数学处理和适用
温度、密度范围宽等优点广泛的应用于分子物理、

固态物理和物态方程计算中, 至今仍然是求解高
温、高压物态方程的有效方法. TF 模型最初是为
解决多电子原子电荷密度分布而提出来的 [5]. 基
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于TF模型的热力学函数在高温度、低密度情况下
符合理想Boltzmann分布, 而在低温度、高密度情
况下符合Fermi-Dirac分布 [11]. 因此, TF模型广
泛的用于确定电子对物态方程的贡献. 但是, TF
模型不包括由于泡利不相容原理引起的粒子间交

换效应和描述与不确定性原理有关的量子效应.
Kirzhnits在TF模型中同时引入了量子修正和交
换修正, 提出了Thomas-Fermi-Kirzhnits(TFK)模
型 [12]. 交换修正和量子修正在接近固态密度、低温
度区域降低了电子的压强, 从而表现出一种结合的
力. 因此, TFK模型可以近似的描述金属中电子在
不同相区的行为 [13].

在本文中, 建立了一个三项式半经验物态方
程. TFK模型用于计算电子对物态方程的贡献. 物
态方程中离子热贡献项采用一种准谐振模型. 在高
温度、低密度情况下, 此离子模型趋近于理想气体
模型, 因此, 可以近似描述固态到等离子体态中离
子的行为. 三项式半经验物态方程中零温自由能项
通过多项式拟合的方式确定. 多项式的系数是通过
对比高压缩比区域以及压缩比为 1时零温TFK模
型计算的压强和相关热力学量之间的关系求得. 三
项式半经验物态方程计算 300 K时的等温压缩曲
线与实验数据做了对比. 并且, 给出了很宽温度、密
度范围的压强曲线, 此结果也与相关的SESAME
数据库做了对比. 本文工作是在单丝电爆炸和丝阵
Z箍缩的背景下开展的, 金属铝是实验中广泛应用
的材料, 因此本文计算以铝为例.

2 三项式半经验物态方程模型

描述凝聚态物质的物态方程可以分为零温项

(与温度无关)和热贡献项 [5]. 根据绝热近似假设,
热贡献项又可以分为离子热贡献项和电子热贡献

项, 为了方便起见, 一般零温项就不再将离子和电
子的贡献分开. 因此, 本文三项式半经验物态方程
由零温自由能项, 离子热贡献项和电子热贡献项组
成. 对于给定比体积V 和温度T的体系, 体系总自
由能F可以表示为

F (V, T ) = Fc (V ) + Fi (V, T ) + Fe (V, T ) , (1)

其中, Fi表示离子热贡献项, Fe表示电子热贡献项,
Fc 表示零温自由能项. 当压缩比σc > 1时, Fc通

常可以表示成如下形式 [14]

Fc (V ) = a0V0c lnσc − 3V0c

3∑
k=1

ak
k

(
σ−k/3

c − 1
)

+ 3V0c

2∑
k=1

bk
k

(
σ−k/3

c − 1
)
, (2)

(2)式中V0c是压强P = 0和温度T = 0时的比体

积, σc = V0c/V 为压缩比, a0, ak, bk为待定系数.
Khishchenko在高压下金属镁的物态方程的研究中
提出了 (2)式, 用于拟合压缩比大于 1的区域的零
温自由能项, 并且得到了与实验结果符合得比较
好的物态方程结果. (2)式满足Fc(V0c) = 0. 当
σc < 1时, Fc 的表达式为

[9]

Fc(V ) = V0c

(
al
(
σx

c /x− σj
c/j

)
+ an

(
σy

c /y − σj
c/j

) )
+ Esub, (3)

(3)式中 al, an为待定系数. x, j, y为经验参数,
Esub为升华能.

系数 bk是根据与高压缩比 (σc ∼104)时零温
TFK模型计算的压强对比得到, 可通过下式计
算 b1 = −(0.484Z2 + 0.3Z4/3)aBEH(AmuV0c)

−4/3,
b2 = 2Z5/3a2BEH(AmuV0c)

−5/3. 其中, EH是哈特

里能量, aB为波尔半径, A为相对原子质量, mu原

子质量单位, Z为原子序数. 而a0, ak, an, al 根据
压缩比σc = 1时由零温自由能项的多项式和零温

TFK模型计算的压强、零温时体积模量及其一阶、
二阶导数对应相等确定.

零温自由能项的多项式 (2), (3)在压缩比σc =

1处存在跳跃间断点. 因此, 本文在应用此模型时
建立了连接公式, 以确保得到平滑的压强等热力学
量的数值解. 假设σc = 1的一个邻域 (σc1, σc2), 其
中任意的σc3(σc1 < σc3 < σc2), 代入 (2)式计算的
结果为Fc1,代入 (3)式计算的结果为Fc2,此时, σc3

对应的零温自由能项Fc = (F−2
c1 + F−2

c2 )−1/2.
(1)式中Fi, Fe分别对应离子热贡献项和电子

热贡献项, 满足Fi(V, 0) = 0, Fe(V, 0) = 0. 离子对
物态方程的热贡献在固态和气态都有比较准确的

模型. 在全局范围内描述离子对物态方程的热贡
献需要合理的插值方法, 将固态到理想气态连接起
来 [3]. 在本文中采用一种准谐振模型 [9,15], 如 (4)
所示. 此准谐振模型可用于描述固态中离子对物态
方程的热贡献. 通过计算验证, 此准谐振模型在高
温度、低密度区域, 逐渐趋于理想气体物态方程. 因
此, 可以用于近似描述离子在固态、液态以及气态
中的行为. 采用此模型在满足一定精度的要求下,
简化了整体的物态方程模型, 并且还可以减少引进
的经验参数.

Fi (V, T ) = 3RT ln(1− exp(−θ (V )/T
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−
√
T0σ2/3/T )), (4)

其中, 特征温度 θ(V )可按下式计算:

θ (V ) = θ0σ
2/3 exp

(
(γ0 − 2/3)

f2 + d2

f

× arctan
(

f lnσ

f2 + d (lnσ + d)

))
, (5)

σ = V0/V , V0为常态下比体积, R为普适气体常量,
θ0, γ0, T0, f , d为常数.

金属中电子在不同相中的行为采用TFK模型
计算. TFK模型是在TF模型的基础上, 加入了量
子修正和交换修正以体现在凝聚态 (固态、液态)下
的结合力, 从而电子会释放出很小的压强. 在高密
度、低温度的气体状态, TFK模型计算的电子压强
远小于理想气体物态方程计算结果 [13]. 物态方程
考虑交换效应和量子效应使得凝聚态物质的流体

数值模拟成为可能. 无论是TF模型, 还是交换修
正和量子修正模型中, 不仅计算量大, 而且存在很
多计算的困难 [16]. Latter [17]分析了含温TF 模型
的数学性质, 并且给出了TF模型求解的方法. Shi
基于Runge-Kutta法提出了更为简便计算TF模型
的方法 [18]. 本文中TF模型的交换修正和量子修正
模型也采用四阶标准Runge-Kutta法求解.

3 计算结果与讨论

铝的三项式半经验物态方程中涉及的参数如

表 1所示. 在表 1中, 用于计算离子热贡献项的系
数T0, θ0, f , d, γ0取自参考文献 [10]. 零温自由能
项多项式中的系数a0, a1, a2, a3, al, an, b1, b2是
根据本文中介绍的计算方法确定的. x, j, y为本模
型中确定的比较合适的经验参数.

表 1 铝的自由能表达式参数

Table 1. The parameters of the expression of the free energy of aluminum.

a0/(J/m3) a1/(J/m3) a2/(J/m3) a3/(J/m3) al/(J/m3)

6.8× 1012 −4.9× 1012 1.3× 1012 5× 1010 −3.3× 1011

an/(J/m3) b1/(J/m3) b2/(J/m3) Esub/(J/kg) V0c/(m3/kg)

1.5× 1011 −5.2× 1012 1.6× 1012 1.2× 107 3.6× 10−4

T0/K θ0/K f d γ0 x j y

0.894 200 0.5 0.357 2 1.2 1.1 1.7

由以上三项式半经验物态方程可以计算压强

等热力学量

P = −
(

dF
dV

)
T
, (6)

零温自由能项Fc计算的冷压Pc与零温TFK
模型计算压强结果对比如图 1所示.

在本文中, 利用建立的三项式半经验物态方程
计算等温压缩曲线与实验测量数据做了对比, 如
图 2所示. 300 K等温压缩曲线的实验数据比较丰
富, 而且实验结果精度比较高, 本文中模型计算数
据与实验测量值 [19,20]符合的比较好.

在丝阵Z箍缩早期过程中, 金属丝经历了由
固态到液态、气态和等离子体态的转变. 其冷启
动 (计算从室温开始)数值模拟需要密度范围 10−4

g/cm3 < ρ < 2.7 g/cm3(假设真空的密度 10−4

g/cm3, 铝常态下密度 2.7 g/cm3), 温度范围 0.02
eV < T < 100 eV内物态方程数据. 利用本文建立
的三项式半经验物态方程得到了不同温度、密度下

的压强, 如图 3所示.
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图 1 本文计算冷压 (T = 0)曲线与零温TFK模型计算
的压强对比

Fig. 1. The comparison of the curve of cold pressure
(T = 0) calculated by present work with the results of
zero-temperature TFK model.
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图 2 铝在 300 K时等温压缩曲线与实验测量值对比
Fig. 2. The comparison of isothermal compression
curve of aluminum at 300 K with experimental data.
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图 3 在不同密度、温度下计算铝的压强与部分 SESAME
数据库数据对比

Fig. 3. The pressure of aluminum as a function of
density at different temperature and compared with
relevant data of SESAME database.

由三项式半经验物态方程计算的结果可以看

出, 在密度范围 10−2 g/cm3 < ρ < 2.7 g/cm3内,
较低温度的情况下 (0.02 eV, 0.1 eV, 0.5 eV), 铝等
离子体会表现出负压强, 这时电子表现出来的结合
力以负压强的形式描述铝在凝聚态下的行为. 本文
计算的压强曲线与文献 [21]中SESAME数据库中
铝的 3720压强表格具有相似的变化规律. 但是, 文
献 [21]等温压强曲线中并没有标出具体温度值, 所
以本文计算结果只与文献 [3]公布的两组SESAME
数据库数据 (T = 2 eV, 5 eV)做了对比. 三项式半
经验物态方程计算的压强结果与SESAME数据库

数据符合的比较好. 在低温度、高密度区域, 电子处
于强简并状态, 随着温度的升高和密度的降低逐渐
接近理想等离子体区域. 图 3中虚线表示金属在丝
阵Z箍缩初始阶段消融形成冕层等离子体的轨迹
示意图.

4 结 论

在很多高能量密度物理实验中, 金属会经历由
固态、液态、气态到等离子体态的变化. 精确的描述
金属的状态涉及非常复杂的物理问题. 本文建立了
一个适用温度、密度范围很宽的三项式半经验物态

方程. 三项式半经验物态方程包括零温自由能项,
电子热贡献项和离子热贡献项. 零温自由能项采用
多项式的形式, 通过拟合高压缩比区域零温TFK
模型压强以及压缩比为 1时零温TFK模型压强和
相关的热力学量的关系来确定多项式的系数. 本模
型计算的冷压在σ > 1的密度区域与TFK模型计
算的压强做了对比, 在全区域内符合的比较好. 离
子的热贡献项采用一种准谐振模型计算, 近似描述
离子在不同相中的行为. 采用TFK模型描述电子
对物态方程的贡献. 利用三项式半经验物态方程
计算 300 K时等温压缩曲线与实验值符合的比较
好. 并且, 计算了很宽温度、密度范围内的压强曲
线, 揭示了铝在压缩区域和扩张区域压强的变化规
律. 本模型的理论计算值 (T = 2 eV, 5 eV)与相应
的SESAME数据库数据符合得很好.

本文建立的三项式半经验物态方程适用范围

宽、计算简单, 精度也比较高. 可应用于单丝电爆
炸、丝阵Z箍缩等高能量密度物理实验数值模拟研
究中. 但是, 此三项式半经验物态方程不能计算熔
点与沸点, 在今后的工作中, 需要进一步完善.
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Abstract
A wide-range semi-empirical equation of state is constructed for numerical simulation of high-energy density experi-

ments, such as, wire-array Z-pinch etc. The equation of state consists of zero-temperature free energy term, and thermal
contributions of electron and ion. Thomas-Fermi model, which was firstly put forward by Thomas and Fermi, is initially
developed to study the electron distribution of multi-electron atoms. Since its advent, this model has been widely used
in solid-state physics, atomic physics, astrophysics and equation of state computations. It is a particularly important
model to describe the behavior of matter under extreme conditions of high temperature and high density. This model
provides reasonably accurate results that are validated experimentally for some thermodynamic quantities, such as the
pressure. However, the Thomas-Fermi model yields a pressure of a few GPa under normal density even at very low tem-
perature, and the pressure is always positive, indicating an obvious limitation of this model. Kirzhnits has evaluated the
influence of quantum effect and exchange effect on temperature-dependent Thomas-Fermi model and their contributions
to the Thomas-Fermi equation of state. Basically, the Thomas-Fermi model with its quantum and exchange corrections
which is called Thomas-Fermi-Kirzhnits model, can be applied to calculate the thermal contribution of electrons to the
thermodynamic functions, which can lower the pressure given from the Thomas-Fermi model. The zero-temperature
free energy term in the semi-empirical equation of state is described by a polynomial expression. The coefficients of the
polynomial expression is calculated by using zero-temperature Thomas-Fermi-Kirzhnits model and the relation between
thermodynamic quantities. A quasi-harmonic model is adopted to describe the behavior of ions. It is originally applied
to calculate the contribution of ions in the condensed state. However, the quasi-harmonic model is close to an ideal
equation of state in the high-temperature and low-density region. This model makes the description of the behavior
of ions in the phase transition from the solid state to plasma state be approximated. Thomas-Fermi-Kirzhnits model
is adopted to calculate the thermal contribution of electrons. The semi-empirical equation of state has the advantages
of less calculation and clear physical concepts. Experimental data of isothermal compression at 300 K is fruitful and
accurate. They can be used to verify the results of the semi-empirical equation of state. An isothermal compression curve
is calculated by the present work and compared with experimental data. The pressures over a wide-range of temperature
and density are derived and compared with corresponding data of SESAME database. The trajectory of the electrical
explosion of aluminum is demonstrated from solid state to ideal plasma state.

Keywords: equation of state, Thomas-Fermi-Kirzhnits model, Z-pinch
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