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本文通过数值求解有限温度下一维均匀费米Gaudin-Yang模型的热力学Bethe-ansatz方程, 研究了此模
型的基本性质,得到了在给定的温度或给定的相互作用下, 化学势、相互作用、粒子密度和熵的相互变化图像.
对结果分析发现, 在给定温度和相互作用下, 熵随着化学势的变化有一个量子临界区域.
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1 引 言

上个世纪 20年代, 爱因斯坦预言了玻色 -爱因
斯坦凝聚 (Bose-Einstein condensation, BEC)的存
在, 而自 1995年Anderson等人首次在实验上利用
气态的碱金属原子实现了BEC之后 [1], 冷原子物
理逐渐成为凝聚态物理研究中的新热点. 在冷原子
系统中, 当温度下降到凝聚温度附近时, 量子统计
便开始起主要作用. 与玻色气体不同, 费米气体由
于受到泡利不相容原理的限制, 能级的占据从最低
能态到费米面, 其冷却相比于玻色气体更难. 随着
激光冷却和蒸发冷却技术的发展, 冷原子系统可以
被冷却到费米温度甚至更低, 而Feshbach共振技
术以及光晶格技术的成熟和运用 [2,3],使得几乎所
有实验参数变得可调, 这为实验上冷原子物理的研
究带来了极大的便利,如1999年, DeMaroco Jin小
组实现了费米子凝聚 [4], 2005年Esslinger等人在
实验上观察到了费米面以及相应的动力学特性 [5],
Wang等人关于冷原子云受迫振荡 [6]的研究等.

一般来说, 对许多物理问题的研究而言, 从高

维系统到低维系统总是意味着物理更为简单. 但
在冷原子物理的研究中, 由于一维系统内的量子
关联和量子涨落占据主导地位, 从而相对于高维
系统来说, 一维系统的研究不但没有得到简化, 反
而出现了更为复杂的物理 [7,8]. 也正因为如此, 其
相图相比于高维系统显得更加独特. 这使得许多
学者开始着眼于一维冷原子系统中相关物理现

象的研究, 如高温超导, 自旋电荷分离 [9], 集体激
发 [10], 密度关联函数 [11]等. 另一方面, 由于一维
量子气系统具有Luttinger液体的性质而不同于由
Landau液体理论描述的三维量子气系统,在强耦
合和弱耦合限制下一些学者将一维系统的微观参

数与Luttinger哈密顿量相联系, 从而得出了所研
究系统的低能性质 [12]. 因此, 一维冷原子系统中的
关联性质和Luttinger 液体性质在冷原子物理研究
中的作用变的越来越重要. 实验上, 随着现代冷却
技术的日益成熟, 已经可以制备出不同类型的束缚
势. 实验者通过对外部束缚势的调节使得低维系
统的制备变得更加容易, 如实验者可以通过在研究
系统的轴向加上一个有限大小的平缓束缚势 (ω∥),
而在横向加上一个远大于纵向势场的束缚势 (ω⊥)
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(ω⊥ ≫ ω∥), 从而使粒子在横向上的运动被限制在
零点振动上, 在这基础之上便可制备出“雪茄”型
的准一维量子气.

用 δ函数相互作用描述的一维量子气系统既是

研究量子多体物理系统的基础, 也是冷原子物理中
的重要研究系统之一. 目前为止, 许多物理现象已
经在这种系统中被分析, 包括状态方程 [13], 集体激
发 [14], 淬火动力学特性 [9]等. 由 δ函数相互作用描

述的一维量子气系统可以用Gaudin-Yang模型描
述 [15,16]. 零温时基于Bethe-ansatz的精确解, 此模
型已被广泛研究 [17−20]. 但绝对零温的条件在现实
中不能达到, 需要考虑有限温度时的物理. 1971年
Takahashi给出一组可决定系统相关热力学量的非
线性积分耦合方程, 即所谓的热力学Bethe-ansatz
(Thermodynamic Bethe-ansatz, TBA)方程 [21],在
此基础上, 有限温度下Gaudin-Yang模型的研究成
为可能. 近年来,随着科学技术的不断发展,不管是
实验上还是数值模拟上, 对此模型在有限温度下相
关物理性质的研究也变得越来越普遍, 如有限温度
下集体模的研究 [22], 自旋电荷分离现象 [23], 相关
物理相变研究 [24−28], 以及系统的关联研究 [22,29,30]

等. 因此在有限温度下对此模型的研究具有非常现
实的意义, 这正是我们这篇文章的核心.

另一方面, 由Hubbard模型描述的晶格系统
在有限温度下的性质可以作为我们所研究的

Gaudin -Yang模型问题的借鉴. 1972年Takahashi
给出了Hubbard模型的TBA积分耦合方程使得这
一模型精确可解 [31], 在这之后通过对TBA 耦合
方程的各类求解, Hubbard模型在有限温度下的研
究日益成熟: Kawakami 等人首先对热力学TBA
方程进行了数值计算, 并分析了有限温度下的电
荷磁化率、热容等问题 [32,33]; Jüttner, Klümper,
Suzuki等人通过基于量子转移矩阵 [34,35]的方法,
将求解TBA积分耦合方程转化为求解相应量子转
移矩阵的最大本征值问题, 进而可求出系统的自
由能和关联长度 [36,37]; Takahashi等将热力学势在
高温处展开研究了系统的热容和磁化率 [38]. 另
外还有对有限温度下Hubbard模型基本性质的讨
论 [39−41], 有限温度下半充满Hubbard模型输运性
质的研究 [42,43], 有限温度下二维半充满Hubbard
模型的绝缘—金属相变研究 [44]等. 此外, 加入外
势后的非均匀系统也被广泛研究, 如有限温度下受
限晶格模型的密度泛函理论 [45,46].

由以上的研究作为基础, 我们将系统求解
Gaudin-Yang模型的TBA方程, 给出数值求解方
法并分析在给定温度和相互作用强度下, 粒子密度
和熵随着化学势变化的情况.

2 模型与数值求解方法

本文主要讨论一维均匀费米气体的Gaudin-
Yang模型, 其哈密顿量表示如下:

H = −
N∑
i=1

∂2

∂x2
i

+ 2c
∑
i<j

δ(xi − xj), (1)

上式中m是粒子质量, N表示粒子总数, 设系统
尺度为L, n = N/L表示粒子数密度, c表示粒

子间的相互作用, 其中 c < 0表示吸引相互作

用, c > 0表示排斥相互作用, 并且 c = −2/a
1D ,

a
1D = (−a2⊥/a3D)[1 − C(a

3D/a⊥)] 是一维散射长

度, a⊥ =
√
2~/mω⊥, 数值常数C ≈ 1.0326 [47,48],

求和符号
∑
遍及所有粒子. 这里我们只研究排斥

相互作用下Gaudin-Yang模型的性质.
根据统计物理我们有如下热力学关系 [21]:

Ω/L =− P = E/L−Nµ/L− TS/L

=e− nµ− Ts, (2)

其中Ω, P , E, µ, T , S 分别表示系统的热力学势、
压力、能量、化学势、温度和熵, 第二个等号右边的
e, n, s 分别表示能量密度, 粒子数密度和熵密度.

在有限温度的均匀系统中, (1)式可用热力学
Bethe-ansatzs方程求解. 我们研究的基本物理量
及其积分表达式如下:

n = N/L =

∫ ∞

−∞
ρ(k)dk, (3)

e = E/L =

∫ ∞

−∞

~2

2m
ρ(k)dk, (4)

P = −Ω/L = kBT

∫ ∞

−∞
ln[1 + ξ−1(k)]

dk
2π

, (5)

s = S/L =

∫ ∞

−∞
{[ρ(k) + ρh(k)] ln[(ρ(k) + ρh(k)]

− ρ(k) ln ρ(k)− ρh(k) ln ρh(k)}dk

+
∞∑

n=1

∫ ∞

−∞
{[σn(k) + σh

n(k)] ln[σn(k) + σh
n(k)]

− σn(k) lnσn(k)− σh
n(k) lnσh

n(k)}dk, (6)

其中方程 (3)—(6)等号右边的积分表达式中, ρ(k),
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ρh(k), σn(k), σh
n(k) 决定于下述耦合方程:

1

2π
= ρ(k) + ρh(k)−

∞∑
n=1

an ∗ σn(k), (7)

an ∗ ρ(k)

= σn(k) + σh
n(k) +

∞∑
m=1

Tnm ∗ σm(k), (8)

an, Tnm 定义为

an(k) ≡
1

2π

n|c|
(nc/2)2 + k2

, a0(k) ≡ δ(k), (9)

Tnm(k) ≡



a|n−m|(k) + 2a|n−m|+2(k)

+ 2a|n−m|+4(k) + · · ·

+ 2an+m−2(k) + an+m(k), n ̸= m,

2a2(k) + 2a4(k) + · · ·

+ 2a2n−2(k) + a2n(k), n = m,

(10)

这里,

ξ(k) ≡ ρh(k)

ρ(k)
, ηn(k) ≡

σh
n(k)

σn(k)
,

这些物理量决定于下述耦合方程 [21]:

ln ξ(k) = κ0(k)−R ∗ ln[1 + ξ(k)]

+R ∗ ln ξ(k)− s ∗ ln[1 + η1(k)], (11)

ln η1(k) = s ∗ ln[1 + η2(k)]− s ∗ ln[1 + ξ(k)]

+ s ∗ ln ξ(k), (12)

ln η2(k) = s ∗ ln[1 + η1(k)]

+ s ∗ ln[1 + η3(k)], (13)

ln ηn(k) = s ∗ ln[1 + ηn−1(k)]

+ s ∗ ln[1 + ηn+1(k)], (14)

lim
n→∞

ln ηn
n

=
2h

T
, (15)

其中的一些函数定义如下:

κ0(k) =
k2 −A

T
, (16)

R(x) = a1 ∗ s(x) =
∫ ∞

−∞
a1(x− y)s(y)dy,

(17)

s(x) =
1

2c
sech πx

c
,

s ∗ f(Λ) ≡
∫ ∞

−∞
s(Λ− Λ′)f(Λ′)dΛ′. (18)

(11)—(14)式中 ξk, ηn(k) (n = 1, 2, 3, · · · )是我们
要求解的未知数, 由于n的取值可无限大, 所

以 (11)—(14)式是含无限个方程的积分耦合方
程组, 我们利用 (15)式对方程组进行截断并将
ln ξ(k), ln η1(Λ), · · · , ln ηnc−1(Λ), ln ηnc(Λ),分别标
记为 z1, z2, · · · , znc

, znc+1, 可得到含nc +1 个未知

数, nc + 1 个方程的积分耦合方程组:

z1 = κ0 −R ∗ ln[1 + exp(−z1)]

− s ∗ ln[1 + exp(z2)], (19)

z2 = − s ∗ ln[1 + exp(−z1)]

+ s ∗ ln[1 + exp(z3)], (20)

· · ·

zi = s ∗ ln{[1 + exp(zi−1)]

× [1 + exp(zi+1)]}, (21)

· · ·

znc+1

= s ∗ ln
{
[1 + exp(znc

)]

×
[

cosh h

T

√
1 + exp(znc+1)

+

√
1 + sinh2 h

T
(1 + exp(znc+1))

]2}
. (22)

数值上我们利用牛顿法求解上述方程组. 牛顿
法是一种寻求形如方程 f(x) = 0的解的方法,
其过程可表述为: xn+1 = xn − f(xn)/f

′(xn),

其中xn 是一个近似解. 牛顿法的主要思想是:
利用 f(x)在近似解xn处的切线得到与x轴的交

点xn+1, 则xn+1比xn 更接近方程 f(x) = 0的

精确解. TBA方程 (19)—(22)可改写为: zj −
Fj(z1, z2, · · · zN ) = f(zj) = 0, (j = 1, 2, 3, · · · , nc+

1), 这是含有nc + 1个未知数nc + 1个方程的

方程组, 其中nc是利用 (15)式对TBA方程截段
后n的最大值. 数值方法上我们需要扩展到

多元牛顿法, 从而可得到N × N的线性方程

组 (N = nc + 1), 之后利用LAPACK软件对方
程组求解, 进而可得到 z1, z2, · · · , znc

, znc+1, 即
ln ξ(k), ln η1(Λ), · · · , ln ηnc−1(Λ), ln ηnc

(Λ), 代 入
(7)—(8)式得出ρ(k), σn(k), 最后将 ρ(k), σn(k)代

入 (3)—(6)式即可求出相关物理量.

3 结果与讨论

通 过 数 值 求 解 热 力 学Bethe-ansatz方 程
(11)—(14)可得到上述各个基本物理量并作出三
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维图像. 以 ε = ~2c2/2m 为能量的单位, 以 1/c 为

长度的单位, 为简便我们令~ = 2m = kB = 1.下
面我们将通过密度和熵的数值结果来分析相关的

物理.
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图 1 (网刊彩色)温度 T/(ε/kB) = 0.9时, 粒子密度关
于化学势及相互作用强度的图像

Fig. 1. (color online) For the temperature T/(ε/kB) =

0.9, density as a function of the chemical potential and
interaction.

图 1给出了在温度T/(ε/kB) = 0.9时, 粒子密
度, 化学势及相互作用强度之间的关系图像, 图右
侧彩条颜色的深浅代表粒子数密度的大小. 从图中
我们可以看出: 当相互作用一定时, 粒子数密度随
着化学势的增加而增大; 当化学势一定时, 随着相
互作用的增加, 粒子数密度减小.
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图 2 (网刊彩色)相互作用强度 c/(−2/a1D ) = 1时, 熵
关于化学势及温度的图像

Fig. 2. (color online) For the interaction
c/(−2/a1D ) = 1, entropy as a function of the chemical
potential and temperature.

图 2给出了当 c/(−2/a
1D) = 1时, 熵、化学势

及温度之间的关系图像, 图右侧彩条颜色的深浅表
示熵的大小. 从图 2可以看出, 当给定温度时, 随着
化学势的增加, 系统的熵先增加后减小, 有一个最
大值; 随着温度的升高, 系统的熵增加且其最大值
增大.

图 3给出了当T/(ε/kB) = 0.9 时, 熵关于化学
势及相互作用强度的关系图像. 从图中可以看出,
当相互作用给定时, 随着化学势的增加, 系统的熵
先增加后减小, 有一个最大值; 当给定化学势时, 随
着相互作用强度的增加,系统的熵逐渐减小, 且对
应的熵的最大值逐渐减小.
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图 3 (网刊彩色)温度 T/(ε/kB) = 0.9 时, 熵关于化学
势及相互作用强度的图像

Fig. 3. (color online) For the temperature T/(ε/kB) =

0.9, entropy as a function of the chemical potential
and interaction.

由图 2和图 3分析可知系统含有一个热涨落与
量子涨落相互竞争的量子临界区域. 因此图中按
照对系统熵的影响可分为三个区域, 分别是: 热涨
落占主导因素的高温机制区域, 热涨落与量子涨落
相互竞争的临界区域以及量子涨落占主导因素的

Luttinger液体区域. 图 2可以看出, 在高温低化学
势处, 熵值较大, 属于高温区域, 温度对系统熵的影
响占主导因素, 随着化学势的增加,系统的熵先逐
渐增大; 当化学势继续增加时, 系统进入临界区域,
粒子间相互作用开始对熵产生影响, 因为热涨落促
进熵的增加, 量子涨落抑制熵的增加, 故温度和相
互作用强度对熵的影响呈现出竞争的态势; 随着
化学势继续增大到较大值时, 相互作用强度成为影
响熵的主要因素, 系统进入量子涨落占主导因素的
Luttinger液体态, 系统的熵逐渐减小. 图 3可以看
出, 相互作用强度较小时, 系统处于热涨落占主导
因素的高温机制区域, 随着化学势的增加, 系统逐
渐进入热涨落和量子涨落对熵的影响显现竞争态

势的临界区域, 当化学势增加到较大值时, 系统进
入量子涨落占主导因素的Luttinger 液体态; 另一
方面, 随着相互作用的增大, 系统的熵逐渐减小, 且
对应的系统熵的最大值减小, 说明量子涨落对熵的
抑制作用越来越明显, 并且随着相互作用强度的增
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加, 高温机制区域逐渐变小, 量子涨落和热涨落相
互竞争的临界区域逐渐变大. 因此, 当相互作用继
续变大时, 临界区域会继续变大, 在较小化学势处,
量子涨落对熵的影响就会显现出很强的抑制作用.

4 结 论

本文主要通过数值求解一维均匀费米Gaudin-
Yang模型的热力学Bethe-ansatz方程, 得出了一
些基本物理量, 如密度和熵的结果, 并给出了当化
学势和温度改变时, 密度和熵的变化图像. 结果表
明: 系统可分为三个区域, 即高温机制区域, 量子
临界区域和Luttinger液体区域. 对于系统熵的影
响, 在高温区, 热涨落占主导因素; 在临界区, 热涨
落和量子涨落呈现出竞争态势; 在Luttinger液体
区, 量子涨落占主导因素.

本文对有限温度TBA方程的精确求解结果
将可以进一步应用到有限温度的密度泛函理论

中去 [49], 并可用于分析有限温度下的集体激发
模 [22,50], 这将为实验上探测冷原子体系提供可用
于测量和比较的理论依据.
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Abstract
The one-dimensional system interacting via a delta-function interparticle interaction is a very important one in

cold atomic systems and has fundamental importance in many-body physics. In one dimension, due to the geometric
confinement induced quantum correlations and quantum fluctuations, there may exist a number of unusual phenomena,
such as spin-charge separation, effective fermionization and quantum criticality. This paper studies the basic properties
of a uniform one-dimensional Gaudin-Yang model for fermions by solving the thermodynamic Bethe-ansatz equations
by a numerical method. Numerically, we use the many-variable Newton’s method to solve the coupled equations. We
analyze the physical properties, including density, interaction, temperature and entropy at a given temperature and a
given interaction, separately. We know that a lot of researches are limited to zero temperature. However, we cannot reach
the absolute zero temperature in the real cold atomic experiment. So it is important to deal with the finite temperature
problems. We study the density and entropy as a function of the chemical potential, temperature and interaction and,
then give the phase diagrams, respectively. We found that there is a quantum critical zone in the phase diagram of
entropy, including the high temperature zone with thermal fluctuations and the Luttinger liquid zone with quantum
fluctuations. For a given temperature and low chemical potential, the thermal fluctuations are the main factor in the
entropy. With the increase of chemical potential, the system enters the quantum critical zone where the competitive effect
between the thermal fluctuations and the quantum fluctuations exists. When the chemical potential is large enough,
the quantum fluctuations become the main factor in the system’s entropy, and we get the Luttinger liquid phase. Our
results can be further used in the finite temperature density-functional theory and to analyze the collective phenomena
at a finite temperature.

Keywords: thermodynamic Bethe-ansatz equations, finite temperature, Gaudin-Yang model, quantum
criticality
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