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自由上浮气泡运动特性的光滑粒子

流体动力学模拟∗

孙鹏楠1)2) 李云波1) 明付仁1)†
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( 2014年 12月 9日收到; 2015年 3月 30日收到修改稿 )

基于虚功原理, 在Hu X Y等和Grenier N等的研究结果基础上推导了多相流光滑粒子流体动力学
(smoothed particle hydrodynamics, SPH)控制方程, 采用精度较高的黏性力和表面张力模型, 发展了一套适
用于具有大密度比和大黏性比界面的多相流SPH方法. 首先, 通过施加人工位移修正, 适当背景压力和异相
界面力, 使得计算全程粒子分布相对均匀, 改善了界面处的失稳现象, 防止了异相界面处粒子的非物理性穿
透; 在此基础上, 利用方形流体团振荡模型对表面张力模型进行了验证, 数值结果与解析解甚为吻合; 然后采
用上浮气泡经典数值算例对比研究了不同黏性力计算方法、不同核函数的适用性以及人工位移修正的效果;
最后, 对单个气泡的上浮、变形、撕裂以及垂向两个气泡的追赶、融合等现象进行了模拟, 初步揭示了气泡上浮
过程中各种有趣物理现象的细节过程和动力学机理.

关键词: 多相流, 光滑粒子流体动力学, 表面张力, 上浮气泡
PACS: 47.11.–j, 47.61.Jd, 68.35.Ja, 78.20.Bh DOI: 10.7498/aps.64.174701

1 引 言

自由上浮气泡运动特性研究在海洋、能源、化

学、医学等领域具有重要的科学和工程意义. 气泡
在上浮过程中表现出许多复杂有趣的物理现象, 如
上浮路径不稳定性 [1]、形态变化 [2](如球形、椭球形、
球帽形、椭球帽形、裙边形等)、融合 [3]、撕裂 [4]、排

斥 [5]等, 其中许多物理现象的细节过程及其力学机
理尚未被完全揭示.

随着计算机技术的发展, 对上浮气泡的运动
特性进行直接数值模拟已成为该项研究的主流手

段, 但仍存在一些技术瓶颈未能得到完全解决, 主
要在于气液交界面的捕捉, 以及界面撕裂和融合
的处理. 研究者针对这些界面处理提出过多种数
值方法, 其中最具代表性的有: 界面追踪 (interface
tracking method, ITM)法 [6]、流体体积函数 (vol-

ume of fluid, VOF)法 [7,8]、水平集 (level set, LS)
法 [9]、格子玻尔兹曼法 (lattice Boltzmann method,
LBM) [5,10]、边界元法 (boundary element method,
BEM) [11−13]等. 上述方法各有利弊, 其中 ITM计
算十分精确, 但是在发生界面撕裂或融合时需要进
行复杂的网格重建, VOF和LS依靠附加流体变量
(比热率、空隙度、质量分数等)来区分气液相, 数
值实现较为容易, 但是存在质量不守恒, 数值耗散
等弊端. 相比而言, LBM方法通过空间网格求解玻
尔兹曼方程, 计算精度较高. LBM的界面追踪原理
与VOF和LS相似, 但在模拟多个气泡上浮时, 可
能由于两个气泡之间的距离小于单元尺度, 而使气
泡发生非物理性人工融合 [8]. BEM与前几种方法
的原理不同, 它只将气泡表面进行离散, 维度降低
一维, 因此计算效率高. BEM便于施加无穷远边界
条件, 模拟开阔边界下的气泡运动时无须将整个流
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体域进行离散, 因此效率高, 但是BEM考虑流体黏
性效应和漩涡时存在困难, 对低雷诺数上浮气泡的
模拟不适用. 另外, BEM的气泡表面由离散网格构
成, 模拟气泡的撕裂或融合现象困难较多, 需要网
格拓扑结构的重新生成 [14], 因此作者将目光转向
无网格法.

近年来光滑粒子流体动力学 (smoothed parti-
cle hydrodynamics, SPH)方法在自由表面流动模
拟中取得了较大进展, 能够模拟传统有网格算法较
难处理的自由面翻卷破碎 [15]、液舱晃荡 [16]、流固耦

合 [17]等现象. 得益于其拉格朗日粒子特性, SPH
方法在处理运动界面的撕裂和融合时具有先天优

势 [18], 近年来逐渐在多相流模拟中受到青睐 [19,20],
因此不难联想到利用该方法对黏性液体中上浮气

泡进行直接数值模拟 [21,22]. 对于上浮气泡而言, 气
液界面两侧存在较大的密度比和黏性比, 这两个
比例参数对气液两相流的动力学特性存在重要影

响 [23], 但是密度比太大使得模拟过程变得不稳定,
需要采用适当的数值处理技术 [20,24]; 此外, 自由上
浮气泡周围流场的雷诺数和邦德数量级均较小, 流
体黏性力和表面张力对气泡运动特性的影响不可

忽略, 因此需要在动量方程中添加精确的黏性力项
和表面张力项; 在传统的自由表面流动模拟中, 为
了避免出现局部粒子成对集聚现象而降低计算精

度, 往往引入适当的人工黏性修正 [15], 但是在上浮
气泡模拟中, 人工黏性的引入改变了雷诺数, 对上
浮气泡运动特性影响很大, 因此本文引入人工位移
修正技术解决此类问题 [25]. SPH方法模拟上浮气
泡的文献发表本身较少, 大多不考虑表面张力效
应, 且只将上浮气泡的形态变化与实验进行简单的
对比验证 [15,20]. 文献 [26]指出只验证气泡外形轮
廓是不够的. 本文将描述气泡运动特性的具体物理
参数 (如气泡位移, 上浮速度等)随时间的变化曲线
与其他数值结果或实验结果进行精细对比 [26], 以
选择最优的数值模型和数值处理技术, 最大化地提
高多相流SPH模型的精度.

本文的结构安排如下: 理论与数值模型部分首
先基于虚功原理, 推导了多相流SPH控制方程, 随
后简要介绍了黏性力、表面张力模型、人工位移修

正技术、数值积分法、边界处理等; 数值结果与讨论
部分首先采用方形流体团振荡模型检验了表面张

力模型的精度, 随后利用上浮气泡经典算例对比研
究了核函数的影响、人工位移修正技术的效果以及

黏性力公式的选取, 接着分别模拟了高雷诺数下单

个气泡的上浮和撕裂过程及两个气泡的追赶、融合

现象.

2 理论与数值模型

2.1 控制方程

本文采用拉格朗日形式的Navier-Stokes方程
描述流体的运动, 质量守恒方程如下 [19]:

Dρ

Dt
+ ρ∇ · u = 0, (1)

其中, ρ为流体微团的密度, u为运动速度, t为时

间, D表示物质导数. 流体微团在各向同性压力梯
度∇p、黏性力∇ · V、重力ρg, 表面张力F S的共

同作用下运动. 根据牛顿第二定律, 动量守恒方程
如下 [19]:

−ρ
Du

Dt
−∇p+∇ · V + ρg + F S = 0, (2)

上式中, V 为流体应力张量中的黏性力部分, ∇ · V
的展开形式如下 [27]:

∇ · V = (λ+ η)∇ (∇ · u) + η∇2u, (3)

其中, λ为体积黏性系数, η为动力黏性系数, 一般
取λ = −2η/3. 当流体被认为近似不可压, (3)式右
端第一项几乎为 0, 因此常常被忽略, 可见于文献
[19]. 根据连续表面张力 (continuum surface force,
CSF)模型 [28], 认为表面张力是体力, 表达式如下:

F S = −βκn̂δ (4)

其中, β, κ, n̂, 分别表示表面张力系数, 异相界面
曲率和界面的单位外法向, δ是狄拉克函数, 表征表
面张力在异相界面两侧的分布情况.

此时Navier-Stokes方程是非闭合的, 可将流
体视为正压流体, 通过状态方程建立压力 p和密度

ρ之间的关系, 将质量守恒方程和动量守恒方程解
耦. 本文采用的状态方程如下:

pa = p0

[(
ρa
ρa
0

)γa

− 1

]
+ pbackground,

pb = p0

[(
ρb

ρb
0

)γb

− 1

]
+ pbackground,

cb > 10ub
max, pbackground = 30c2b,

p0 =
c2aρ

a
0

γa
=

c2bρ
b
0

γb
, (5)

式中, 标识 a指代密度较小的流体相, 标识b指代
密度较大的流体相, ca和 cb表示两种流体的人工

音速, ρa
0和 ρb

0表示两种流体的参考密度, 即压力
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为 pbackground时的密度, pbackground为两种流体所

处流场的背景压力. 对于流体相b, 通过将 cb取

为大于b流体中最大速度ub
max的 10倍, 将ρb的变

化控制在 1%以内, 一般取 γb = 7 [29]; 对于流体
a, 因为 ρa的绝对值相比 ρb较小, 需调节 γa和 ca

的大小, 将 ρa的变化控制在合理范围内, 类似于
文献 [15], 取 γa = 1.4, γb = 7, 接着通过 (5)式中
c2aρ

a
0/γa = c2bρ

b
0/γb即可确定出 ca. (5)式中对两种

流体的状态方程均引入背景压力 pbackground, 流场
内压力差不变, 因此压力梯度不会改变, pbackground

对流场的流动特性不会产生明显影响, 而当将流场
进行离散后, 背景压力 pbackground在数值计算的角

度可带来巨大好处, 即可以改善低邦德数多相流
中两相界面处的数值不稳定性, 原因有如下两点:
1)当引入背景压力后, 粒子的加速度离散公式中
会增加一项−

∑
j

(
V 2
i + V 2

j

)
pbackground∇iWij/Vi,

当流场中粒子分布不均匀时, 该项绝对值不为零,
且方向指向粒子稀疏的方向 [30], 因此背景压力
pbackground的引入有助于使流场中粒子分布趋于均

匀, 从而提高模拟精度; 2)在两相界面处, 由于表
面张力的存在, 容易使该处粒子产生负压, 负压易
导致张力不稳定性现象 [31], 使得粒子成对集聚, 降
低模拟精度甚至使模拟结果失真, 而引入背景压力
后, 所有粒子的压力均提高 pbackground, 有利于防
止出现负压. 值得一提的是过大的背景压力可能
会对粒子的位置产生过量修正而削弱了真实压力

梯度和黏性力的影响, 这相当于引入了额外的数值
耗散, 因此本文只在邦德数较小情况下施加背景压
力, 背景压力的大小推荐取为pbackground = 30c2b.

2.2 多相流SPH方法的离散化控制方程

截至目前, 从发表的文献看, 适用于多相流模
拟的SPH离散化控制方程有多种, 可见于文献 [15,
19, 20, 32]. 本文采用Hu等 [19]提出的基于体积近

似思想的SPH模型, 它所采用的插值函数为

χij =
Wij∑
j

Wij

=
Wij

σ (ri)
, (6)

其中, i为任意粒子编号, j为 i粒子紧支域内的

所有粒子编号, ri为粒子 i的位置矢量, σ (ri) =∑
j

Wij , Wij = W (|ri − rj | , h)为核函数, 核函数

的选取直接影响到数值模拟精度、计算量以及稳

定性, 其中精度与核函数的光滑性有关, 计算量主

要与核函数的截止半径有关, 稳定性主要与核函数
二阶导数的正负有关, 详细参考文献 [33]. 在传统
SPH中, 用的较多的是分段 3次样条核函数. Jin和
Ding [34]对十余种核函数做了比较研究, 得出结论
是5次样条核函数和高斯核函数无论在精度还是稳
定性方面都表现最优. 由于这两种核函数的截止半
径为 3倍的光滑长度, 紧支域内粒子数较多, 因此
离散误差较小. 本文于 3.2.1节对比了三次样条核
函数与高斯核函数的计算结果, 结论是高斯核函数
结果精度较高, 故本文推荐采用改进后的高斯核函
数如下 [35]:

W (r, h) =
1

πh2


e−(r/h)2 − C0

1− C1
, r 6 3h,

0, 其他,

C0 = e−9; C1 = 10C0, (7)

其中, r = |ri − rj |, 表示质点ri和rj之间的距离,
h为光滑长度, h = 1.23∆x, ∆x是初始粒子间距,
参数C0和C1的引入是为了保证改进高斯核函数

的紧支性和归一性.
χij又称为Shepherd核函数 [36], 在空间具有

与MLS插值函数相似的分布, 能够精确满足归一
性. 粒子 i的体积Vi可由周围粒子 j插值得出, 如
下式所示:

⟨V ⟩i =
∑
j

χijVj =
∑
j

Wij

σ (ri)
Vj

=

∑
j

WijVj

σ (ri)
≈ 1

σ (ri)
, (8)

式中, ⟨V ⟩i表示Vi的估算值. 根据ρi = mi/Vi得粒

子密度的估算公式:

⟨ρ⟩i = miσi = mi

∑
j

Wij , (9)

其中由于粒子 i的质量mi在计算过程中始终保持

不变, 因此系统总质量守恒. 根据能量守恒原理,
当连续介质内部产生一个虚位移 δw, 外力所做的
功应该与内力功平衡 [27], 表达式如下:

δWE︷ ︸︸ ︷∫
∂Ω

T n̂ · δwdS −
∫
Ω

ρF · δwdV

=

δW I︷ ︸︸ ︷∫
Ω

T : D(δw)dV , (10)

式中, 等号左侧 δWE表示外力功, 等号右侧 δW I表

示内力功. T 是应力张量, D为应变率张量, ρF 为
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体积力, n̂为边界单位法向, dS和dV 分别表示面
微元和体微元. 当只计各向同性压力时, 上式可简
化如下:

δWE
∂Ω︷ ︸︸ ︷∫

∂Ω

(−p)n̂ · δwdS−

δWE
Ω︷ ︸︸ ︷∫

Ω

(−∇p) · δwdV

=

δW I
Ω︷ ︸︸ ︷∫

Ω

−p∇ · (δw)dV . (11)

认为整个连续介质系统被固定边界所包围, 而
在固定边界处虚位移 δw = 0, 因此 (11)式中 δWE

∂Ω

项为0, 则 (11)式可写成∫
Ω

(∇p) · δwdV =

∫
Ω

−p∇ · δwdV. (12)

或者也可写成离散形式:∑
i

⟨∇p⟩i · δwiVi =
∑
i

−pi ⟨∇ · δw⟩iVi, (13)

式中, i取 1到N , N为粒子总数, 使用上式便可根
据∇ · (δw)的离散形式推得相应的∇p, 反之亦然,
使整个系统满足能量守恒. 基于密度近似 (9)式可
推导∇ · (δw)的离散化公式, 详细推导过程参考附
录Ａ, 最后 ⟨∇ · δw⟩i的离散表达式如下:

⟨∇ · δw⟩i = −Vi

∑
j

(δwi − δwj) · ∇iWij . (14)

将 (14)式代入 (13)式展开得∑
i

⟨∇p⟩i · δwiVi

=
∑
i

δwi ·
∑
j

piV
2
i ∇iWij

−
∑
i

piV
2
i

∑
j

δwj · ∇iWij . (15)

根据核函数的对称性有∇iWij = −∇jWij , 交
换 (15)式右侧第二项的求和顺序如下:

−
∑
i

piV
2
i

∑
j

δwj · ∇iWij

=
∑
i

piV
2
i

∑
j

δwj · ∇jWij

=
∑
i

δwi ·
∑
j

pjV
2
j ∇iWij . (16)

将 (16)式代入 (15)式, 由于 δwi的任意性可

化简得

⟨∇p⟩i =
1

Vi

∑
j

(
piV

2
i + pjV

2
j

)
∇iWij . (17)

将 (17)式代入动量守恒方程 (2)得
Dui

Dt
=

1

ρi

(
− 1

Vi

∑
j

(
piV

2
i + pjV

2
j

)
∇iWij

+ ⟨∇ · V ⟩i + F S
i

)
+ g. (18)

2.3 黏性力

黏性力对上浮气泡的运动特性影响很大. 本文
给出两种黏性力公式, 第一种由Monaghan和Gin-
gold [37]给出, 该公式中粒子间作用力沿着粒子连
线方向, 因此能同时保证线动量和角动量的守恒:

⟨∇ · V ⟩i =
∑
j

2ξηij
(ui − uj) · (ri − rj)

|ri − rj |2 + εh2

×∇iWijVj , (19)

式中, ξ = d + 2, d为维度. ε取 0.01, 用来防
止两个粒子距离太近时分母接近 0. 当模拟

多相流问题时, 在异相界面处动力黏性系数取
ηij = 2ηiηj/(ηi + ηj), ηi和ηj分别为两种介质对应

的动力黏性系数, 因此多相流黏性力表达式如下:

⟨∇ · V ⟩i =
∑
j

ξ
4ηiηj
ηi + ηj

(ui − uj) · (ri − rj)

|ri − rj |2 + εh2

×∇iWijVj . (20)

另一种黏性力表达式由Morris等 [38]提出, Hu
等将其扩展到多相流 [19], 得出与离散动量方程匹
配的形式如下:

⟨∇ · V ⟩i =
∑
j

2ηiηj
ηi + ηj

(
V 2
i + V 2

j

)
× (ri − rj) · ∇iWij

|ri − rj |2 + εh2

(ui − uj)

Vi
. (21)

(21)式的缺点是不能精确保证角动量守恒.
对速度场采用泰勒展开 [19], 可得 (20)式收敛于
ηij

[
∇2u+ 2∇ (∇ · u)

]
, 而 (21)式收敛于 ηij∇2u,

可见当流场存在微弱的可压缩性时, (20)式偏离
牛顿流体黏性力的准确值 ηij

[
∇2u+∇ (∇ · u)/3

]
更多. 本文 3.2节将采用经典的上浮气泡数值算例
对 (20)式和 (21)式的模拟结果进行对比研究, 结论
是 (21)式的结果更准确, 因此在上浮气泡模拟中,
黏性力计算首选 (21)式.

2.4 表面张力

由于多相流中不同介质之间范德华力的差异,
异相交界面存在表面张力. 上浮气泡的尺度较小,
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为毫米级, 因此气泡表面的曲率很大, 表面张力不
可忽略. 同时也正是由于表面张力的作用, 使得
上浮气泡能够维持一定的终极形状 [2]. 本文基于
CSF表面张力模型 [28], 视表面张力为体积力, 采用
(4)式进行计算. 表面张力施加如图 1所示, 定义异
相界面两侧 3h范围内为过渡区域, 过渡区域内存
在张力, 以狄拉克函数 δ为权重在界面两侧分布.
由于多相界面两侧流体密度的差异, 狄拉克函数 δ

应以介质密度为权重进行重新分配, 以确保界面满
足连续性条件 [39]. 界面的曲率可通过界面单位外
法向 n̂的散度进行求解 [28]. 为计算 n̂, 首先定义异
种流体的色标函数 [39], 对于已配对的粒子 i和粒子

j, 色标函数定义如下式:

cji =


2ρi

ρi + ρj
, 如果粒子j与粒子i异相,

0, 如果粒子j与粒子i同相.

(22)

j

i n

h h

图 1 (网刊彩色) 表面张力施加示意图
Fig. 1. (color online) Sketch of the implementation of
surface tension force.

通过粒子的色标 cji的梯度, 便可以得出界面处
的外法向n, 界面处单位外法向 n̂通过下式得出:

⟨n̂⟩i =
ni

|ni|
=

∇ci
|∇ci|

, (23)

其中求解 ⟨∇c⟩i的SPH离散方程如下 [19]:

⟨∇c⟩i =
1

Vi

∑
j

(V 2
i + V 2

j )
cii + cji

2
∇iWij . (24)

⟨∇c⟩i的模可用于代替 (4)式中的狄拉克函数 δ, 且
能够确保气液交界面两侧粒子的加速度连续 [39],
因而保证了异相界面两侧的速度连续性. 由于在气
液交界面两侧只有过渡区域内的粒子拥有单位外

法向 n̂, 为提高精度, 需要采用修正的散度计算公

式, 推导过程详见文献 [18, 39]. 两相界面曲率的计
算采用下式:

⟨κ⟩i =− ⟨∇ · n̂⟩i

=− d

∑
j

(n̂i−n̂j) · ∇iWijVj∑
j

∣∣ri−rj
∣∣ |∇iWij |Vj

, (25)

式中 d为维度, 将 (23)式和 (25)式代入 (4)式便可
得表面张力计算公式如下:

F S
i = β ⟨∇ · n̂⟩i ⟨∇c⟩i . (26)

为了防止异相界面处粒子的非物理性穿透, 与
文献 [29]相似, 在界面过渡区域施加了微弱的界面
力F interface, 添加界面力后的动量方程如下:

Dui

Dt
=

1

ρi

(
− 1

Vi

∑
j

(
piV

2
i + pjV

2
j

)
∇iWij

+ ⟨∇ · V ⟩i + F S
i + F interface

i

)
+ g,

F interface
i =− 0.08

Vi

∑
j

(
|pi|V 2

i + |pj |V 2
j

)
×∇iWij . (27)

界面力在界面两侧的过渡区域方向相反, 起到
将两种介质隔离的作用. 3.1节将通过方形流体团
振荡模型证明界面力的添加对表面张力模型计算

精度的影响可忽略.

2.5 人工位移修正技术

流场内流体粒子的分布对模拟结果的精度有

很大影响. 粒子分布越均匀, 精度越高 [18]. 当模拟
极高或者极低雷诺数的多相流问题时, 往往会出现
高雷诺数下的粒子成对聚集或者低雷诺数下的粒

子沿流线分布现象, 严重降低了模拟的精度, 甚至
使计算失稳. 本节应用了一种粒子位移修正技术确
保流场中粒子始终分布均匀 [25]. 首先计算粒子与
所有支持域内粒子 j的平均距离:

rave
i =

∑
j

(rij/Ni), (28)

式中, rij = |ri − rj |, Ni为粒子紧支域内的粒子数

量. 粒子 i的位移修正量如下:

∆ri = ω
∑
j

ri − rj
r3ij

(rave
i )

2
umax∆t, (29)

其中, ω为可调参数, 在本文所有算例中, ω = 0.01,
umax为流场中的最大速度, ∆t为时间步长.
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2.6 数值积分和边界条件

由于本文的SPH模型是一种显式算法, 在时
间域内向前积分推进时采用中点公式. 首先计算时
间步长∆t, 由表面张力造成的时间步限制为 [40]

∆t 6 CFLst min
i

(
ρih

3

2πβ

)1/2

. (30)

由黏性耗散造成的时间步限制为 [38]

∆t 6 CFLη min
i

(
ρih

2

ηi

)
. (31)

由人工音速造成的时间步限制为 [19]

∆t 6 CFLc min
i

(
h

ci + |ui|

)
. (32)

(30), (31), (32)式中, 系数CFLst = 0.5, CFLη =

0.125, CFLc = 1.0. 时间步∆t取上述三式中最小

值能够确保计算过程稳定和精确. 时间步∆t确定

后, 首先进行一次最近粒子搜索, 计算ρ01、Du0/Dt,
∆r0, 则粒子的位置r0, 速度u0前进∆t/2后如下:

u1/2 = u0 +
1

2

Du0

Dt
∆t, (33)

r1/2 = r0 +
1

2
u1/2∆t+∆r0. (34)

再进行一次最近粒子搜索, 分别计算 ρ1/2,
Du1/2/Dt, ∆r1/2, 接着粒子速度和位置在u0和

r0的基础上前进∆t如下:

u1 = u0 +
Du1/2

Dt
∆t, (35)

r1 = r0 + u1∆t+∆r1/2. (36)

∆t时刻粒子位置r1和速度u1得出后, 进行一次
最近粒子搜索, 计算 ρ1, Du1/Dt, ∆r1. 此时的
ρ1, Du1/Dt, ∆r1即为下一个时间步起始的 ρ0,
Du0/Dt, ∆r0.

本文数值算例的固壁边界都为规则矩形, 因
此边界条件采用镜像虚粒子方法, 详细参考文献
[15]. 本文的计算程序采用Fortran语言编写, 基于
OpenMP并行架构在 Intel(R) Core(TM) i7-3770
处理器上进行 8线程并行计算, 具体并行计算方法
参考文献 [41].

3 数值结果与讨论

3.1 表面张力模型验证

对于小尺度的两相流, 界面处表面张力对流动
特性的影响尤为显著. 类似于文献 [39], 如图 2 (a)

L
L

a

b

(a) (b)

(c) (d)

图 2 (网刊彩色) (a) 表面张力验证模型初始化简图; 不同时刻: (b) t
√

P0/ρb/L = 0.058; (c) t
√

P0/ρb/L =

0.286; (d) t
√

P0/ρb/L = 1.0 时, 流体团 a的形状及周围流场速度矢量分布
Fig. 2. (color online) (a) The sketch of the initial condition for the surface tension validation model; the
configuration of the oscillating fluid a and the velocity vectors inside the surrounding fluid b at different
time: (b) t

√
P0/ρb/L = 0.058; (c) t

√
P0/ρb/L = 0.286; (d) t

√
P0/ρb/L = 1.0.
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所示, 本节研究了一块边长为L的正方形流体团 a,
由于表面张力的作用, 在另一种边长为 2L 的同密

度同黏性流体b中振荡变形的过程. 通过测量由于
表面张力导致的内外压力差, 与解析解作比较, 检
验表面张力模型的精度以及相关数值技术对模拟

结果的影响.
本节以正方形流体团 a的初始边长L, 参考

压力P0 = 1 Pa和流体b的密度 ρb为特征物理

量, 将其他物理参数无量纲化. 两种流体的密
度比 ρa/ρb = 1, 动力黏性系数比 ηa/ηb = 1. 流
体b的动力黏性系数设为 ηb/

(
L
√
ρbP0

)
= 0.5,

两相界面的表面张力系数设为β/(LP0) = 1.
流体b的边界条件设为可滑移, 黏性力的计算
采用 (21)式, 数值计算中重力加速度设为０.
根据Laplace定律, 流场达到稳定后, 内外压
力差的解析解为 (pa − pb)/P0 = (β/RL)/P0 =

β
√
π/(LP0) = 1.772, 其中RL为流体团 a变圆后

的半径. 图 2 (b)—(d)给出了 t
√
P0/ρb/L = 0.058,

t
√
P0/ρb/L = 0.286, t

√
P0/ρb/L = 1.0三个时刻,

流体团 a的形状及周围流场的速度矢量分布. 当
t
√
P0/ρb/L = 1.0时, 流场中速度矢量趋于零, 流

场几乎达到稳态, 流体团 a在表面张力作用下趋近
圆形.

为研究人工位移修正对表面张力模型计算结

果的影响, 分别计算了施加和未施加人工位移修正
的情况. 流场内压力云图如图 3 (a), (b)所示, 可以
看出施加位移修正后, 流体团 a内的压力分布更加
均匀, 而未施加位移修正的情况下, 在流体团a的4
个角点处存在4 个压力奇点. 这是由于不施加位移
修正时, 流体团 a变圆后 4个角点处粒子十分拥挤,
导致密度近似不准确, 压力很大, 而位移修正项可
在每个时间步对粒子进行均匀化调整, 避免出现局
部粒子过密. 图 4 (a)中给出了沿图 2 (a)中虚线位
置的相对压力 (p− pmean

b )/P0 的分布, 其中 pmean
b

为流体b中压力的平均值, 与稳态后的解析解作对
比, 可见无论是否施加位移修正, SPH 模拟结果均

0 0.46

(a)

092 1.38 1.84

↼p֓pb      )/P0
mean

↼p֓pb      )/P0
mean

0 0.66 1.32 1.98 2.64

(b)

图 3 (网刊彩色) 使用 (a)和未使用 (b)人工位移修正流场内压力分布情况
Fig. 3. (color online) The pressure distribution in the flow field: (a) using the artificial displacement;
(b) without using the artificial displacement.

(a) (b)
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图 4 流场内压力值沿横向的分布 (a)使用和未使用人工位移修正; (b) 使用和未使用界面力
Fig. 4. Pressure varies along the horizontal ordinate: (a) using and without using the artificial displacement;
(b) using and without using the interface force.
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与解析解符合良好, 证明人工位移修正的引入对表
面张力模型的精度没有消极影响.

为探究界面力对表面张力模型计算精度的影

响, 本节给出施加和未施加界面力情况下, 流场内
压力沿横向的分布的情况, 如图 4 (b)所示, 可见
施加界面力后, 在两相界面处产生了微弱的压力
振荡, 但是振幅控制在 15%以内, 总体的压力分布
仍与解析解相符合, 界面力对表面张力的影响可
忽略.

3.2 上浮气泡数值验证

对数值模型进行验证时, 单独将模拟结果的外
形与实验结果或其他数值结果对比是不够的, 还需

要进行具体特征物理量的变化曲线的对比 [26]. 由
于实验条件的不可控性,以及实验数据测量的困难,
本节将SPH模拟结果与其他经典数值结果进行对
比. 文献 [26]中提供的两个初始静态二维气泡上浮
的算例, 分别由三个不同的研究小组采用Eulerian
算法, Lagrangian算法以及Lagrangian-Eulerian算
法给出了十分相近的结果, 本节采用SPH方法对
此进行模拟. 气泡上浮的SPH初始模型见图 5 , 物
理参数见表 1 , 其中雷诺数

Re = 2ρbR
√
2gR/ηb,

邦德数

Bo = 4gρbR
2/β.

表 1 上浮气泡数值验证模型中的物理参数

Table 1. Physical parameters used in the numerical validation models for rising bubbles.

算例 ρb/(kg/m3) ρa/(kg/m3) ηb/Ps·s ηa/Pa·s g/(m/s2) β/(N/m) Re Bo

1 1000 100 10 1 0.98 24.5 35 10

2 1000 1 10 0.1 0.98 1.96 35 125

3.2.1 算例1
对表 1中的算例 1, 气泡半径R = 0.25 m, 流

体域高度H = 8R, 宽度W = 4R, 气泡中心距底
面高度H ′ = 2R, 采用了75× 150个粒子进行模拟.
黏性力分别采用Monaghan((20)式)和Hu((21)式)
的公式进行计算, 结果发现两者计算结果十分接
近, 本节给出的是Hu黏性力公式的计算结果. 对
比图 6 (a), (b)可以看出, 当不采用人工位移修正
项时, 由于流场中黏性力较大, 流场内的粒子分布
十分不均匀, 粒子趋于沿流线分布, 气泡表面十分
不光顺, 采用人工位移修正后效果大为改善. 对比
图 6 (a), (c)可以看出, 分段三次样条核函数的使用
导致气泡粒子的分布出现成对集聚现象, 原因是三
次样条核函数光滑性不好, 紧支域内近似粒子数量
少, 精度不高, 计算易出现失稳. 图 7中将SPH模
拟结果与文献 [26]中的基于最优网格的FEM结果
进行对比, 可以看出无论是否施加位移修正, 气泡
重心位置随时间的变化均与文献 [26]结果十分符
合, 但是当不施加人工位移修正时, 气泡的上浮速
度存在明显振荡. 本文分析这是由于粒子分布不均
匀导致了核近似精度降低引起的. 可见, 对于低雷

诺数 (Re = 35)的上浮气泡模拟, 人工位移修正是
必不可少的, 核函数的选取亦十分关键, 改进高斯
核函数的计算结果精度较高. 本算例中黏性力的差
异体现得不明显, 请看算例2.

b

a

R

H ϕ

W

H

W⊳

图 5 上浮气泡模拟初始化简图

Fig. 5. Sketch of the initial condition for the simula-
tion of rising bubbles.
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(a) (b) (c)

图 6 (网刊彩色) 算例 1中 t = 1.8 s时气泡形状及周围流场情况的对比 (a)施加人工位移修正项, 采用改进高斯
核函数; (b)未施加人工位移修正, 采用改进高斯核函数; (c)施加人工位移修正项, 采用分段三次样条核函数
Fig. 6. (color online) Comparisons between the bubble shapes and the surrounding flow flied in case 1 :
(a) applying the artificial displacement and using the improved Gaussian kernel; (b) without applying the
artificial displacement and using the improved Gaussian kernel; (c) applying the artificial displacement and
using the cubic spline kernel.
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图 7 (a)算例 1气泡重心位置随时间的变化曲线; (b)算例 1气泡上浮速度随时间的变化曲线
Fig. 7. (a) Time evolution of the gravity center of the bubble in case 1; (b) time evolution of the rising
velocity of the bubble in case 1.

3.2.2 算例2
对表 1中的算例2,气泡半径R = 0.25 m,流体

域高度H = 8R, 宽度W = 4R, 气泡中心距底面高
度H ′ = 2R. 本节采用 100 × 200个粒子进行模拟,
黏性力分别采用Monaghan和Hu的公式进行计算,
计算中施加了位移修正项以确保粒子在流场内均

匀分布. 当 t = 3 s时, 气泡形状如图 8所示, 可以
看出Monaghan黏性力计算结果中, 气泡下方几乎
没有小气泡分离脱落, 这与文献 [26]中的数值结果
不相符合, 而Hu黏性力结果与文献 [26]结果相似.
采用Hu黏性力计算的气泡形状与文献 [26]中基于
最优网格结果的对比如图 9所示, 两者符合较好.
图 10中将SPH结果与文献 [26] 中给出的气泡重心

(a) (b)

图 8 (网刊彩色) 算例 2中 t = 3 s时的气泡形状 (a)
Monaghan黏性力; (b) Hu黏性力
Fig. 8. (color online) The bubble shape at t = 3 s in
case 2 : (a) using the viscous force of Monaghan; (b)
using the viscous force of Hu.
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和速度变化曲线进行对比, 可以看出两种黏性力
计算方法下, 气泡重心位置均较为符合. 对于气泡
的上浮速度, 两种黏性力结果均存在振荡, 但是仔
细观察图 10 (b)可以看出, Hu的黏性力的计算结

果振荡更小, 且变化趋势也与文献 [26]结果更加符
合. 本节结果表明黏性力公式的选取对上浮气泡的
模拟亦十分关键, Hu的黏性力能给出更加准确的
结果.

t/⊲ s t/⊲ s t/⊲ s t/⊲ s

t/⊲ s t/⊲ s t/⊲ s t/ s

图 9 (网刊彩色) 不同时刻算例 2气泡形状与FEM结果 [26]的对比: 左侧为 SPH结果; 右侧为FEM结果 [26]

Fig. 9. (color online) Comparisons between the SPH results (left) and the FEM results [26](right) for the
bubbles in case 2.
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图 10 (a) 算例 2气泡重心位置随时间的变化曲线; (b)算例 2气泡上浮速度随时间的变化曲线
Fig. 10. (a) Time evolution of the gravity center of the bubble in case 2; (b) time evolution of the rising
velocity of the bubble in case 2.
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3.3 单个气泡撕裂现象的SPH模拟

文献 [4]对低黏性液体中气泡的初始运动展开
过实验和理论研究, 研究对象为初始静止在纯水中
的圆形二维气泡, 雷诺数Re = 35843, 与 3.2节中
Re = 35相比, 该算例的挑战在于流体的黏性力太
小, 计算不稳定. 传统SPH方法模拟高雷诺数流动
时均需要引入额外的人工黏性项来确保粒子分布

均匀, 提高模拟精度和稳定性 [15], 但是对于上浮气
泡的模拟, 黏性力的改变对气泡上浮过程中形状变
化和运动特性的影响很大, 详见文献 [2].

本节采用水的真实动力黏性系数, 结合人工
位移修正技术, 在不施加额外人工黏性的情况下,

模拟了文献 [4]的实验条件. 流体域初始化设置
与图 5相似, 气泡半径R = 0.0254 m, 流体域高
度H = 12R, 宽度W = 10R, 气泡中心距底面高
度H ′ = 4R, 采用 200 × 240个粒子进行计算, 黏
性力采用Hu的公式, 水的动力黏度 ηb = 0.001

Pa·s, 水密度为 ρb = 1000 kg/m3, 表面张力系数
β = 0.0728 N/m, 重力加速度 g = 9.8 m/s2, 气液
黏性比 ηa/ηb = 0.0177, 密度比ρa/ρb = 0.001. 不
同时刻气泡上浮的位置和形状如图 11 (a)—(f)所
示, 可以看出, 无论是气泡上浮的高度还是气泡的
形状, SPH模拟结果均与实验现象相似. 为更加
清晰地将实验结果与数值结果进行对比, 图 12 (a),

(a) (b) (c) (d) (e) (f)

图 11 (网刊彩色) (a) t = 0.0107 s; (b) t = 0.0574 s; (c) t = 0.0898 s; (d) t = 0.1724 s; (e) t = 0.2125 s; (f)
t = 0.2625 s的气泡形状; 上方为实验结果 [4]; 下方为 SPH模拟结果
Fig. 11. (color online) The bubble shapes at different time: (a) t = 0.0107 s; (b) t = 0.0574 s; (c) t = 0.0898

s; (d) t = 0.1724 s; (e) t = 0.2125 s; (f) t = 0.2625 s; on the top are the experimental results [4] and on the
bottom are the SPH results.

(a) (b)
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图 12 (a)气泡顶部位移随时间变化曲线; (b)气泡对称轴处厚度随时间变化曲线
Fig. 12. (a) Time evolution of the position on the top of the bubble; (b) time evolution of the thickness at
the axis of symmetry of the bubble.
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图 12 (b)分别给出了气泡顶部位移和气泡对称轴处
厚度随时间的变化曲线, 结果表明SPH方法给出
的气泡上浮和变形情况与实验数据 [4]符合良好, 可
见人工位移修正技术的使用克服了传统SPH方法
在模拟低黏性流动时遇到的粒子成对聚集现象, 给
出了较为准确的结果.

3.2和 3.3节的模拟结果表明本文的多相流
SPH模型不受雷诺数的限制, 对较低雷诺数
(Re = 35)和较高雷诺数 (Re = 35843)的气泡上
浮现象均可进行准确模拟, 不仅物理现象相似, 且
相关物理参数亦能符合较好.

3.4 两个气泡融合现象的SPH模拟

SPH方法的拉格朗日特性使其具有模拟大变
形和复杂边界的优势 [18], 而无需额外的数值处理

和人工干预. 本节充分利用SPH方法的这一优势
模拟了纯水中同一垂线上两个气泡之间的追赶、融

合现象 [42]. 流体域初始化简图与图 5相似, 只是
在图 5中的气泡中心垂直向上距离 ys处增加一个

同样尺度的气泡, 研究两个气泡的相互作用过程.
模型参数如下: 气泡半径R = 0.002 m, 两气泡中
心间距 ys = 0.005 m, 流体域高度H = 20R, 宽度
W = 10R, 下方气泡中心距底面高度H ′ = 0.007

m, SPH模拟采用200×400个粒子,黏性力采用Hu
的计算公式, 水密度为ρb = 1000 kg/m3, 动力黏性
系数 ηb = 0.001 Pa·s, 表面张力系数β = 0.0728

N/m, 重力加速度 g = 9.8 m/s2, 气液黏性比
ηa/ηb = 0.0177, 气液密度比 ρa/ρb = 0.001. 此
时气泡的邦德数Bo = 4gρbR

2/β = 2.15, 邦德数很
小, 因此状态方程 (5)中必须施加背景压力以确保
水汽界面的稳定和光顺.

(a) (b) (c) (d)

(f)

(e)

(j)(i)(h)(g)

图 13 (网刊彩色) (a) t = 0; (b) t = 14.4 ms; (c) t = 28.8 ms; (d) t = 43.2 ms; (e) t = 57.6 ms; (f) t = 72.1

ms; (g) t = 72.1 ms; (h) t = 83.2 ms; (i) t = 91.2 ms; (j) t = 103.2 ms时两气泡追赶和融合的模拟结果
Fig. 13. (color online) The numerical results of the bubble chasing and merging at different time: (a) t = 0;
(b) t = 14.4 ms; (c) t = 28.8 ms; (d) t = 43.2 ms; (e) t = 57.6 ms; (f) t = 72.1 ms; (g) t = 72.1 ms; (h)
t = 83.2 ms; (i) t = 91.2 ms; (j) t = 103.2 ms.

不同时刻两气泡的上浮状态如图 13所示. 上
浮过程中, 两个气泡在上下表面压力差和表面张力
的共同作用下, 逐渐变成椭圆形, 如图 13 (a)—(d)
所示. 值得注意的是, 上方的气泡由于上浮时液体

的阻力大而变得更加扁平, 下方的气泡的上表面由
于受到上方的吸引而呈现出三角形, 如图 13 (e)所
示. 随后下方的气泡逐渐追赶上方的气泡, 直到两
个气泡相接触, 中间形成一个气体通道, 如图 13 (f)
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所示. 由于气体通道两侧的曲率很大, 表面张力
起到将气体通道迅速扩张的作用, 如图 13 (g)所示,
再加上底部较大的水压力和流体惯性, 连通气泡的
底部迅速产生向上的速度, 使两气泡迅速完成融
合, 如图 13 (h)所示. 融合后的大气泡在周围复杂
流场和表面张力的共同作用下逐渐变形, 上浮, 如
图 13 (i), (j)所示. 由于融合后的气泡含气量是原
先的两倍, 表面张力难以使保持气泡椭圆形, 气泡
已成扁平状, 上浮阻力增大, 上浮速度减小. 从本
节模拟结果可见, 采用SPH方法模拟两气泡的融
合现象时无需任何人工干预, 这体现了拉格朗日算
法处理大变形和动边界的优势.

4 结 论

本文基于改进高斯核函数构造的Shepherd插
值函数, 利用虚功原理, 在前人研究成果的基础之
上, 发展了一套适用于具有大密度比和大黏性比界
面的多相流SPH方法. 通过一系列数值模型, 定量
研究了不同数值技术的效果和适用性, 总结了几个
主要技术要点如下:

1)采用人工位移修正项, 能有效解决传统SPH
方法在模拟极高和极低雷诺数流动时普遍存在的

粒子成对集聚或者沿流线分布现象.
2)在表面张力模型中施加界面力能有效防止

多相界面处粒子的非物理性穿透. 界面力对表面张
力模型的精度影响很小, 可忽略.

3) Hu的黏性力计算公式虽不能精确满足角动
量守恒, 但是在模拟上浮气泡时给出的气泡形状,
物理参数变化更加准确. 当进行短时间的模拟时,
优先选用Hu的公式.

4)改进的高斯核函数相比分段三次样条核函
数, 由于支持域内粒子数多, 函数更加光滑而给出
更加精确稳定的结果. 模拟多相流问题时, 优先选
用改进高斯核函数.

5)状态方程中背景压力项能够很好地改善低
邦德数上浮气泡模拟时水气界面的不稳定性问题.

附录A
为了推导∇ · (δw)的离散形式, 将 (9)式两侧同时对

时间 t求导得 [43]⟨
Dρ

Dt

⟩
i

= mi

∑
j

DWij

Dt
(A1)

将核函数对时间求导有

DWij

Dt
=
∂Wij

∂rij

Drij
Dt

=
∂Wij

∂rij

(ui −uj) · (ri − rj)

rij
. (A2)

根据核函数及其导数的定义有

∇iWij =
(ri − rj)

rij

∂Wij

∂rij
. (A3)

将 (A3)式变形后代入 (A2)式得
DWij

Dt
= (ui −uj) · ∇iWij . (A4)

将 (A4)式代入 (A1)式得⟨
Dρ

Dt

⟩
i

= mi

∑
j

(ui −uj) · ∇iWij . (A5)

将拉格朗日形式的质量守恒方程 (1)代入 (A5)式
变换得

⟨∇ ·u⟩i = −Vi

∑
j

(ui −uj) · ∇iWij . (A6)

将 (A6)中u用 δw代替可得

⟨∇ · δw⟩i = −Vi

∑
j

(δwi − δwj) · ∇iWij . (A7)
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Abstract
Based on the principle of virtual works, a multiphase smoothed particle hydrodynamics (SPH) model is further

developed from the foundation of Hu X Y et al. (2006) and Grenier N et al. (2009). In the present model, the
surface tension force implementation suitable for the multiphase flows with a large density ratio is applied, and this
allows a good continuity at the multiphase interface. Artificial displacement correction is applied to keep the particles
distributing uniformly in the whole flow field, and therefore any artificial viscous term is never needed; this is very
important in the numerical simulation of viscous flows since the introduction of artificial viscosity changes the Reynolds
number. Background pressure and interface sharpness force are added in the equation of state and the equation of
momentum respectively to ensure the multiphase interface stability and smoothness; this is essential in the simulation of
multiphase flows with large density difference at the multiphase interface. Two types of viscosity expressions suitable for
multiphase flows are introduced and analyzed; the conclusion is that the formula proposed by Morris et al. (1997) and its
similarly derived forms can give more accurate results. In the numerical validations, an oscillating droplet test is applied
first to confirm the accuracy of the surface tension model and good results are achieved. This demonstrates that the
artificial displacement and the interface sharp force will make negligible effects to the surface tension implementation.
After that, two classic quantitative benchmarks of rising bubbles are simulated and the results of SPH agree well with
the reference data. Moreover, in the two numerical benchmarks, the effect of the artificial displacement, the choice of
the viscosity expression, and the type of the kernel function are compared and finally an optimal combination of these
numerical aspects is recommended. Based on the above numerical investigations, the splitting process of an initially
circular bubble is simulated and the numerical results agree well with the experimental data. In the last numerical case,
the process of chasing and merging between two rising bubbles in vertical direction is simulated, based on which the
mechanisms of these interesting interactions between two rising bubbles are analyzed. It is demonstrated in the present
work that further improved multiphase SPH model may provide a potential method for the research of bubble dynamics.
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