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专题: 计算物理的近期发展和应用
编者按 随着计算技术的迅猛发展和计算能力的日益提高以及计算方法的不断进步, 计算物理已经成为物理学中
与实验物理和理论物理并行的一个重要分支, 并且起到了联系实验物理和理论物理的桥梁作用. 特别是对复杂系统,
计算物理几乎成了理解新物理现象、预言新量子态、设计新材料的唯一手段, 在当今的科学研究各领域中扮演着关键
角色. 例如通过能带计算预言在凝聚态体系中可以找到Weyl 费米子；通过结构搜索预言高压下材料的新物态; 通过
发展新的计算方法理解放射性核燃料在不同条件下的物理性质; 通过多体理论模型计算探索电子关联引起的新量子
态及量子相变; 以及通过第一性原理计算研究提高锂电池、太阳能电池及有机半导体材料的效率等等. 可以预见, 计
算物理在今后的物理学发展中将愈发举足轻重.

本刊特组织 “计算物理的近期发展和应用”专题, 对近年来的一些计算方法发展进行介绍, 如基于路径积分的分
子动力学与热力学积分方法、非平衡态格林函数方法、适于大尺度复杂纳米体系材料模拟的 SCED-LCAO哈密顿方
法以及基于数值原子轨道基组的第一性原理计算软件. 同时对这些方法的应用以及计算物理在各个不同的物理学分
支如燃烧系统、有机分子 -铁磁界面、多元半导体光伏材料、低维材料、5d过渡金属氧化物、有Rashba自旋轨道耦合的
金属表面、谷电子学等领域的应用进行介绍. 我们希望, 通过这些文章, 可以加深人们对计算物理的了解, 推动国内
计算物理的发展.

(客座编辑: 北京计算科学研究中心 林海青; 复旦大学 龚新高)

用量子蒙特卡罗方法研究二维超流-莫特绝缘体
相变点附近的希格斯粒子∗

陈锟† 邓友金‡

(中国科学技术大学, 合肥微尺度物质科学国家实验室, 合肥 230026)

(University of Massachusetts at Amherst, MA, USA 01002)

( 2015年 8月 17日收到; 2015年 9月 11日收到修改稿 )

与伽利略不变性的超流体不同, 具有洛伦兹不变性的超流体中除了声子模之外, 还存在希格斯振幅模
(Higgs amplitude mode). 在二维情况下, 由于存在十分剧烈的衰变成声子模的过程, 希格斯模是否仍然是一
个能产生尖锐线性响应的激发子成为了一个问题. 近年来的进展最终对这一持续数十年的争论做出了肯定的
回答, 证实了希格斯的可观测性. 在这里, 我们回顾一系列的数值方面的工作; 它们以二维超流体 (superfluid)
到莫特绝缘体 (Mott insulator) 量子相变点 (SF-MI QCP) 附近的具有洛伦兹不变性的超流体为对象, 成功
探测到了希格斯模的线性响应信号. 特别是, 我们介绍了一种如何使用平衡态系统的蒙特卡罗算法计算强关
联系统的延迟响应函数 (retarded response function)的方法. 该方法主要包含两个核心步骤: 即通过路径积
分表示下的蠕虫算法这一高效的蒙特卡罗算法计算平衡态系统的虚时间关联函数, 然后利用数值解析延拓
方法从虚时间关联函数中获得实时间 (实频率)的响应函数. 将该数值方法应用于二维SF-MI QCP附近的玻
色 -哈伯德模型 (Bose-Hubbard Model), 结果表明尽管在超流相中, 希格斯模衰变过程非常剧烈, 但是在动能
算符相对应的延迟响应函数的虚部中, 仍然可以观测到希格斯模所对应的尖锐的共振峰. 进一步的研究表明,
在莫特绝缘相, 甚至常流体相中, 也可能存在类似的共振峰信号. 由于可以在光晶格中超冷原子系统等凝聚
态中观测到SF-MI QCP, 因此希格斯共振峰有望通过实验进行直接探测. 此外我们指出, 同样的希格斯共振
峰还存在于所有和SF-MI QCP具有相同普适类 ((2 + 1)维相对论性U(1)临界性)的量子临界系统中.

关键词: 线性响应, 量子临界性, 希格斯粒子, 蒙特卡罗
PACS: 02.70.Ss, 03.75.Kk, 14.80.Bn, 67.85.–d DOI: 10.7498/aps.64.180201
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1 凝聚态中的希格斯玻色子

我们的讨论从超流体/超导体的低能理论开
始. 无论是超流还是超导, 系统的局部序参量都
可以用一个随空间与时间缓慢变化的U(1)复数场

描述,

Ψ(r, t) = Ψ0(r, t) e iθ(r,t). (1)

从微观来看, 该复数场可以非常粗略地理解为与玻
色子 (超流)或者库珀对 (超导)的波函数有关. 而
系统的低能物理由U(1)朗道 -金兹堡理论给出 [1]:

L[Ψ, Ψ∗] = iK1Ψ
∗ ∂Ψ

∂t
−K2

∣∣∣∂Ψ
∂t

∣∣∣2 +K3|∇Ψ |2

− r|Ψ |2 + U |Ψ |4. (2)

如果局域序参量带电荷, 则 (2)式中应引入与电磁
规范场的最小耦合, 即∂/∂t → ∂/∂t− ieϕ(r, t) 以
及∇ → ∇ − ieA(r, t), 其中 (ϕ,A)为电磁场的四

维矢量. (2)式中关于时间的一次导数项K1相当于

系统的薛定谔运动方程中的时间导数部分. 我们将
作用量保留到到关于时间的二次导数项K2, 因为
在某些系统中, K1 → 0, K2项会导致显著的物理

效应; 在这种情况下, 我们注意到此时系统不仅具
有渐进的粒子 - 空穴对称性, 也具有洛伦兹不变性.
此时, 我们称对应场论为D+1维相对论性U(1)场

论, D 为系统的空间维度.
如果只考虑 r, U两项势能项, 那么当 r > 0, 势

能部分呈如图 1所示的类似于墨西哥帽子的形状,
此时序参量 ⟨Ψ⟩ =

√
r/U > 0 (不失普适性,此处取

相位为 0), 即系统处于U(1) 对称破缺后的有序相.
注意到背景序参量的相位如果出现空间上变化缓

慢的长波涨落, 系统的能量增量反比于涨落的特征
波长, 因此系统中存在一个与相位涨落相关的无能
隙的戈德斯通模 (Goldstone mode), 对应超流/超
导中的声子模. 而另一方面, 如果考虑序参量振幅
的长波涨落, 简单的计算表明其性质取决于K1,K2

的取值: 1) 系统具有伽利略不变性, 即K1 ̸= 0 且

K2 = 0, 则振幅模的色散与声子一致, 即不存在独
立的振幅模; 2) 系统具有洛伦兹不变性, 即K1 = 0

且 K2 ̸= 0, 则振幅模表现为一个带有非零静止质
量−2r的相对论性集体模, 我们通常称之为希格斯
模 (Higgs mode) [2]. 此外在平均场近似下, 容易证
明声子模与希格斯模没有相互作用, 所以后者是一
种真正意义上可探测的长寿命激发子.

Goldstone Higgs

-r|Ψ|2+U|Ψ|4 with r 

ReΨ

ImΨ

图 1 r > 0时的墨西哥帽状势能图 切向的模 (蓝色)为
无能隙的戈德斯通模 (Goldstone mode), 而径向的模 (红
色)为有能隙的希格斯模 (Higgs mode)
Fig. 1. The “Maxican hat” potential when r > 0. The
transverse degree of freedom (blue) gives the gapless
Goldstone mode, while the longitudinal one (red) gives
the gapped Higgs mode.

该粒子被称为希格斯模的原因在于它是标准

模型 [3]中的希格斯玻色子在凝聚态物理中的对应.
对于超导/超流体, 如果Ψ带有电荷并与电磁场产

生耦合, 当Ψ 发生自发对称破缺时, 根据著名的安
德森 -希格斯机制 [4,5], 系统内的戈登斯通模与电磁
场都将获得质量. 这与标准模型中电弱相互作用粒
子通过希格斯场获得质量十分类似. 表 1列出了凝
聚态与标准模型中的希格斯粒子的对应关系.

表 1 凝聚态模型与标准模型的比较

Table 1. A comparison between the superfluid/ super-
conductor “universe” and the real universe.

超导/超流模型 标准模型

基态 真空

声速 光速

电磁场 电弱相互作用场

序参量 希格斯场

希格斯模 希格斯粒子

因此在现实的凝聚态系统中观测这样的希格

斯模不仅十分有趣, 还能极大地加深我们对于安
德森 - 希格斯机制和超导/超流的物理性质的理
解. 对于Bardeen-Cooper-Schrieffer(BCS)超导体,
由于温度远低于超导能隙时自动保证了粒子 -空穴
的对称性, 希格斯模存在的条件相对容易满足 [6],
因此人们很早便已成功地在NbSe2超导材料中通
过拉曼散射技术观测到了希格斯准粒子的共振

峰 [7,8]. 而对于超流体情况则不同, 常规的超流系
统, 如 4He液体以及其他的弱相互作用玻色气体,
通常并不具有粒子 -空穴对称性. 但近十多年来兴
起的光晶格中的超冷玻色子系统 [9]为超流体中的

希格斯模提供了另一种可能性. 其核心思想在于把
众多超冷 (∼nK)的碱金属原子装载进激光驻波形
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成的立方体光晶格中, 并使得光晶格足够深 (激光
振幅足够大), 以至于原子被约束在第一能带上, 系
统可以用紧束缚近似描述, 即著名的玻色 -哈伯德
(Bose-Hubbard, BH)模型 [10],

Ĥ0 = − J
∑
⟨i,j⟩

(b†i bj + h.c.) + U

2

∑
i

ni(ni − 1)

−
∑
i

(µ+ Vi)ni, (3)

其中 b†i (bi) 在 i格点上产生 (湮灭)一个玻色子;
⟨i, j⟩ 表示对所有的最近邻格点的求和; 模型中的
玻色子跳跃项矩阵元J 由最近邻格点上玻色子波

函数的重叠大小决定; 而玻色子间相互作用项U

则正比于自由空间中玻色子的散射截面. 在超冷
原子实验中J和U 可以由激光波长与光晶格的深

度来调节. 模型中最后一项包含两部分, 即由系统
粒子数决定的全局均匀的化学势项和用来约束原

子团的随空间变化的势阱项. 实验上, 通过加强 z

方向上的激光, 压制 z方向上的跃迁效应, 从而把
原子团挤压到x-y平面上, 实现二维正方晶格上的
BH模型. 为了简化讨论, 我们假设Vi = 0, 即系统
各向同性, 并且固定J = 1. 在零温下, 当跳跃项
占主导时, 玻色子倾向于非局域化, 系统处于超流
态 (superfluid, SF); 而当相互作用项占主导时, 系
统中的玻色子将局域化而形成莫特绝缘体 (Mott
insulator, MI)态. 更详细的计算表明 [10], 系统在
U由小到大变化时, 系统将出现由超流到莫特绝缘
体的连续相变. 在整数粒子数填充数的参数截线
上, 靠近相变点处由K1 → 0的朗道 - 金兹堡模型
(2)描述, 其中Ψ 场为玻色子湮灭算符 b̂的对偶场.
因此, 系统涌现出了粒子 - 空穴对称性以及洛伦
兹不变性, 我们将这一特殊的相变点称之为超流 -
莫特绝缘体量子临界点 (superfluid-Mott insulator
quantum critical point, SF-MI QCP). 图 2给出了
二维正方晶格上BH模型的填充数n = 1附近的部

分相图.
按照前文的讨论, 处于SF-MI QCP附近的BH

模型符合希格斯模存在的先决条件. 由于该点附近
属于量子临界区域, 它的上临界维度为 3, 也就意
味对于三维BH模型, 上述平均场处理可以渐进正
确地描述其中的物理, 希格斯模确实是一个可观测
的长寿命激发子 (例如, 实验上文献 [12,13]分别给
出了三维光晶格超冷原子与三维量子反铁磁体中

QCP 附近的希格斯粒子的观测证据). 而在上临界

SF MI
ii

i

2∆

MISF

NL

5

6

7

8

0-1 -0.5 -g g 0.5 1

µ
/
J

↼U֓Uc)/J

↼U֓Uc)/J

0

0.3

0.6

0.9

-1.5 -0.5 0.5 1.5

T
⊳
J

n/

图 2 量子蒙特卡罗方法得到的二维正方晶格上BH模
型的基态相图以及有限温相图 (见小图) [11] 图中 SF
表示超流, MI表示莫特绝缘态, NL 表示常规液体态 (下
同); 红线表示 SF-MI 或者 SF-NL相变线, 相变线尖端
蓝点即具有洛伦兹不变性的量子临界点 (QCP), 位于
Uc/J = 16.7424(1), µc = 6.21(2); 同时在图中用蓝色虚
线表示了 n = 1 固定填充数的轨迹, 对于该轨迹之上的系
统, 用 g = (U −Uc)/J表示系统参数相对QCP的偏移量
(本图修改自文献 [23])
Fig. 2. The ground state phase diagram and finite tem-
perature phase diagram (see the inset) for the two di-
mensional Bose-Hubbard model on square lattice [11].
SF represents superfluid phase, MI represents Mott In-
sulator phase, and NL represents normal liquid phase.
The large blue dot on the tip of phase boundary (red)
is the quantum critical point(QCP) with emergent
Lorentz invariance. It’s location is Uc/J = 16.7424(1),
µc = 6.21(2). The (blue) dashed curves specify trajec-
tories with filling factor n = 1 in parameter space used
to detune the system away from the QCP. For system
along this trajectory, we use g = (U−Uc)/J to charac-
terize the deviation from QCP. Adapted from Ref.[23].

纬度之下, 对于二维系统, 量子临界区是一个强相
互作用系统, 虽然系统的有效场论仍然是上述朗道
-金兹堡模型, 但是不仅上述平均场描述失效, 其他
基于微扰展开的理论甚至都无法给出定性正确的

结果. 在这样的系统中, 希格斯模将与声子模强耦
合在一起, 此时希格斯模是否仍然是一个可观测的
长寿命激发子便不再确定. 人们早前对这一问题
给出了否定的回答, 认为希格斯模将因为强烈地
衰减为声子而不可探测 [1,14−16]. 但是近年来, 理
论 [17−19]、实验 [20] 和数值 [21−25]上一系列的进展

却颠覆了这一认识. 特别是由于数值方法上的突
破, 对希格斯相关响应函数实现了无系统误差的测
量, 证实在二维量子临界点附近, 希格斯模具有可
观测性; 但是它在响应函数中的共振峰的宽度与它
的静止质量相当, 因此是一个临界定义的准粒子.
此外, 借助数值方法, 我们还可以定量地给出该希
格斯模的静止质量 (见相应章节). 本文讨论并回顾
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近年来蒙特卡罗数值方法对希格斯模的研究.
在下文中, 我们将先介绍探测希格斯模的

方法, 特别是标量响应函数 (scalar type response
function)的重要意义; 在随后的部分将介绍如何使
用基于虚时路径积分表示的蒙特卡罗方法来测量

标量关联函数, 并使用数值解析延拓方法获得真实
时间下的标量相应函数; 然后给出希格斯模可观测
性的证据, 并验证它的普适性与洛伦兹不变性; 此
外还将讨论莫特绝缘体相与常规液体相中的类希

格斯模.

2 响应函数与希格斯模探测器

我们通常通过响应函数 (response function)
研究系统中准粒子的性质. 对于一个感兴趣的
算符 Ô, 我们在系统原哈密顿量上施加微扰项
λ(r, t)Ôr. 当扰动强度λ足够小时, 系统的响应
处于线性区域, 则 Ô算符对应的响应函数定义为

χO(r−r′, t− t′) ≡ δ⟨Ôr(t)⟩/δλ(r′, t′). 其中 ⟨Ô(t)⟩
为Heisenberg绘景中算符O 的热力学平均值随着

时间的演化. 注意由于 t′ 时刻微扰只对该时刻之

后 (t > t′)的系统产生影响; 而对于该时刻之前
(t < t′)的系统, 响应χ 为零, 因此这样定义的响
应函数被称之为延迟响应函数 (retarded response
function).

动量 -频率 (ω-k)空间的响应函数的虚部
Imχ(k, ω) 具有十分重要的物理意义, 因为它正
比于系统在λ(k, ω) 扰动下耗散的功率. 当系统中
存在长寿命的准粒子时, 如果外界施加微扰的ω-k
组合恰好对应准粒子色散曲线上的一个点, 那么系
统的耗散功率——也就是响应函数的虚部——将

由于准粒子的激发而出现共振现象. 特别是, 如果
这种现象表现为 Imχ(k, ω)函数在ω-k 平面上的一
个共振峰, 那么共振峰的位置ω(k) 对应于准粒子

的色散曲线, 而峰的半高宽∆ω 将反比于准粒子的

寿命. 共振峰的半高宽∆ω(k) 是否远远小于其频

率ω(k)则可以作为准粒子是否定义良好的判断标

准. 由此可见, 响应函数中的共振峰提供了一种研
究准粒子物理性质的有力工具.

就希格斯模而言, 最直接的探测方法便是测
量 “希格斯场” Ψ(r, t)——实际系统中玻色子的湮

灭算符 b̂ ——所对应的响应函数χΨ (ω), 这里我们
假定了k = 0. 如果希格斯粒子可探测, 那么考虑
到希格斯粒子具有非零的静止质量ωH, 零动量的

响应函数中应当在ωH处存在共振行为. 对于玻
色 -哈伯德模型中的超流体来说, 系统只有在量子
临界点附近是由K1 = 0的有效场论 (2) 描述并符
合希格斯粒子的存在条件, 因此按照平均场论的定
性结论, 系统中假如存在希格斯粒子, 希格斯粒子
的静止质量应该始终很小ωH ≪ J , 并且随着系统
参数的临界点偏离量 g = (U − Uc)/J (图 2 )的消
失而消失. 然而现有对二维系统的有效场论 (2) 的
理论计算却表明, Ψ 响应函数的虚部有红外发散

(infrared singularity)现象, 即ω ≪ 1 时按照 1/ω

发散, 完全覆盖了希格斯模的特征频率处可能存在
的共振行为 [1,14−16], 由此人们通常认为希格斯模
在二维中不可探测. 然而Podolsky 教授团队的工
作 [17]却指出, 相较于Ψ 响应函数而言, |Ψ |2 所对
应的标量响应函数χ|Ψ |2(k = 0, ω) 可能是一个更

好的希格斯模探测工具. 基于 1/N微扰计算 (在这
里N = 2)表明, 该标量响应函数的虚部在小频率
的行为按照∼ ω3 收敛, 因此不易对可能存在的希
格斯模导致的共振结构造成影响.

对应到玻色 -哈伯德系统中, 不与哈密顿量
对易的最简单的标量算符为系统的动能算符

K̂ = −J
∑

⟨i,j⟩(b
†
i bj + h.c.), 因此我们所感兴趣

的标量响应函数即量子系统中的动能响应函数

χK̂(ω). 此外, 对于二维SF-MI QCP 附近的超流
系统, 我们还可以应用临界标度律 [1]:

ImχK̂(ω) ∝ ∆3−2/νΦSF
(
ω/∆

)
, (4)

这里 ν = 0.6717为 (2 + 1)维U(1)相对论性场论的

关联长度指数 (correlation length exponent) [26,27].
定义系统的临界点偏离量为 g = (U − Uc)/J . 同
时, 定义系统的能量标度∆为偏离临界点 |g|的
Mott绝缘体的能隙; 那么偏离量为 g 的超流系

统 (g < 0)的能量标度由它的镜像点即偏离量为
|g| = −g的Mott绝缘体的能隙决定. 按照临界标
度律, ∆ ∝ |g|ν , 即系统能量标度在临界点处趋于
零. 另外需要指出的是, (4)式中的ΦSF(x)是量子

临界点的普适函数; 不仅对于SF-MI QCP, 事实上,
在所有由 (2 + 1) 维相对论性U(1)理论所描述的量

子临界点附近, 有序相的动能响应函数都由该函数
描述.

再结合有效场论的预言, 我们总结出普适函
数ΦSF(x)的行为从ΦSF(x → 0) ∝ x3开始并在

大频率下慢慢趋近于一个准平台ΦSF(x ≫ 1) ∝
x3−2/ν ≈ x0.0225. 如果希格斯模可探测, 那么它的
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共振结构应该出现在系统的能量标度∆附近, 即
ΦSF 函数的x ∼ 1附近. 为了更好地说明问题, 在
图 3中, 我们给出了响应函数的两种可能的定性
曲线, 分别对应于希格斯模可探测与不可探测的
情形.

下文中, 我们将讨论如何在量子蒙特卡罗的
框架内计算标量响应函数的虚部, 并对希格斯模
在SF-MI QCP附近的二维超流体中是否可见做出
回答.

⊳N prediction

∆ ω zJ

ω3−2ν /ω0.0225

ω3

Im
χ
↼ω

)

图 3 实线表示临界标度律所预言的普适标量响应函数

虚部的已知行为, 而虚线部分为它的未知部分, 图中我们
举例画出了两种可能性, 其中共振虚线表示希格斯模可探
测, 而平滑曲线则反之. 当然, 实际的响应函数可能包含
其他的结构. 而图中的点划线则对应 1/N 微扰论对低频

律行为的预言 [17] (本图修改自文献 [21])
Fig. 3. The solid line represents universal scaling pre-
dictions for the imaginary part of the universal scalar
response function, while the dashed line represents un-
known region. In the figure, we show two possibil-
ities: the dashed curve with resonance peak means
the Higgs mode is detectable (one may also imagine
multiple peaks in the crossover region), while the fea-
tureless curve means the opposite. The dashed-dotted
line depicts prediction of 1/N perturbation theory [17].
(Adapted from Ref.[21]).

3 蠕虫算法——一种蒙特卡罗方法
的简介

对于多体量子系统的研究, 精确的计算求解
通常不可行, 人们不得不依赖于各种数值计算方
法. 蒙特卡罗方法是其中一个非常重要的研究工
具. 一个典型做法是马尔可夫链蒙特卡罗 (MCMC,
Markov-Chain Monte Carlo)方法: 构造一个马尔
可夫链随机过程“抽样”系统状态, 并计算物理量
的统计平均值. MCMC 方法在电子计算机面世初
期就被应用于统计物理的研究, 如今已被广泛应用
于物理学研究的各领域.

这里我们使用了一种基于虚时间路径积分表

示的连续时间蒙特卡罗方法 [28]. 该方法具有非常

广泛的普适性, 可以研究没有符号问题的量子多体
系统的平衡态性质. 特别需要指出的是这是一种没
有系统误差的计算方法, 因此它给出的结果在统计
误差内总是可靠的. 以本文的BH模型为例, 取定
义在格点上的玻色子福克态 (Fock state)为本征态,
我们将哈密顿量写为对角的势能项

V̂ =
U

2

∑
i

ni(ni − 1)−
∑
i

(µ+ Vi)ni

和非对角的动能项

K̂ = −J
∑
⟨i,j⟩

(b†i bj + h.c.),

则 Ĥ0 = K̂ + V̂ . 那么对于巨正则系综的玻色 -哈伯
德模型, 其配分函数Z = e−βĤ0 可以表示为

Z = Tr e−βV exp
(
−
∫ β

0

dτK̂(τ)

)
, (5)

其中β = 1/T , 即温度的倒数. 虚时间演化的算符
使用相互作用表象表示 K̂(τ) = eτV K̂ e−τV . (5)
式中的指数应当理解为带时序的泰勒展开式

Z = Tr e−βV

(
1−

∫ β

0

dτK̂(τ)

+

∫ β

0

dτ1
∫ β

τ1

dτ2K̂(τ1)K̂(τ2)− · · ·
)
. (6)

以 |α⟩ = |n1, n2, · · · ⟩表示系统可能的一个福克态,
ni 表示 i 格点上粒子数, 那么 V̂ |α⟩ = Vα|α⟩, 而
K̂|α⟩ =

∑
α′ Kα′α|α′⟩. 注意到由于粒子数守恒,

实际上只有当 |α⟩与 |α′⟩之间只发生一次最近邻
的单个粒子的跃迁时, 系数Kα′α才取非零值, 并
且可以写出它的解析表达式——利用福克态的

性质, 如果 i, j相邻, 且 |α⟩ = | · · · , ni, · · ·nj , · · · ⟩,
|α′⟩ = | · · · , ni + 1, · · · , nj − 1, · · · ⟩, 那么Kα′α =

−J
√
(ni + 1)nj . 利用这些性质, 我们可以对 (6)

式使用路径积分的思想, 将福克态的完备性式子∑
α |α⟩⟨α| = 1插入到 (6)式的每一个时间节点中,

并利用Tr(· · · ) =
∑

α⟨α| · · · |α⟩, 我们得到配分函
数的路径积分最终表达式:

Z =

∞∑
N=0

∫ β

0

· · ·
∫ β

τN−1

∑
α0,··· ,
αN=α0

W (N ;α0, · · · , αN−1)

≡
∑
e∈Ω

W (e), (7)

这里,我们用e代表一组参数 (N ;α0, · · · , αN−1), Ω
表示整个参数空间. 而对于每一组参数 e, 权重函
数W (e)由下式给出:

W (N ;α0, · · · , αN−1)
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=

N∏
i=1

(
−Kαiαi+1 dτi

) N∏
i=1

e−Vαi
·(τi−τi−1). (8)

(7)式中的每一项W (e)都可以用空间维度加上

一个虚时间维度的路径积分图像来形象地表达.
图 4 (a)给出了一个六阶项 (对应N = 7)的例子.
系统从 |α0⟩ 态出发, 每发生一次跃迁, 都会改变
一次系统的态, 并在 τ = β时处于态 |α7⟩. 由于
Tr(· · · ) 的性质, 合法的图应满足 |α7⟩ = |α0⟩, 即
在虚时方向有周期性条件——这也就意味着只有

偶数阶的图才有贡献. 再考虑到系统中的粒子数
守恒, 每一条粒子线都会形成一个闭合的圈, 我
们称之为单粒子的世界线. 因此系统的构形空
间可以看作为不同个数和不同形状的单粒子世

界线的集合. 图中的每一个跃迁都会贡献权重
因子−Kαiαi+1 dτi ∝ −J , 而每两次跃迁之间的时
间方向没有变化的构型片段则会贡献权重因子

e−Vαi
·(τi−τi−1). 因此, 一旦给定了路径积分图, 对

应的权重也就惟一确定了. 值得一提的是, 由于
Kαα′ < 0, 每一张图的权重都是非负的.

在路径积分图的框架内可以很方便地讨论系

统的物理性质. 例如当U/J ≫ 1时, 由于跃迁项贡
献的权重很小, 因此每个粒子的世界线倾向于固定
在某个格点上不动, 即系统形成了莫特绝缘态. 而
另一方面, 当U/J ≪ 1时, 跃迁项权重大, 单粒子
的世界线出现非局域化; 如果空间上系统有周期性
边界条件, 某些世界线甚至会在闭合之前在空间
方向缠绕数次, 即空间方向的绕数 (spatial winding
number)非零, 即形成了超流态.

很多我们感兴趣的物理量都可以使用路径积

分表示计算. 例如, 如果我们对系统动能感兴趣,
则可以在H0上添加正比于动能算符的微扰项λK̂,
即H(λ) = (1 + λ)K̂ + V̂ , 则动能测量量为

⟨K̂⟩ = − 1

β

∂

∂λ
Tr e−βĤ(λ)|λ→0

= −
∑
e∈ΩZ

N

β
· W (e)

Z
= −⟨N⟩

β
. (9)

注意H(λ)系统的路径积分表示的图形结构和

原来H0 系统的完全相同,而对于权重而言,两者的
区别仅仅在于跃迁项分别为 (1 + λ)Kα′α 与Kα′α.
在 (9)式的推导过程中, 因子N 来自于对新系统中

跃迁项的总权重贡献∝ (1 + λ)N 对λ 的求导. 此
外, 由于λ → 0 时新系统的哈密顿量约化为H0, 因
此 (9) 式中的 W (e) 即原系统的展开项的权重 (8).

i

0 β

β

Imaginarytime

(a)

(b)

Imaginarytime

α α α α α α α α

i

A

B

0

图 4 (a) 一维晶格上配分函数的路径积分图, 纵轴为空
间方向, 而横轴为虚时间方向. 虚线表示没有粒子数占据,
实线的粗细表示粒子占据数 n; (b) 定义在配分函数的路
径积分图空间上的一种局域更新, 空间方向假设了晶格的
周期性边界条件, 蓝色实线表示更新之前一条粒子的世界
线. 在做了一次局域更新后, 删除了世界线中的A线段
(蓝色实线); 同时添加了B线段 (红色虚线). 更新后整条
世界线仍然保持闭合, 为了绘图方便, 尽管原始系统定义
在晶格上, 这里的世界线我们以光滑化的曲线代替
Fig. 4. (a) The path-integral representation for the
partition function of an one dimensional lattice sys-
tem. The vertical axis is the spatial direction while
the horizontal axis is the imaginary time direction.
Dashed lines are unoccupied states, while the solid
lines are the occupied states with their thickness as
the occupation number n; (b) a local update defined
in the configuration space of the partition function.
Periodical boundary condition is enforced on the spa-
tial direction. The blue solid line represents the initial
state of a particle worldline. After a local update, the
A segment(blue solid) of the particle worldline is re-
placed by the B segment(red dashed). All the world-
lines remain closed after the updates. For convenience,
we use smooth curves to represent worldlines on lattice
system.

尽管动能测量量的解析表示非常简洁, 但是对于强
关联区域U/J ∼ 1, 由于高阶项不可忽略, 实际上
动能的数值并不能解析地计算出. 此时, 马尔可夫
链蒙特卡罗 (Markov chain Monte Carlo) 方法便
有了用武之地. 由于图权重W (e)的正定性, 且有∑
e∈ΩZ

W (e)/Z = 1, 因此可以把W (e)/Z类比为一

种概率. 如果我们能够找到一种随机抽样方法可以
按照概率P (e) ≡ W (e)/Z产生构型 e, 那么动能就
可以通过测量每个随机样本的阶数N , 取平均后再
乘以因子−1/β获得. 这一思路就是一种蒙特卡罗
算法. 与遍历所有的构型来计算N ·W (e)/Z 关于

180201-6

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 64, No. 18 (2015) 180201

e 的积分的常规算法相比, 这种蒙特卡罗算法是按
照各构型的权重W (e)/Z进行抽样的, 即贡献越大
的构型 (构型空间中的少数)抽中的可能性越大, 而
贡献越小的构型 (构型空间中的极大多数)则反之.
通过这种重要性抽样, 蒙特卡罗方法得以实现对物
理量的高效且无偏差的估计.

实际操作中, 上述蒙特卡罗算法中的重要性抽
样通常通过马尔可夫链随机过程实现, 即设计一种
可以遍历构型空间ΩZ的随机行走; 假设每一步随
机行走都将一个构型 e更新到另一个构型 e′, 且转
移概率只依赖于构型 e, 而与此前的历史无关. 如
果每一步更新的转移概率都满足细致平衡条件

P (e → e′)
W (e)

Z
= P (e′ → e)

W (e′)

Z
, (10)

这里P (e → e′)为从 e构型到 e′构型的转移概率,
P (e′ → e)为相反方向转移的概率, 而W (e)/Z与

W (e′)/Z 分别为 e 和 e′构型的权重, 那么容易证
明, 该随机行走产生的随机序列中, 每个构型 e出

现的概率都为W (e)/Z, 由此可以实现对构型的重
要性抽样.

当然, 对于BH系统, 要实现遍历所有构型的
随机行走过程并不是那么显而易见的. 如果我们的
更新操作完全是局域的, 例如图 4 (b)所示的局域
圈更新, 实际上无法遍历所有可能的合法构型. 无
论做多少次这样的局域更新都无法改变一条世界

线在空间方向的绕数, 因此这样的方法是不能直接
用来模拟超流系统的. 当然, 我们可以考虑添加其
他非局域的操作来实现空间方向绕数的更新; 但是
在很多情况下, 非局域的操作意味着更新前后构型
差别很大, 可能导致构型之间的转移概率很低, 因
此对提升算法效率的帮助有限.

为了解决这些问题, 我们使用了著名的蠕虫算
法 (worm algorithm) [29]. 限于篇幅, 在这里只介绍
该算法的原理 (算法细节可以在文献 [30]的相关章
节中找到).

实际上, 该算法工作在单体格林函数的虚时间
路径积分图空间中,

G(τM − τI, iM − iI) = Tτ ⟨b†iM
(τM)biI(τI)⟩. (11)

我们定义单体格林函数的路径积分图空间为ΩG.
注意到如果 Ira和Masha相遇, 即在同一格点上
iM = iI = i,且几乎在同一个时间点上 τM = τI+0+

(我们标记为M = I+), 格林函数为

G(0+, 0) = Tτ ⟨b†i (τI + 0+)bi(τI)⟩

=
∑
e∈ΩZ

n(i, τI)W (e), (12)

其中n(i, τI)为构型 e中格点 i, 时间 τI处的粒子数.
此时, G(0+, 0) 的路径积分图空间也是ΩZ , 即和配
分函数一样. 因此可以认为ΩZ 是ΩG 的一个子空

间. 当然前者的构型的权重较后者多一个因子, 粒
子数n. 如果能够设计一种马尔可夫链算法实现对
格林函数ΩG空间的重要性抽样, 那么通过挑选出
样本中属于ΩZ 空间的子集就可以实现对配分函

数的重要性抽样. 而构型权重中多出的粒子数因子
n, 可以通过在测量量上乘以相应的 1/n 因子加以

抵消.

0 βImaginarytime

(a)

α α α α α α α α

β

(b)

Imaginarytime0

i

Ira

Masha

i

M

I

Iϕ

图 5 (a) 一维晶格上单体格林函数的路径积分, 横轴为
虚时间方向, 虚线表示没有粒子数占据, 实线的粗细表示
粒子占据数, Masha(M)为一个 b†算符, 而 Ira(I)为一个
b, 分别表示蠕虫头与尾; (b) 定义在单体格林函数空间的
路径积分图空间上的局域更新, 蓝色实线表示更新前一条
两端都为缺陷粒子的世界线, 例如在 Ira做了一次局域更
新后, 可以从 I位置走到 I′ 位置, 即产生了红色虚线部分
的世界线, 每一步更新都可以认为是蠕虫头 Ira或者蠕虫
尾 Ira在做随机行走
Fig. 5. (a) The path-integral representation for the
Green’s function of an one dimensional lattice system.
The vertical axis is the spatial direction while the hor-
izontal axis is the imaginary time direction. Dashed
lines are unoccupied states, while the solid lines are the
occupied states with their thickness as the occupation
number n. Masha (M), a b† operator, and Ira(I), a b

operator, are the head and tail for a worm respectively;
(b) a local update defined in the configuration space
of the Green’s function. The blue solid line represents
the initial state of a particle worldline with defects
Ira and Masha. As an example, a local update moves
Ira from I to I′, and creates the red dashed line as a
new part of this worldline. Each local update can be
considered as a random walk of the worm head Ira or
worm tail Masha.
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引入单体格林函数的意义在于我们很容易设

计遍历ΩG空间的局域算法, 实际上蠕虫头或尾的
局域随机行走, 如图 5 , 就可以实现构型空间的完
整更新, 其中包括对非局域的空间方向绕数的更
新. 实践的结果表明, 这样一个简单的算法可以实
现从SF相到MI相所有参数空间的高效模拟. 特别
是在SF-MI QCP 附近, 该算法几乎没有临界慢化
现象 (critical slowing down), 此外该算法还可以非
常自然地应用到无序系统、量子自旋系统甚至很多

可以用圈图展开表示的经典系统中 [30].

4 解析延拓: 从虚时间到实时间

基于虚时间路径积分表示的蠕虫算法让我们

可以高效而无偏差地计算很多物理量, 然而该算法
只针对平衡态系统的虚时间表象下的物理量, 对于
前文提到的实时间动力学性质则无能为力. 但是我
们注意到, 对于实时间的延时响应函数, 由于它本
身的解析性质, 实际上可以通过解析延拓的方法与
一个虚时间中定义的测量量关联起来. 具体而言,
按照线性响应理论 [1], 一个测量量——如这里的动
能算符 K̂——的延时响应函数的虚部与它在虚时

间中的关联函数存在如下变换关系:

CK̂(τ) =

∫ +∞

0

dω
2π

N (τ, ω)ImχK̂(ω), (13)

其中动能算符在虚时间中的关联函数为CK̂(τ) =

⟨K̂(τ)K̂(0)⟩ − ⟨K̂⟩2, 而变换核为N (τ, ω;T ) =

[ e−ωτ + e−ω(1/kBT−τ)]/(1 − e−ω/kBT ). 在这个式
子中, 虚时间关联函数CK̂(τ)可以用前面一节所描

述的蠕虫算法精确地计算出来 (具体细节可见文献
[21]), 因此我们需要解决的问题便是如何由给定的
虚时间关联函数反推出响应函数的虚部. 数学上可
以证明, 如果虚时间关联函数精确可知, 那么上式
给出的响应函数的虚部便是惟一确定的. 但是实际
中, 上一节介绍的蒙特卡罗算法给出的答案尽管没
有系统误差, 却会存在很小但是始终非零的统计误
差, 这使得在数值计算的意义上上述解析延拓问题
变得极为困难. 数值计算中, 我们需要将 (14)式离
散化, 即

CK̂(τi) =

N∑
j=0

∆ω

2π
N (τi, ωj)ImχK̂(ωj), (14)

这里 τ与ω都做了离散化处理, 离散化间隔∆τ与

∆ω由实际需要决定. 假设我们分别将 τ与ω分为

M 段和N段, 则上式可以写为矩阵表达式:

C =
∆ω

2π
NX, (15)

其中C为虚时间关联函数对应的M ×1矩阵, X为
响应函数虚部对应的N × 1矩阵, 而N为变换核对

应的M × N矩阵. 如果我们为简单起见, 取M =

N , 注意到N为一个实对称矩阵, 因此可以用一个
正交矩阵T 对角化N = T−1diag(λ1, · · · , λN )T ,
这里diag(λ1, · · · , λN )为它的本征值构成的对角矩

阵. 那么原则上我们可以直接通过矩阵运算在给定
C 时反解出X, 即:

X =
2π

∆ω
N−1C

=
2π

∆ω
T−1diag

( 1

λ1
, · · · , 1

λN

)
TC. (16)

我们用一个玩具模型来说明这一思路中存在的问

题: 假设取β = 1, N = 100, 并假设 τ 与ω均可离

散化为 0.01, 0.02, · · · , 1确定的 100个点. 那么可以
画出N 的前 8 个本征值, 如图 6 . 可见本征值的绝
大部分都极其小, 接近于零. 如果我们使用 (16)式
求解响应函数, 那么尽管C 矩阵可以达到很小的

统计误差, 在经过N矩阵中接近于零的本征值的

放大之后, 将变成最终的响应函数X 中剧烈的高

频的涨落, 完全覆盖了真实的信号. 因此, 数值的
解析延拓步骤是一个病态定义 (ill-posed) 的问题.

0 2 4 6

/

8

100

10-1

10-2

10-3

10-4

10-5

10-6

10-7

10-8

10-9

10-10

10-11

图 6 假设 β = 1, N = 100, 且取 τ 与 ω为离散点

0.01, 0.02, · · · , 1, 这里给出了这个例子中变换核矩阵N

的前 8个本征值, 纵轴为除以最大本征值后的相对本征值,
其中最大本征值为 960.549
Fig. 6. The largest eight eigenvalues of the kernel N ,
assuming β = 1, N = 100, and τ and ω as discrete val-
ues 0.01, 0.02, · · · , 1. The vertical axis are the eigen-
values normalized by the largest eigenvalue, which is
960.549 in this example.

为了改善这一问题, 我们需要找到抑制那些
极小本征值的干扰的方法. 为此, 人们提出了很
多方案 [31−33]. 这里介绍一个常见的思路, 即对
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于响应函数的最优解X, 我们要求它的目标函数
(objective funtion)最小化, 即

χ2 =

M∑
i=1

Ci −
∑N

j=1
NijXj

σi


2

+ λF (X),

(17)

(17)式中σi为Ci点的统计误差, λ 为控制第二项
大小的参数, F (X)是关于可能响应函数的泛函,并
且要求正定. 事实上, 如果没有第二项, 即取λ = 0,
那么在每一个Ci 的统计误差都一样的情况下, 目
标函数的最优解即由 (16)式给出; 当然正如前文所
述, 由于极小本征值的存在, 这样的解存在剧烈的
涨落. 为此我们需要引入非零的第二项以平滑这些
涨落. 例如, 在文献 [34]中, 作者提出可以取

F (X) =

N−1∑
j=1

D2
j (Xj+1 −Xj)

2 +

N∑
j=1

A2
jX

2
j ,

其中第一项和第二项分别惩罚了X中斜率以及本

身数值特别大的点, 从而抑制了X 中的涨落. 作
者设计了一种自洽算法, 即获得一个可能解X, 便
可以由该解的涨落性质计算出一组合理的Dj和

Aj的值; 然后根据新的参数重新获得一个更优的
可能解X, 从而完成一个自洽循环. 因此, 该方法
被称之为自洽性约束的方法 (method of consistent
constraints). 该方法的有效性在文献 [34]中得到了
仔细的检验. 因此我们可以使用该方法从测量量
CK̂(τ)中获取实时间的延迟响应函数 ImχK̂(τ).

5 希格斯模的可观测性及其性质

在这一节中我们介绍一些关于希格斯模的结

果. 通过上文介绍的方法, 文献 [19]最先给出了
SF-MI QCP附近希格斯模的观测证据. 主要的结
果如图 7 . 很显然, 在远离QCP 时, 即U/J < 14

时, 系统的响应函数中看不到任何共振峰——这是
系统中没有洛伦兹不变性 (粒子 - 空穴对称性)的
必然结果. 而在越来越靠近QCP时, 即U/J > 14

且U/J → Uc/J = 16.7424时, 系统开始涌现出洛
伦兹不变性 (粒子 -空穴对称性), 与此同时, 在响应
函数虚部的低频率部分中出现了定义得越来越好

的共振峰; 由于希格斯粒子是该系统中惟一可能的
带能隙激发子, 所以此共振峰所对应的就是希格斯
模的信号. 从曲线簇随着U/J变化的性质可以看

出, 希格斯的静止质量随着系统靠近临界点而逐渐
变小, 这与之前的平均场预言一致.

0 2 4 6 8

16.5

16

14
12

U/

10

ω⊳J

I
m
χ
(ω
)

0

0.04

0.08

0.12

图 7 由蠕虫算法与数值解析延拓方法获得的不同参数

U/J 下动量响应函数的虚部. U/J 沿着图 2中的轨迹 (i)
趋于QCP; 此外, 为了更好地比较, 图中每一条曲线下的
面积已做归一化; 测量温度 T/J = 0.1. 显然, 在低频率
下希格斯模所对应的共振峰随着U/J 越来越接近临界点

Uc/J = 16.7424 而变得越来越尖锐 (本图修改自文献 [21])
Fig. 7. The imaginary part of the kinetic energy re-
sponse function for different U/J (along the trajectory
(i) in Fig. 2) obtained by worm algorithm and analytical
continuation method. For comparison, each curve is nor-
malized according to the area under itself. All curves are
measured at temperature T/J = 0.1. When approach-
ing the quantum critical point at Uc/J = 16.7424, a
sharp Higgs resonance peak emerges at low frequencies
(Adapted from Ref. [21]).

当然, 注意到图中响应函数虚部的高频部
分还没有发展出标度律 (4)式所指出的准平台
现象. 因此图 7给出的结果还不属于QCP 附近
的普适性质. 在文献 [23]我们尝试了一些更靠
近QCP 的系统, 其结果如图 8 (a). 对于不同参
数的系统, 为了更好地检验标度律 (4)式, 我们
重新将横轴变换为ω/∆(−g), 而将纵轴变换为
(∆(−g)/J)2/ν−3ImχK̂(ω/∆). 从最终结果可见,
三条不同参数的响应函数虚部曲线都在高频发

展出了准平台, 并且在进行重新标度后都在解析
延拓的误差范围内重合在一起. 这在一方面证
明了模型参数已经足够靠近QCP, 而另一方面
重合后曲线也给出了标度律中最重要的 (2 + 1)

维相对论性U(1)临界区域的普适响应函数虚部

ΦSF(ω/∆), 如图 8 (b)所示. 观察整条曲线, 我们
发现, 在ωH/∆ = 3.3(8) 附近, 响应函数虚部中
出现了一个普适的希格斯共振峰; 并且在ω/∆∼15

180201-9

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 64, No. 18 (2015) 180201

附近存在着一个并不显著的突起;在更高的频率上,
则发展为一个准平台. 这里给出的普适希格斯共振
峰的结果与其他文献互相吻合. 例如, 文献 [22,24]
对有效作用量 (2)使用经典蒙特卡罗方法以及数值
解析延拓计算得出峰的位置为ωH/∆ = 2.1(4), 而
文献 [25]则使用函数重整化方法以及数值解析计
算出共振峰的位置为ωH/∆ ≃ 2.4. 这些不同方法
的交叉验证了本文的方法与结论的可靠性. 因此,
在二维的SF-MI QCP附近的超流相中, 希格斯模
仍然是可见的. 但在另一方面, 我们可以看到共振
峰的宽度和ωH是同一个数量级的, 因此在该系统
中希格斯模并不是一个严格意义上良好定义的激
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图 8 (a) 超流相中, 不同参数 g = (U − Uc)/J 的系

统的响应函数虚部在做了重新标度后, 在解析延拓的误
差范围内重合在一起, 图中 g的取值沿着图 2中的轨迹
(i)趋于QCP, 内嵌图为重新标度之前的不同参数的响
应函数虚部; (b) 根据图 (a)重新标度的结果获得的普
适的响应函数虚部ΦSF(ω/∆). 希格斯共振峰的位置在
ωH/∆ = 3.3(8). 曲线的误差由比较图 (a)的各条曲线的
重合程度获得 (本图修改自文献 [23])
Fig. 8. (a) Collapse of the imaginary part of response
functions for different values of g = (U − Uc)/J along
trajectory (i) in the superfluid phase. Inset: original
data for response functions; (b) the imaginary part of
universal response function ΦSF(ω/∆) in the super-
fluid. The Higgs resonance peak is at ωH/∆ = 3.3(8).
The error bars come from the spread of collapsed
curves (Adapted from Ref. [23]).

发子. 通常, 人们将这样的希格斯模称之为临界定
义的激发子 (critical defined excitation) [17].

6 其他相中的类希格斯共振峰

事实上, 上面讨论的一整套方法同样可以用来
研究SF-MI QCP附近的其他相, 例如莫特绝缘相.
首先, 我们对动能响应函数写下临界标度律,

ImχK̂(ω) ∝ ∆3−2/νΦMI

( ω

∆

)
, (18)

形式上, (18)式与超流相的标度律 (4)式完全一样,
但是两者的普适响应函数, 即 ΦMI 与 ΦSF 由于临
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图 9 (a) 莫特绝缘相中不同参数 g = (U − Uc)/J的系

统的响应函数虚部在做了重新标度后, 在解析延拓的误
差范围内重合在一起, 图中 g的取值沿着图 2中的轨迹
(ii)趋于QCP, 内嵌图为重新标度之前的不同参数的响
应函数虚部; (b) 根据左图重新标度的结果获得的普适
的响应函数虚部ΦMI(ω/∆), 类希格斯共振峰的位置在
ωH/∆ = 3.2(8). 曲线的误差由比较左图的各条曲线的重
合程度获得 (本图修改自文献 [23])
Fig. 9. (a) Collapse of the imaginary part of response
functions for different values of g = (U − Uc)/J along
trajectory (ii) in the Mott insulator phase. Inset: orig-
inal data for response functions; (b) the imaginary
part of universal response function ΦMI(ω/∆) in the
Mott insulator. The Higgs-like resonance peak is at
ωH/∆ = 3.2(8). The error bars come from the spread
of collapsed curves (Adapted from Ref. [23]).
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界线的存在而具有不同的形式. 对于莫特

绝缘体来说, 普适响应函数虚部在低频率部
分存在粒子 - 空穴对能隙, 其解析表达式为
ΦMI(x) ≈ 1/ log2(4/(x − 2))θ(x − 2) [18]; 在高频
率时, ΦMI(x ≫ 1)还是会发展出一个准平台 (这与
超流相的情况一样). 而对能隙与准平台之间的一
部分普适响应函数的虚部, 人们对于其形状并不清
楚. 文献 [23]给出的结果如图 9 , 注意在能隙与准
平台之间出现了一个预料之外的共振峰, 它的位置
在ωH = 3.2(8)处. 与超流相中的希格斯共振峰相
比, 该共振峰的峰高与峰宽之比并没有那么显著,
但与超流相中的共振峰位置基本一致. 某种意义
上来说, 我们可以称之为类希格斯共振峰. 其他文
献 [22,25]实际上也发现了类似的共振结构. 更进
一步, 文献 [23]还报道了有限温度常流体相中类似
的共振结构. 但是, 对于莫特绝缘相和常流体相来
说, 有效作用量中的势能项都不是墨西哥帽形状
的, 平均场处理中并不会出现希格斯模. 因此, 这
些共振峰是否存在尚存在争论; 如果存在的话, 它
们的起源也缺少理论上的解释.

7 结 论

在前面的讨论中, 我们简单回顾了二维超流 -
莫特绝缘体量子相变点附近的希格斯模的发现过

程. 本文中提到的一系列工作主要从数值计算方面
提供了一套使用平衡态系统的虚时间蒙特卡罗方

法研究线性响应理论中的延迟响应函数的方法, 其
中使用了路径积分表示中的蠕虫方法和数值解析

延拓技术. 通过这种数值方法, 我们可以对无法用
微扰技术研究的强关联系统进行研究, 实现对平衡
态系统的虚时间关联函数的无系统误差的测量; 最
后通过解析延拓技术计算出实时间 (实频率)的响
应函数.

对于希格斯模, 文中使用上述方法讨论了不同
参数的系统的动能响应函数的虚部. 结合临界标度
律, 我们还获得了 (2 + 1)维相对论性U(1)所描述

的量子临界区域的普适的响应函数. 由于普适响应
函数的虚部中存在低频率的共振峰, 我们最终得出
二维超流 -莫特绝缘体量子相变点附近的超流相中
存在可观测的希格斯模的结论. 这一结果颠覆了人
们之前对 (2 + 1)维相对论性U(1) 理论中的希格斯

模的认识. 该结果意味着, 在二维超冷原子、二维

氦 - 4薄膜等凝聚态中, 如果系统涌现出了洛伦兹
不变性/粒子 - 空穴对称性, 通过恰当的实验方案
就观测到希格斯模的线性响应. 事实上, 近年来已
有实验组在二维光晶格中的超冷原子系统中观测

到了希格斯模存在的间接证据 [20], 但是较为遗憾
的是, 由于超冷原子团被约束在一个简谐势阱中,
系统不具有平移对称性, 再加上系统温度较高等因
素, 最终未能在响应函数中直接观测到希格斯共振
峰. 因此, 能否在实验上实现对超流体中希格斯共
振峰的直接观测仍然是一个悬而未决的重要问题.

最后我们需要强调的是本文中所讨论的方法

实际上为线性响应理论框架下的量子动力学的研

究提供了一种较为普适的技术. 由于很多关联函数
都存在虚时间路径积分表示, 这些关联函数所对应
的响应函数都有可能通过上述方法获得. 除了希
格斯模相关的动能响应函数之外, 我们还可以使用
蒙特卡罗与解析延拓相结合的数值技术研究凝聚

态系统的量子输运性质, 如电导率 (即电流响应函
数) 或者中子散射的微分散射截面 (对应自旋响应
函数)等.

感谢黄远在本文写作过程中给予的极大帮助.
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Abstract
In additional to the phonon (massless Goldstone mode) in Galilean invariant superfluid, there is another type of

mode known as the Higgs amplitude mode in superfluid with emergent Lorentz invariance. In two dimensions, due
to the strong decay into phonons, whether this Higgs mode is a detectable excitation with sharp linear response has
been controversial for decades. Recent progress gives a positive answer to this question. Here, we review a series
of numerical studies of the linear response of a two-dimensional Lorentz invariant superfluid near the superfluid-Mott
insulator quantum critical point (SF-MI QCP). Particularly, we introduce a numerical procedure to unbiasedly calculate
the linear response properties of strongly correlated systems. The numerical procedure contains two crucial steps, i.e.,
one is to use a highly efficient quantum Monte Carlo method, the worm algorithm in the imaginary-time path-integral
representation, to calculate the imaginary time correlation functions for the system in equilibrium; and then, the other
is, based on the imaginary time correlation functions, to use the numerical analytical continuation method for obtaining
the real-time (real-frequency) linear response function. Applying this numerical procedure to the two-dimensional Bose
Hubbard model near SF-MI QCP, it is found that despite strong damping, the Higgs boson survives as a prominent
resonance peak in the kinetic energy response function. Further investigations also suggest a similar but less prominent
resonance peak near SF-MI QCP on the MI side, and even on the normal liquid side. Since SF-MI quantum criticality
can be realized by ultracold aotms in optical lattice, the Higgs resonance peak can be directly observed in experiment.
In addition, we point out that the same Higgs resonance peak exists in all quantum critical systems with the same
universality, namely (2 + 1)-dimensional relativistic U(1) criticality, as SF-MI QCP.
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