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广义Birkhoff系统与一类组合梯度系统∗
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( 2015年 2月 24日收到; 2015年 5月 6日收到修改稿 )

提出一类组合梯度系统, 即将梯度系统与斜梯度系统相加而组成的一个系统, 并研究组合梯度系统的
重要性质. 将广义Birkhoff系统在一定条件下化成组合梯度系统, 并利用组合梯度系统的性质来研究广义
Birkhoff系统的积分和稳定性.
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1 引 言

Birkhoff系统是Hamilton系统的一种推广.
Birkhoff力学在强子物理、统计力学、空间力学、
工程、生物物理等领域都有重要应用 [1]. Birkhoff
系统动力学的研究已取得重要进展 [1−11]. 文献 [5]
在研究Pfaff-Birkhoff原理的广义准对称变换时, 在
Birkhoff方程的右端出现一附加项, 并称其为广义
Birkhoff方程. 文献 [12] 提出了广义Birkhoff系统
动力学的基本框架. 有关广义Birkhoff系统动力学
的研究已取得了一些进展 [12−17].

专著 [18]第 9章 “大范围的非线性技巧”中研
究了两类重要系统, 一类是梯度系统, 另一类是
Hamilton系统. 梯度系统是微分方程和动力系统
中的重要问题, 特别适合用Lyapunov 函数来研究.
如果一个力学系统能够成为梯度系统, 那么就可利
用梯度系统的性质来研究力学系统的行为, 特别是
稳定性问题. 文献 [19]介绍了梯度系统与力学系统
的关联. 文献 [20] 介绍了线梯度系统, 其中斜梯度
系统有重要意义. 本文首先将梯度系统和斜梯度系
统组合起来, 并称之为组合梯度系统, 研究这类系
统的性质. 其次, 将广义Birkhoff系统在一定条件

下化成组合梯度系统, 并利用组合梯度系统的性质
来研究广义Birkhoff系统的积分和稳定性.

2 组合梯度系统

梯度系统的微分方程为 [18]

ẋi = − ∂V

∂xi
, i = 1, 2, · · · ,m, (1)

其中V = V (x)称为势函数. 斜梯度系统的微分方
程为 [20]

ẋi =
m∑
j=1

aij(x)
∂V

∂xj
, i = 1, 2, · · · ,m, (2)

其中

aij = −aji, (3)

而V 称为能量函数.
现将梯度系统和斜梯度系统组合起来, 得到一

类组合梯度系统, 其微分方程为

ẋi = − ∂V

∂xi
+

m∑
j=1

aij
∂V

∂xj
, i = 1, 2, · · · ,m. (4)

按方程 (4)求函数V 对时间的导数 V̇ , 得

V̇ =

m∑
i=1

∂V

∂xi

(
− ∂V

∂xi

)
+

m∑
i=1

m∑
j=1

∂V

∂xi
aij

∂V

∂xj
. (5)
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由 (aij)的反对称性知, 上式右端第二项为零,
于是有

V̇ = −
m∑
i=1

(
∂V

∂xi

)2

6 0. (6)

由方程 (4)和 (6)式, 可得以下结果.
命题1 假设方程

∂V

∂xi
= 0, i = 1, 2, · · · ,m, (7)

有解

xi = xi0, i = 1, 2, · · · ,m, (8)

则 (8)式也是方程 (4)的解.
命题2 在解 (8)上, 函数 V̇ 为零或为负.
命题3 在解 (8)上, 如果函数 V̇ 恒为零, 那么

V 是系统 (4)的积分.
由以上性质, 利用Lyapunov定理可得下述

结果.
命题 4 如果 V 为Lyapunov函数, 它在解

xi = xi0上为零, 并在其邻域内正定或负定, 且
V̇ = 0, 那么解 (8)是稳定的; 如果V 正定, 且 V̇ 负

定, 那么解 (8)是渐近稳定的.
如果函数V 不能成为Lyapunov函数, 在一定

条件下, 有可能利用Rumyantsev关于部分变量稳
定性定理来研究组合梯度系统的部分变量稳定性.

利用上述命题, 可研究化成组合梯度系统的约
束力学系统的积分和稳定性问题.

3 广义Birkhoff系统与组合梯度系统

广义Birkhoff系统的微分方程为 [5]

ȧµ =
2n∑
ν=1

Ωµν

(
∂B

∂aν
+

∂Rν

∂t
− Λν

)
,

µ = 1, 2, · · · , 2n, (9)

其中B = B(t,a)为Birkhoff函数, Rν = Rν(t,a)

称为Birkhoff函数组, Λν = Λν(t,a)为附加项, 而
2n∑
ρ=1

ΩµρΩρν = δµν , (10)

Ωµν =
∂Rν

∂aµ
− ∂Rµ

∂aν
. (11)

为将广义Birkhoff系统化成组合梯度系统,
假设

B = B(a), Rν = Rν(a), Λν = Λν(a),

ν = 1, 2, · · · , 2n, (12)

此时, 方程 (9)成为

ȧµ =

2n∑
ν=1

Ωµν

(
∂B

∂aν
− Λν

)
. (13)

方程 (13)一般不是一个梯度系统, 也不是一个斜梯
度系统, 更不是一个组合梯度系统. 对比 (13)式与
(4)式, 有如下结果.

命题5 若存在函数V = V (a)和反对称矩阵

(aµν), 使得
2n∑
ν=1

Ωµν

(
∂B

∂aν
− Λν

)
= − ∂V

∂aµ
+

2n∑
ν=1

aµν
∂V

∂aν
,

µ = 1, 2, · · · , 2n, (14)

则广义Birkhoff系统成为一个组合梯度系统.
Birkhoff系统是广义Birkhoff系统的特例, 因

此有如下结果.
推论 若存在函数V = V (a)和反对称矩阵

(aµν), 使得
2n∑
ν=1

Ωµν ∂B

∂aν
= − ∂V

∂aµ
+

2n∑
ν=1

aµν
∂V

∂aν
,

µ = 1, 2, · · · , 2n, (15)

则Birkhoff系统成为一个组合梯度系统.
命题6 若存在函数V = V (a), 使得

2n∑
ν=1

Ωµν

(
∂B

∂aν
− Λν

)
= − ∂V

∂aµ
,

µ = 1, 2, · · · , 2n, (16)

则广义Birkhoff系统成为一个梯度系统.
推论 若存在函数V = V (a), 使得

2n∑
ν=1

Ωµν ∂B

∂aν
= − ∂V

∂aµ
, µ = 1, 2, · · · , 2n, (17)

则Birkhoff系统成为一个梯度系统.
命题7 若存在函数V = V (a)和反对称矩阵

(aµν), 使得
2n∑
ν=1

Ωµν

(
∂B

∂aν
− Λν

)
=

2n∑
ν=1

aµν
∂V

∂aν
,

µ = 1, 2, · · · , 2n, (18)

则广义Birkhoff系统成为一个斜梯度系统, 此时V

为系统的积分.
推论1 若存在函数V = V (a), 使得
∂B

∂aµ
− Λµ =

∂V

∂aµ
, µ = 1, 2, · · · , 2n, (19)
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可取

Ωµν = aµν , (20)

则广义Birkhoff系统成为一个斜梯度系统, 此时V

为系统的积分.
推论2 Birkhoff系统必是一个斜梯度系统.

4 算 例

例1 广义Birkhoff系统为

R1 = 0, R2 = a1, R3 = 0, R4 = a3,

B =
1

2

[(
a1
)2

+
(
a2
)2

+
(
a3
)2

+
(
a4
)2]

,

Λ1 = a1 + a2 − a2a4,

Λ2 = a2 − a1 + a1a3,

Λ3 = a3 + a4 +
(
a2
)2

,

Λ4 = a4 − a3 −
(
a1
)2

. (21)

试将其化为组合梯度系统,并研究其零解的稳定性.
方程 (13)给出

ȧ1 = −a1 + a1a3, ȧ2 = −a2 + a2a4,

ȧ3 = −a3 −
(
a1
)2
, ȧ4 = −a4 −

(
a2
)2
.

取V = B, 则上式可表示为
ȧ1

ȧ2

ȧ3

ȧ4

 =




−1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1



+


0 0 a1 0

0 0 0 a2

−a1 0 0 0

0 −a2 0 0







∂V

∂a1

∂V

∂a2

∂V

∂a3

∂V

∂a4


,

这就是一个组合梯度系统了. 按方程计算 V̇ , 得

V̇ = −
(
a1
)2 − (

a2
)2 − (

a3
)2 − (

a4
)2

,

它在零解a1 = a2 = a3 = a4 = 0邻域内是负定的,
而V 是正定的, 由命题4知, 零解是渐近稳定的.

例2 广义Birkhoff系统为

R1 = a2, R2 = 0, B =
1

2

(
a1
)2

+
1

2

(
a2
)2

,

Λ1 =
(
a1
)2

, Λ2 =
(
a2
)2

. (22)

试研究其零解的稳定性.
方程 (13)给出

ȧ1 = a2 −
(
a2
)2
, ȧ2 = −a1 +

(
a1
)2
,

它可化成一个斜梯度系统, 其中

V =
1

2

(
a1
)2

+
1

2

(
a2
)2 − 1

3

(
a1
)3 − 1

3

(
a2
)3

,

(aµν) =

 0 1

−1 0

 .

因V 是系统的一个积分, 且它在a1 = a2 = 0的邻

域内是正定的, 因此零解是稳定的.
例3 广义Birkhoff系统为

R1 = 0, R2 = a1, B =
1

2

(
a1
)2 − 1

2

(
a2
)2

,

Λ1 = a1 − a2, Λ2 = −a1 − a2. (23)

方程 (13)给出

ȧ1 = −a1, ȧ2 = a2.

上式可表示为ȧ1

ȧ2

 =

−1 0

0 −1




∂V

∂a1

∂V

∂a2

 ,

其中

V = B =
1

2

(
a1
)2 − 1

2

(
a2
)2

,

这是一个梯度系统. 按方程求 V̇ , 得

V̇ = −
(
a1
)2 − (

a2
)2

,

由V 和 V̇ , 按Rumyantsev部分变量稳定性定理知,
零解a1 = a2 = 0相对变量a1是稳定的, 并且是渐
近稳定的; 零解a1 = a2 = 0相对变量a2是不稳

定的.
方程还可表示为ȧ1

ȧ2

 =

 0 1

−1 0




∂V

∂a1

∂V

∂a2

 ,

其中

V = −a1a2,

这是一个斜梯度系统, 而V 是系统的一个积分.
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5 结 论

梯度系统和斜梯度系统对研究系统的积分和

稳定性问题都有重要意义, 梯度系统和斜梯度系
统组合起来的系统对研究系统的积分和稳定性问

题也有重要意义. 广义Birkhoff系统是一类比La-
grange系统、Hamilton系统、Birkhoff系统更为广
泛的一类约束力学系统. 本文的命题 1—命题 4给
出组合梯度系统的主要性质, 命题 5—命题 7给出
广义Birkhoff系统成为组合梯度系统的条件. 广义
Birkhoff系统成为组合梯度系统之后, 便可利用组
合梯度系统的性质来研究广义Birkhoff系统的积
分和稳定性问题.
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Abstract
A combined gradient system which is obtained by adding a gradient system to a skew-gradient system is proposed.

The property of the system is studied. Three results on its solution are obtained. Moreover, a criterion on the stability
of the system is presented. The generalized Birkhoff system is a more extensive constrained mechanical system than
Lagrange system, Hamilton system and Birkhoff system. The conditions under which a generalized Birkhoff system
can be considered as a combined gradient system are given. When a generalized Birkhoff system is transformed into a
combined gradient system, its integration and stability can be discussed by using the property. Finally, some examples
are given to illustrate the application of our results.
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