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一个新的自由能函数对介电高弹薄膜的多组

等双轴预拉伸下力电耦合实验的预测

蒋世明†

(同济大学航空航天与力学学院, 上海 200092)

( 2015年 2月 15日收到; 2015年 5月 8日收到修改稿 )

当介电高弹聚合物薄膜被施以面内等双轴预拉伸后, 受到厚度方向的电压作用时, 薄膜在力场和电场共
同作用下产生大变形. 电场采用Maxwell应力分析, 力场采用橡胶弹性模型分析. 拟合这类变形的常用橡胶
弹性模型主要有Neo-Hookean, Arruda-Boyce, Gent等模型. 这些模型对实验数据的定量拟合存在不同程度
的偏差. 通过对实验数据的分析, 结合数学方法, 提出了一个新的自由能函数模型. 通过该模型对VHB4905
介电高弹聚合物薄膜的多组等双轴预拉伸电力耦合实验进行拟合, 并以Neo-Hookean, Gent模型作为对照,
结果与实验数据拟合很好, 比对照模型的偏差明显缩小.

关键词: 介电高弹聚合物, 电力耦合, 新自由能函数
PACS: 46.05.+b, 83.80.Va DOI: 10.7498/aps.64.184601

1 引 言

电压作用下, 电介质材料发生变形. 不同的材
料电致变形差别非常明显, 压电陶瓷 [1−4]获得的

变形小于 1%, 玻璃和半晶聚合物获得的变形小于
10%. 介电高弹聚合物材料是 20世纪 90年代初发
展起来的一种新材料, 介电高弹聚合物材料具有大
的变形能力 (380%). 同时介电高弹性聚合物材料
还有能量密度高 (3.4 J/g)、重量轻、反应速度快 (ms
量级)、驱动效率高等特点. 由于这些特点, 介电高
弹聚合物材料可被加工成驱动器、传感器及能量采

集器 [5−7]等, 有望在机器人、空天技术、生物医学、
能量采集方面发挥重大的作用. 这些驱动器、传感
器及能量采集器的核心部分是一层上下表面附有

柔性电极的介电高弹聚合物薄膜. Perlin [8]通过实

验发现预拉伸可以极大地提高介电高弹薄膜的变

形能力. 但这些介电高弹聚合物薄膜在工作时失效
比率很高, 极大地阻碍了它们的实际应用. 预拉伸
如何影响介电高弹聚合物薄膜的变形能力是一个

重要问题.
目前已有一些理论研究对预拉伸后介电高弹

聚合物薄膜电致变形实验进行了分析，哈佛大学

Zhao 和Suo [9]采用Neo-Hookean模型, 国内哈工
大Liu等 [10] 采用Mooney-Rivilin模型. Suo等随
后在解释介电高弹聚合物薄膜电致变形和探讨能

量俘获时, 又采用Arruda-Boyce模型 [11−13]、Gent
模型 [14−16]拟合实验数据. 加州大学洛杉矶分校
Pei等采用Gent 模型 [17]对另外的实验数据进行了

拟合. Akbaria等 [18]采用Gent模型对硅橡胶力电
失稳进行分析, 并通过实验进行了验证. Arruda-
Boyce, Gent模型可以反映出介电高弹聚合物材料
接近极限拉伸时的硬化. Gent模型是目前普遍采
用的自由能函数模型. 据作者所知, 目前没有一种
模型可以完美地拟合实验. 重新审视介电高弹聚合
物材料的本构关系, 仍具有重要意义.

本文通过对实验数据的分析, 在主流模型的基
础上引入数学分析方法, 建立了一个新的自由能密
度函数, 用以更精准地拟合预测工程实际.

† 通信作者. E-mail: jiangshiming80@163.com
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2 介电高弹聚合物薄膜预应力及电场
耦合作用下的平衡方程

介电高弹驱动器由介电高弹聚合物薄膜和附

在上面的柔性电极构成. 当介电高弹聚合物薄膜
被施以双轴预拉伸后, 受到厚度方向的电压作用
时, 薄膜在力和电场共同作用下面内产生非线性
大变形 (图 1 ). 图 1 (a)为介电高弹聚合物薄膜的

初始状态, 既无力作用也无电压作用, 其厚度为
t0, 长度和宽度分别为单位长度 1, 1. 图 1 (b)为介
电高弹聚合物薄膜的预拉伸状态, 薄膜受到外力
P1, P2, 厚度变为 t1, 面内两个方向分别扩展λp1 倍

和λp2倍. 图 1 (c)是电场与力耦合作用下介电高
弹聚合物薄膜的最终平衡态, 在面内预拉伸的基
础上, 水平方向保持外力P1, P2, 厚度方向加电压
V , 薄膜厚度变为 tf , 面内两个方向分别扩展λ1 倍

和λ2 倍.

1

t0 t1 tf

λp

p1

p1

p2

p2

V

λp

λ

λ1

(a) (b) (c)

图 1 介电驱动器在力和电压作用下的变形示意图

Fig. 1. Dielectric elastomer actuator (DEA) operating principle.

双轴拉力和电场共同作用下, 理想介电高弹聚
合物薄膜的面内方向平衡方程为

σpi + εE2 = λi
∂W

∂λi
, i = 1, 2, (1)

σp1, σp2是外力P1, P2预拉伸作用产生的面内真实

应力; ε是聚合物薄膜的介电常数, 它是不依赖于变
形的常数; E是电压作用下的真实电场, E = V /tf ,
tf = t0/(λ1λ2); W 是自由能函数. 该平衡方程反
映了外力P1, P2 预拉伸作用产生的面内真实应力

σp1, σp2和外加电压V 产生的面内等效Maxwell应
力 εE2共同作用下介电高弹聚合物薄膜达到平衡

态的情况.

3 新自由能函数的建立

3.1 真实应力 σp1(λ1, λp1), σp2(λ2, λp2)

以及λ1

∂W

∂λ1

, λ2

∂W

∂λ2

表达式

考虑如图 1的均匀变形形式, 初始构型中的参
考点坐标为X, 双轴外力作用下, 当前构型中参考
点的坐标为x(X), 变形张量F =

∂x

∂X
.

三向拉伸时, 变形张量为

F =


λ1

λ2

λ3


其中λ1, λ2, λ3分别是介电高弹聚合物薄膜三个方

向的伸长比.
右Cauchy-Green变形张量为

C = FTF =


λ2
1

λ2
2

λ2
3


三个不变量为

I1 = tr(C) = λ2
1 + λ2

2 + λ2
3,

I2 =
1

2
[(tr(C))2 − tr(C2)] = λ−2

1 + λ−2
2 + λ−2

3 ,

I3 = det(C) = λ1λ2λ3 = 1 (不可压条件). (2)

Cauchy应力σ =
∂W

∂F
FT + pI; 本文中所有模

型自由能函数W仅仅是第一不变量 I1 的函数; p

是静水压力, 由边界条件确定; I 是单位矩阵.
Cauchy应力写成分量形式

σi = λi

[
∂W (I1)

∂I1

∂I1
∂λi

]
+ p, i = 1, 2, 3, (3)
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为消去静水压力p, (3)式第一项第二项分别减去第
三项得

σi − σ3 =
(
2
∂W (I1)

∂I1

)
(λ2

i − λ2
3), i = 1, 2. (4)

在如图 1的 1, 2方向的外力预拉伸作用下, 面内两
个方向的真实应力

σpi =

(
2
∂W (I1)

∂I1

)
(λ2

pi − λ−2
p1 λ

−2
p2 )

λi

λpi
,

i = 1, 2. (5)

真实应力σp1, σp2是外力P1, P2预拉伸产生的

应力, 开始是预拉伸状态的伸长比λp1, λp2的函数,
施加电场后P1, P2继续作用, σp1, σp2又是伸长比

λ1, λ2的函数.
自由能函数采用Neo-Hookean模型时

W (I1) =
1

2
µ(I1 − 3), (6)

则

σpi(λi, λp1, λp2)

= µ(λ2
pi − λ−2

p1 λ
−2
p2 )

λi

λpi
, i = 1, 2, (7)

λi
∂W (I1)

∂λi
= λi

∂W (I1)

∂I1

∂I1
∂λi

= µ(λ2
i − λ−2

1 λ−2
2 ), i = 1, 2, (8)

自由能函数采用Arruda-Boyce模型时

W = nkTN

(
rchain
Nl

β + ln β

sinhβ

)
, (9)

则

σpi(λi, λp1, λp2)

=
nkT

3
Nϕ−1

[λchain√
N

](λ2
pi − λ−2

p1 λ
−2
p2 )

λchain

λi

λpi
,

i = 1, 2, (10)

λi
∂W (I1)

∂λi

=
nkT

3
Nϕ−1

[λchain√
N

]λ2
i − λ−2

1 λ−2
2

λchain
,

i = 1, 2. (11)

具体推导参见Arruda和Boyce, 1993 [19].
目前, 自由能函数最常采用Gent模型 [14−18]

W = −µJm
2

Ln(1− (I1 − 3)/Jm), (12)

则

σpi(λi, λp1, λp2)

=
µ

1− (I1 − 3)/Jm
(λ2

pi − λ−2
p1 λ

−2
p2 )

λi

λpi
,

i = 1, 2, (13)

λi
∂W (I1)

∂λi

=
µ

1− (I1 − 3)/Jm
(λ2

i − λ−2
1 λ−2

2 ),

i = 1, 2. (14)

3.2 新自由能函数的建立

在3.1节中的各种自由能函数模型与实验结果
相比较, 都存在不同程度的偏差, 没有哪一种模型
能完美地拟合实验数据.

本文在上述模型的基础上引入待定参数

C(λ1, λ2), 重新构建σp(λ, λp), λ
∂W (I1)

∂λ
, 来缩小

实验数据与上述模型之间的偏差.
假设

σp1(λ1, λp1) = C(λ1, λ2)(λ
2
p1 − λ−2

p1 λ
−2
p2 )

( λ1

λp1

)
,

σp2(λ2, λp2) = C(λ1, λ2)(λ
2
p2 − λ−2

p1 λ
−2
p2 )

( λ2

λp2

)
,

(15)

λ1
∂W (I1)

∂λ1
= C(λ1, λ2)(λ

2
1 − λ−2

1 λ−2
2 ),

λ2
∂W (I2)

∂λ2
= C(λ1, λ2)(λ

2
2 − λ−2

1 λ−2
2 ). (16)

当

C(λ1, λ2) = µ,

C(λ1, λ2) =
nkT

3
Nϕ−1

[λchain√
N

] 1

λchain
,

C(λ1, λ2) =
µ

1− (I1 − 3)/Jm

时, 关系式 (15)和 (16)分别变为Neo-Hookean模型
推导出的关系式 (7)和 (8)、Arruda-Boyce模型推导
出的关系式 (10)和 (11)、Gent模型推导出的关系式
(13)和 (14).

真实电场

E = λ1λ2
V

t0
, (17)

将 (15), (16)和 (17)式代入平衡方程 (1), 得

C(λ1, λ2)(λ
2
1 − λ−2

1 λ−2
2 )

= C(λ1, λ2)(λ
2
p1 − λ−2

p1 λ
−2
p2 )

( λ1

λp1

)
+ ε

(
λ1λ2

V

t0

)2

,
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C(λ1, λ2)(λ
2
1 − λ−2

1 λ−2
2 )

= C(λ1, λ2)(λ
2
p2 − λ−2

p1 λ
−2
p2 )

( λ2

λp2

)
+ ε

(
λ1λ2

V

t0

)2

, (18)

V , t0分别是外加厚度方向的电压和介电薄膜的初
始厚度.

等双轴预拉伸条件下, 外力P1 = P2 = P , 预
拉伸伸长比λp1 = λp2 = λp, 伸长比λ1 = λ2 = λ,
λ3 = λ−2. C(λ1, λ2)是λ的函数, 记为C(λ).

(18)式变为

C(λ)(λ2 − λ−4)

= C(λ)(λ2
p − λ−4

p )
( λ

λp

)
+ ε

(
λ2V

t0

)2

. (19)

从 (19)式中可解出

C(λ) =
ε
(V λ2

t0

)2

λ2 − λ−4 − (λp − λ−4
p )

λ

λp

. (20)

待定参数C(λ1, λ2)通过Suo等 [14]2012年的
VHB4905介电高弹聚合物薄膜力电耦合实验
(图 2 )来确定. 薄膜厚度 t0 = 0.5 mm, 介电常
数 ε = 3.98 × 10−11 F/m. 该实验包含六组等双轴
预拉伸条件下的力电耦合实验, 预拉伸值分别为
λp = 1.22, 1.56, 1.75, 2.08, 2.504, 2.87.

将图 2的六组预拉伸实验点 (λ, V )数值代入关

系 (20)式, 可得图 3的实心散点 (λ,C(λ))数值.

1 2 3 4 5

0

1000

2000

3000

4000

5000

6000

7000

λ

/
V

1.22

1.56

1.75

2.08

2.87
2.504

图 2 (网刊彩色) 六组VHB4905介电高弹聚合物薄膜等
双轴力电耦合实验 (预拉伸值 λp是试验点与横坐标的交

点, 实验数据选自 Suo [14])
Fig. 2. (color online) 6 Group of equal-biaxial elec-
tromechanical couple experiment of VHB4905, exper-
imental point adapted from Suo et al. [14].

从图 3 中可以看出, 在λ 6 3时, C(λ)可以用

一常数来拟合, 可以解释Neo-Hookean模型在小变
形阶段能较好地拟合数据、而在大变形阶段偏差很

大的现象. 图 3实心散点呈比较规律的分布, 可用
指数函数来拟合. 假设

C(λ) = a+ b e
√
I1−3. (21)

用商用软件Mathematica拟合图 3 , 获得参数a =

56239, b = 33.8, 得到确定的函数关系C(λ) =

56239 + 33.8 e
√
I1−3, 该函数与图 3实心点拟合

较好. 积分关系式λi
∂W

∂λi
= (a + b e

√
I1−3)(λ2

i −

λ−2
1 λ−2

2 ), i = 1, 2, 可得新的自由能函数

W =
a

2
(I1 − 3)

+ b[ e
√
I1−3(

√
I1 − 3− 1) + 1]. (22)

1 2 3 4 5 6
-50000

0

50000

100000

150000

λ

C
(
λ
)

C↼λ↽/a⇁be I1֓

图 3 (网刊彩色) VHB4905实验C(λ)与 λ的数值 (实
心点为六组预拉伸下 λ, C(λ)实验数值, 实线为函数
C(λ) = 56239 + 33.8 e

√
I1−3)

Fig. 3. (color online) The relationship between C(λ)

and λ from VHB4905 test result.

4 新自由能函数模型与Neo-Hookean
模型、Gent模型拟合VHB4905实
验对比

采用 3.2节中的新自由能函数即关系 (22)式,
推导得

λi
∂W

∂λi
= (a+ b e

√
I1−3)(λ2

i − λ−2
1 λ−2

2 ),

i = 1, 2, (23)

σp = (a+ b e
√
I1−3)(λ2

p − λ−4
p )

λ

λp
. (24)

与Neo-Hookean模型、Gent模型推导出来的
关系式 (7)和 (8), (13)和 (14) 形成对照组. 上述三
组关系式分别代入平衡方程 (1), 求得电压V 与伸

长比的关系, 与VHB4905介电高弹聚合物薄膜的
六组等双轴预拉伸力电耦合实验数据 (图 2 )进行
拟合对照 (图 5 ).

图 4是用新自由能函数拟合图 2 VHB4905实
验的对比情况, 理论曲线与实验曲线符合得很好.
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λ
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V

图 4 (网刊彩色)新自由能函数对VHB4905实验的拟合
(实心散点来自图 2 , 六条曲线是新自由能函数对实验数据
的拟合)
Fig. 4. (color online) VHB4905 experimental data is
fitted by new free energy model.

图 5 (a)—(f)分别反映VHB4905介电高弹聚
合物薄膜在等双轴预拉伸λp = 1.22, 1.56, 1.75,

2.08, 2.504, 2.87时电压与面内伸长的关系, 以及三
组模型对实验数据的拟合.

从图 5 (a)可以看出, 三种模型在小变形区域
对实验都能较好地拟合, 可以认为三种模型在小
变形时是等效的. 在图 5 (b)中Neo-Hookean模型
已经有明显偏差, 新的自由能函数与Gent模型都
能较好地拟合实验数据. 图 5 (d)中Neo-Hookean
模型已经偏差很大, 新的自由能函数与Gent模型
都能较好地拟合实验数据. 图 5 (e)和图 5 (f)中可
以看出Neo-Hookean模型的预测严重偏离实验点,
已无法拟合变形趋势; Gent模型的预测虽比Neo-
Hookean模型好许多, 但在 3.5 < λ < 5.5阶段与实

验点偏差明显; 而新的自由能函数的预测能很好地
拟合实验点.
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图 5 (网刊彩色) 三组自由能函数对VHB4905实验的拟合比较
Fig. 5. (color online) VHB4905 experimental data is fitted by Neo-Hookean, Gent model and New
Free Energy Function (formula 22).
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5 结 论

当介电高弹聚合物薄膜受到等双轴力和电场

耦合作用时, 已有的自由能函数模型不能完美地预
测其变形. 本文在VHB4905介电高弹聚合物薄膜
实验数据分析的基础上, 结合主流自由能函数模
型, 借助数学分析方法, 提出一个新的自由能函数

W =
a

2
(I1 − 3) + b[ e

√
I1−3(

√
I1 − 3− 1) + 1].

将该自由能函数模型与Neo-Hookean模型、Gent
模型形成对照组, 对VHB4905实验结果进行拟合.
结果显示: Neo-Hookean模型仅适合小预拉伸小变
形预测; Gent模型适合小、中预拉伸和小、中变形
预测, 以及定性分析, 但对λ大于 3.5以上的变形拟
合有较明显偏差; 新的自由能函数模型在小变形、
中变形和大变形均拟合较好. 新的自由能函数模型
优于Neo-Hookean模型和Gent 模型, 可以为介电
高弹聚合物材料和结构的性能研究提供重要支持,
并更好地应用于工程实际.
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Abstract
Dielectric elastomeric actuators (DEAs) have been intensely studied in the recent decades. Their attractive features

include large deformation(380%), large energy density(3.4 J/g), light weight, fast response(<1 ms), and high efficiency
(80%–90%). They can be used in medical devices, space robotices and energy harvesters. The core part of DEAs is
a dielectric elastomeric film with two electordes. When pre-stretched forces are exerted on the film in plane direction
and voltage is applied across its thickness, the film achieves a large deformation. Usually the effect of electric field is
described by Maxwell stress εE2, and the effect of mechanical field is described by free energy function models (such
as Neo-Hookean model, Arruda-Boyce model and Gent model). There are deviations in varying degree between every
models and tests of dielectric elastomer. No model works perfectly.

In the present paper, a new free energy function model is given to reduce the deviation. According to the main
models above, an undetermined parameter C(λ1, λ2) is introduced. and λi

∂W

∂λi
= C(λ1, λ2)(λ

2
i − λ−2

1 λ−2
2 ), σpi =

C(λ1, λ2)(λ
2
pi − λ−2

p1 λ
−2
p2 )

λi

λpi
, i = 1, 2, are assumed. The new λi

∂W

∂λi
and σpi are substituted into the equation of

equilibrium of dielectric elastomer film σpi + εE2 = λi
∂W

∂λi
, i = 1, 2. Under equal-biaxial pre-stretched condition,

P1 = P2 = P , λp1 = λp2 = λp, C(λ1, λ2) = C(λ). The parameter C(λ) =
ε
(V λ2

t0

)2

λ2 − λ−4 − (λp − λ−4
p )

λ

λp

is obtained.

Through analysing the test results of VHB4905 which contains a series of equal-biaxial pre-stretched tests, the data
(λ,C(λ)) are obtained from the test data (λ, V ). C(λ) = a + b e

√
I1−3, (I1 = λ2

1 + λ2
2 + λ2

3) can be determined by data
points (λ,C(λ)). By computing the integral of λi

∂W

∂λi
= (a+b e

√
I1−3)(λ2

i −λ−2
1 λ−2

2 ), i = 1, 2, a new free energy function

W =
a

2
(I1 − 3) + b[ e

√
I1−3(

√
I1 − 3− 1) + 1] (the new model) is achieved.

The test results of VHB4905 are fitted by Neo-Hookean, Gent model and the new model. Neo-Hookean model fits
well only in small deformation. Gent model fits well only in small-middle deformation, and does not work well when
stretch λ > 3.5. The new model fits well in small, middle and large deformation. It is better than Neo-Hookean and
Gent model. The new model can give big support in the study of dielectric elastomer materials and structure property,
and can be used in engineering practice effectively.

Keywords: dielectric elastomer polymer, electric-mechanical couple, new free energy function
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