
燃烧系统的离散Boltzmann建模与模拟研究进展
许爱国 张广财 应阳君

Progess of discrete Boltzmann modeling and simulation of combustion system

Xu Ai-Guo Zhang Guang-Cai Ying Yang-Jun

引用信息 Citation: Acta Physica Sinica, 64, 184701 (2015) DOI: 10.7498/aps.64.184701
在线阅读View online: http://dx.doi.org/10.7498/aps.64.184701
当期内容View table of contents: http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/Y2015/V64/I18

您可能感兴趣的其他文章

Articles you may be interested in

流体力学拉氏守恒滑移线算法设计

Conservative sliding algorithms for hydrodynamics
物理学报.2015, 64(19): 194701 http://dx.doi.org/10.7498/aps.64.194701

干斜压大气拉格朗日原始方程组的半解析解法和非线性密度流数值试验

Semi-analytical solution of the dry baroclinic Lagrange primitive equation and numerical experiment of a
non-linear density current
物理学报.2015, 64(19): 194702 http://dx.doi.org/10.7498/aps.64.194702

疏水表面减阻的格子Boltzmann方法数值模拟
Numerical investigation on drag reduction with hydrophobic surface by lattice Boltzmann method
物理学报.2015, 64(18): 184702 http://dx.doi.org/10.7498/aps.64.184702

液滴在梯度微结构表面上的铺展动力学分析

Spreading dynamics of liquid droplet on gradient micro-structured surfaces
物理学报.2015, 64(15): 154705 http://dx.doi.org/10.7498/aps.64.154705

脉动流在分叉管中通栓效果的晶格玻尔兹曼方法研究

Pulsation effect on thrombus in a bifurcation pipe by the lattice Boltzmann method
物理学报.2015, 64(14): 144701 http://dx.doi.org/10.7498/aps.64.144701

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml
http://dx.doi.org/10.7498/aps.64.184701
http://dx.doi.org/10.7498/aps.64.184701
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/Y2015/V64/I18
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/abstract/abstract65336.shtml
http://wulixb.iphy.ac.cn/EN/abstract/abstract65336.shtml
http://dx.doi.org/10.7498/aps.64.194701
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/abstract/abstract65337.shtml
http://wulixb.iphy.ac.cn/EN/abstract/abstract65337.shtml
http://wulixb.iphy.ac.cn/EN/abstract/abstract65337.shtml
http://dx.doi.org/10.7498/aps.64.194702
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/abstract/abstract65307.shtml
http://wulixb.iphy.ac.cn/EN/abstract/abstract65307.shtml
http://dx.doi.org/10.7498/aps.64.184702
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/abstract/abstract65029.shtml
http://wulixb.iphy.ac.cn/EN/abstract/abstract65029.shtml
http://dx.doi.org/10.7498/aps.64.154705
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/abstract/abstract64765.shtml
http://wulixb.iphy.ac.cn/EN/abstract/abstract64765.shtml
http://dx.doi.org/10.7498/aps.64.144701


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 64, No. 18 (2015) 184701
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燃烧系统的诸多模拟依托于流体建模, 离散Boltzmann方法 (discrete Boltzmann method, DBM) 是近
年来发展起来的一种新的流体介观建模方法. 本文简要评述DBM发展的两个方向——Navier-Stokes等偏微
分方程的数值逼近解法和复杂系统的微介观动理学建模. 主要介绍在燃烧系统模拟方面DBM已有的工作、
新近的思路、与传统流体建模的异同以及近期的研究成果. 本文重点传递的信息为: 作为复杂系统微介观动
理学建模出现的DBM在模拟过程中同时给出 “流动”及其相伴随的、关系最密切的那部分 “热动”非平衡效
应; 它为燃烧等复杂系统中各类非平衡行为的描述、非平衡信息的提取、非平衡程度的度量提供了一种简洁、
有效的方法; 它所提供的热动非平衡测量量有两类: 一类是直接比较分布函数和平衡态分布函数的动理学矩
关系得到的, 一类是来自于Chapman-Enskog多尺度分析给出的热传导和黏性项. 基于第二类DBM, 可以实
现 (燃烧等)一大类复杂流体系统的多尺度物理建模.

关键词: 离散Boltzmann方法, 非平衡效应, 燃烧, 复杂流体
PACS: 47.11.–j, 47.40.Rs, 47.70.–n DOI: 10.7498/aps.64.184701

1 引 言

燃烧是燃料和氧气的剧烈化学反应, 并伴随着
发光、发热等现象. 燃烧反应的主要功能之一在于
将燃料的化学能转化为热能. 诸如锅炉、内燃机、
燃气轮机、火箭发动机以及一些爆炸动力装置等

都是能量转换设备, 均是以燃烧的形式实现化学能
向热能、进而机械能的转换. 目前, 世界上可用能
源的 80%来自于燃烧. 在可预见的将来, 燃烧仍将
是向人们提供能源的主要方式 [1]. 然而, 燃烧 (特
别是低效燃烧)带来的污染物已经开始严重影响空
气质量, 甚至已经开始影响我们赖以生存的气候和
环境.

自从人类学会使用火来取暖和烘烤食物以来,
人们对燃烧的思考就一直没有停止过. 当下, 如何
提高燃烧设备能量转换效率的问题已经提到了前

所未有的高度, 成了人们重点思考的课题之一 [2].
粗略地说, 燃料有两种: 核燃料和有机燃料. 有机
燃料泛指含碳氢化合物的矿物燃料、生物燃料及

经过人工合成的相关燃料. 为了获得低排放、贫
油高速燃烧以及推进新的燃烧技术, 近年来人们
提出了一系列新的燃烧概念 [2,3], 例如, 脉冲和旋
转爆震 (pulsed and spinning detonation) [4,5]、微尺

度燃烧 (microscale combustion) [6,7]、纳米推进剂

(nano propellant) [8,9]、部分预混和层流燃烧 (par-
tially premixed and stratified combustion) [10]、等
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离子体助燃 (plasma assisted combustion) [11−13]、

冷火焰 (cool flame) [14]等. 围绕着这些新概念, 从
科学和技术角度仍存在着一系列亟待解决的问题.
例如: 1)在旋转爆震方面, 器壁曲率和预混程度对
起爆和传播模式的影响; 2)在高压层流燃烧方面,
低温下起爆到爆轰的转变问题; 3)在等离子体助燃
方面, 电子、激发态分子和中性分子之间的高度非
平衡能量转换; 4)在冷火焰方面, 流体动力学、化学
动理学及其相关的输运问题 [1,15−17]. 可见, 所有这
些新的燃烧概念均涉及到复杂的非平衡流体动理

学、化学动理学及输运过程.
长期以来, 人们认识燃烧过程的途径是实验

和少量理论研究 [18−24]. 在最近 50年里, 燃烧问题
的数值模拟取得了长足的进展 [25−31]. 在文献资
料中常见的燃烧问题数值模拟一般由如下三个步

骤组成: 1) 根据基本守恒定律和适当的简化构建
物理模型; 2)将控制方程离散化; 3)数值实验和数
据分析. 常用的离散格式有有限差分、有限元、有
限体积、有限分析、边界元、积分变换、谱方法等.
值得一提的是, 近年来, 格子Boltzmann方法 (lat-
tice Boltzmann method, LBM) [32−38]也被加进了

常用离散格式的行列. 关于这一点, 在后面讲到
离散Boltzmann建模或方法 (discrete Boltzmann
model/method, DBM)时再做解释.

燃烧系统诸多行为的研究依托于流体建模. 我
们也可以从微观、介观和宏观三个层面对一个燃烧

系统进行描述. 由于物质世界是无限可分的, 所以
对微观、介观、宏观的界定自然也是相对的. 在流
体系统描述方面, 微观描述一般是指基于分子动力
学的描述, 模拟工具自然是分子动力学模拟; 分子
间相互作用势的建立是模型构建的关键. 在这个
层面上, 人们可以通过模拟研究建立化学反应率方
程. 宏观描述一般是指含化学反应项的Euler方程
或Navier-Stokes 方程. 在这个层面上, 人们关注的
主要是 “流动” (hydrodynamic) 非平衡, 即流体力
学状态量在空间的不均匀及其引起的演化. 介观描
述一般是指基于非平衡统计力学理论的描述. 其
中, 使用较普遍的是基于Boltzmann方程 [39]

∂f

∂t
+ v · ∂f

∂r
+ a · ∂f

∂v
= Q (f, f) ,

Q (f, f) =

∫ +∞

−∞

∫ 4π

0

(f∗f∗
1 − ff1) gσdΩdv1 (1)

的描述, 如图 1所示. 其中, f = f(r,v, t), f1 =

f(r,v1, t), f∗ = f(r,v∗, t)和 f∗
1 = f(r,v∗

1 , t)分别

是 t时刻位于r位置的粒子速度为v, v1, v∗和v∗
1

的 (单体)分布函数; v和v1为两粒子碰撞前的速

度, v∗和v∗
1为两粒子碰撞后的速度; g = |v − v1|

为碰撞前两粒子相对速度的大小; a为粒子的加速
度; σ为微分碰撞截面; Ω为碰撞的微分立体角. 可
见, 与分子动力学描述相比, Boltzmann方程描述
忽略了大量分子运动的细节, 只保留了分子运动速
度分布的部分统计特征; 系统的动理学行为用分布
函数 f(r,v, t)的时空演化来描述.

(Boltzmann )

图 1 流体系统的微观、介观和宏观建模示意图

Fig. 1. Schematic of modelings of fluid system in the
microscopic, mesoscopic and macroscopic scales.

流体力学状态量密度ρ、动量ρu、能量ET 与分

布函数 f的关系为

W =

∫
fΨ dv, (2)

其中,

W =
[
ρ, ρu, ET = ρT + ρu · u/2

= ρT + ρu2/2
]T

,

Ψ =
[
1,v,v · v/2 = v2/2

]T
, (3)

即分别为分布函数 f相对于粒子速度v的零阶矩、

一阶矩和二阶矩对角分量之和的一半. 压强张量P

与分布函数 f的关系为

P =

∫
f (v − u) (v − u) dv. (4)

即为分布函数 f的二阶中心矩. 热流q与分布函数

f的关系为

q =

∫
f
1

2
(v − u) (v − u) · (v − u) dv. (5)

能量流ETu与分布函数 f的关系为

ETu =

∫
f
1

2
vv · vdv. (6)

相对于Boltzmann方程描述,在Navier-Stokes方程
描述中, 分子运动的细节被进一步忽略, 分布函数
f(x,v, t)也不再出现, 出现的是分布函数 f(x,v, t)

的守恒矩——密度、动量、能量和少量非守恒矩——

动量流、能量流以及黏性项和热传导项; 内能和压
强之间的关系由状态方程来确定. 如果进一步忽
略黏性项和热传导项所代表的输运效应, 就可得到
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Euler方程描述. 所以, 从分子动力学到Boltzmann
方程,再到Navier-Stokes方程、Euler方程是一个物
理描述逐步粗粒化、所含物理信息量逐步减少的过

程. 模型的逐级转换对应的是所描述的系统越来越
靠近 “热动”(thermodynamic)平衡, 系统的行为越
来越简单, 越来越可以使用更少的参量来确定; 对
于一个确定的非平衡系统, 模型的逐级转换对应的
是观测系统所用的空间 -时间尺度越来越大, 越来
越多的小结构和快模式被忽略, 即逐级转换的模型
描述的是系统中越来越大的结构和越来越慢的行

为. Boltzmann 方程描述在这里起到一个 “承上启
下”, “连接微观与宏观”的桥梁作用. 通过这一介
观描述, 人们可以同时研究 “流动”非平衡和与之相
伴随的、关系最密切的那部分 “热动”非平衡行为.

2 流体系统的离散Boltzmann建模

从Boltzmann方程描述到离散Boltzmann模
型的建立, 需要经过两次重要的粗粒化物理建模.

2.1 第一次粗粒化——碰撞项的线性化

由于宏观流体描述牵涉的变量少, 从而简单,
所以大量工程应用采用宏观流体描述. 而现实中
有许多复杂流体系统, 仅靠Navier-Stokes模型描
述是不够的. 例如, 等离子体物理领域存在大量热
动非平衡系统 (例如三温系统, 其中离子、电子和光
子各自具有不同的温度); 再例如, 微管道流动系统
中的Knudsen数较高, 非平衡效应较强; 另外, 冲
击波、爆轰波等的精细物理结构往往需要分布函数

f 二阶矩的非对角分量、甚至更高阶的矩来描述.
对于这类问题, 往往需要借助Boltzmann 方程来描
述. 但在很多情形下, Boltzmann 方程极其复杂的
碰撞项给其有效使用带来了不便. 为了能够方便、
有效地使用, 方法之一就是通过引入一个局域平衡
态分布函数 f eq 将原来复杂的碰撞项用一个线性

化模型来取代. 这类线性化Boltzmann模型可以写
成统一的形式 [40]:

∂f

∂t
+ v · ∂f

∂r
+ a · ∂f

∂v
= −1

τ
(f − f eq) , (7)

其中 τ称为松弛时间. 这些粗粒化建模所依赖的基
本假设如下: 碰撞项的主要特征完全可以通过对所
有碰撞的效应做统计平均来获得, 而对某个具体碰
撞的细节与效应不敏感. 这些线性化碰撞算符构造
的基本要求是: 我们所关心的流体力学量使用简化

后和简化前的模型进行计算, 所得结果一致, 即∫
−1

τ
(f − f eq)Ψ ′dv =

∫
Q (f, f)Ψ ′dv, (8)

其中

Ψ ′ = [1,v,vv,vvv, · · ·]T . (9)

显然, Ψ ′取的项数越多, 则线性化模型与原始碰撞
模型在提供动理学矩方面的一致性就越高. 根据
Ψ ′取的项数不同, 可以获得不同形式的 f eq. Ψ ′取

的项数越多, f eq的具体形式越复杂. 根据 f eq取

不同的形式, 该线性化模型分别称为Bhatnagar-
Gross-Krook (BGK)模型 [41]、椭圆统计BGK模
型 [42], Shakhov 模型 (单原子气体模型) [40], Rykov
模型 (双原子气体模型) [43], Liu模型 [44]等. 其中,
BGK模型由于简单, 从而获得的应用最为广泛.

Boltzmann
DBM

图 2 离散Boltzmann方法在流体系统不同层次描述中
的位置

Fig. 2. Position of discrete Boltzmann method in de-
scriptions of fluid system in various scales.

2.2 第二次粗粒化——粒子速度空间的

离散化

引入介观描述的目的有二: 1)在冲击波、爆
轰波、边界层等附近宏观量梯度较大的区域, 传
统流体模型不能令人满意时, 可以借助Boltzmann
方程来获得对原始模型方程的修正; 2) 可以根据
需要, 通过 “进一步粗粒化物理建模”构造物理描
述能力介于Boltzmann方程和Navier-Stokes等宏
观模型之间的 “介观”模型. 本文重点介绍的离散
Boltzmann模型

∂fi
∂t

+ viα · ∂fi
∂rα

= −1

τ
(fi − f eq

i ) (10)

或

∂fi
∂t

+ viα
∂fi
∂rα

= −M−1
il

[
R̂lk

(
f̂k − f̂ eq

k

)
+ Âl

]
, (11)

就是将粒子速度空间做了特殊离散化的 “粗
粒化”模型. 其中, i = 1, 2, · · · , N为离散速
度的编号, N为离散速度的数目; α = x, y, z;
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fi = fi (r,vi, t), f eq
i = f eq

i (r,vi, t); f̂k = Mkifi,
f̂ eq
k = Mkif

eq
k 是 fi和 f eq

i 的动理学矩; R̂lk =

diag (R1, · · · , Rk, · · · , RN )为碰撞参数, 描述 f̂k趋

于平衡态值 f̂ eq
k 的快慢; Âl为保证离散Boltzmann

模型能够描述正确的宏观行为 (例如在连续极限下
包含正确的宏观流体模型)而做的必要修正. 模型
(11)又称多松弛因子离散Boltzmann 模型. 模型
(10)可以看作是模型 (11)的特例; 或者模型 (11)可
以看作是模型 (10)的推广. 由于只涉及粒子速度
v空间中数量很少的N个离散点vi, 所以相对于离
散化之前的Boltzmann方程, 它肯定丢失了很多信
息. 但相对于Navier-Stokes方程等宏观描述, 通过
合理建模, 它仍然可以包含更多的微介观动理学信
息, 并且包含的是与我们关注的宏观流动行为关系
最密切的那部分动理学信息 [36,37]. 前面提到, 燃烧
新概念的提出与研究带来了一系列（非平衡流体动

理学、化学动理学等方面的）新挑战、新课题. 在这
些复杂动理学行为的研究方面, 离散Boltzmann 方
法或模型将是个有益的工具.

2.3 离散Boltzmann发展简史

早期版本的离散Boltzmann方法并不是按照
上述思路由Boltzmann方程经过两次粗粒化建模
(碰撞算符线性化和粒子速度空间离散化)而得到
的, 而是由更早期的格子气 (lattice gas)模型 [45]逐

步发展而来的, 并且保留了 “在一个时间步内, 粒子
只能从一个格点沿着运动方向移动到相邻的格点”
的简单图像和算法, 所以在文献中经常被称为格子
Boltzmann模型或方法 [46−49]. 格子气模型的早期
研究可以追溯到 20世纪 60年代. 为了能够模拟连
续流体系统, 特别是为了让那些在微介观层次上破
缺的对称性在宏观上得到恢复, 格子气模型的构造
必须遵从一定的条件 (包括对称性约束) [50].

人们习惯上将 1986年的Frisch-Hasslacher-
Pomeau模型 [41]作为现代格子气模型、格子Boltz-
mann 方法研究的起点. 在这个二维模型中, 使用
三角网格来描述空间, 分布在网格点上的粒子只
有沿着网格的六个运动方向, 这六个方向分别用
α = 1, 2, · · · , 6来表示. 在一个时间演化步内, 粒
子的运动和粒子间的相互作用通过一个 “传播”算
符加上一个 “碰撞”算符来描述. 这个模型的控制
方程参见图 3中的第一行. 其中, 右侧Cα表示 “碰
撞”的贡献, nα(r, t)表示在 t时刻位于网格点r位

置运动方向为第α个离散方向的粒子数. 在数值

模拟过程中, 首先, t时刻位于格点r运动方向为

α的粒子在 t + ∆t时刻运动到了新的网格点位置

r + eα∆t, 运动方向保持不变, 这个过程称为 “传
播”; 然后,在粒子分布数nα(r+eα∆t, t+∆t)中加

入粒子 “碰撞”的贡献Cα. 从格子气到离散Boltz-
mann的发展主要经历了如下几个阶段 (如图 3所
示): 在 1988年人们开始使用分布函数 fα(r, t)取

代粒子数nα(r, t)
[51]; 1989年引入平衡分布函数

f eq
α (r, t), 实现了碰撞算符的线性化 [52]; 在 20世纪

90年代初期, 进一步将碰撞算符简化为Boltzmann
方程的BGK模型形式 [46−48]; 在1997年,人们发现
格子Boltzmann方法可以看作是Boltzmann-BGK
方程的特殊离散化 [49];在2012年,人们进一步找到
了通过离散Boltzmann建模来研究系统内热动非
平衡行为的具体方案 [36]. 到这里, (由格子气模型
经过一系列改进逐步发展而来的)离散Boltzmann
方法已经不再仅仅是一种偏微分方程数值逼近解

法, 而且成为一种全新的复杂系统非平衡行为建模
方法 [37].

1989

1986

1988

1991  

1992  

1997  

nα↼r⇁eαDt֒ t ⇁Dt↽/nα↼r֒t↽⇁Cα

fα↼r⇁eαDt֒ t ⇁Dt↽/fα↼r֒t↽⇁Cα

fα↼r⇁eαDt֒ t ⇁Dt↽/fα↼r֒t↽⇁Lαβ♭fβ↼r֒t↽֓fβ   ↼r֒t↽♯

2012  

τ
1

eq

fα↼r⇁eαDt֒ t ⇁Dt↽֓fα↼r֒t↽/֓֓ ♭fα↼r֒t↽֓fα   ↼r֒t↽♯
eq

⇁eα            =
τ ∋

1
֓֓ ♭fα֓fα   ♯

eqDfα
-
Dt

Dfα
-
Dr

⇁v              =
τ ∋

1
֓֓ ♭f֓f eq♯

Df
-
Dt

Df
-
Dr

图 3 从格子气模型到离散Boltzmann-BGK模型的发展
Fig. 3. Development from lattice gas model to discrete
Boltzmann-BGK model.

容易看出, 初期格子Boltzmann方法当中的
“传播+碰撞”模式实际上是时间导数和空间导数
有限差分算法的一种特例. 除了这种特殊的有限
差分离散格式之外, 基于其他形式的有限差分离散
格式、以及其他非有限差分离散格式的离散Boltz-
mann方法也获得了一些尝试与发展. 这样,初期的
格子Boltzmann被称为标准格子Boltzmann; 后面
出现的这些格子Boltzmann方法分别被称为有限
差分格子Boltzmann、有限体积格子Boltzmann、有

184701-4

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 64, No. 18 (2015) 184701

限元格子Boltzmann等. 需要指出的是, 在这些方
法的名称中虽然保留了 “格子”的称谓, 但在有些具
体的算法 (例如有限差分离散Boltzmann)中已经
不再使用 “传播+碰撞”的简单处理. 从发表的研
究论文来看, 除了标准格子Boltzmann 方法之外,
有限差分格子Boltzmann方面的工作最多 [38,53].

现代版本的离散Boltzmann建模直接从
Boltzmann-BGK方程粒子速度空间的离散化开
始. 我们以没有外力和化学反应等非理想气体效
应、在连续极限下以Navier-Stokes方程为宏观对
应模型的最简单情形为例来说明. 其基本思路如
下: 1) Chapman-Enskog 多尺度分析告诉我们, 传
统流体描述只包含了Boltzmann方程描述的部分
信息; 2) 因为Navier-Stokes方程只涉及了Boltz-
mann 方程中平衡态分布函数 f eq 的前 7 个矩关
系 (Chapman-Enskog多尺度分析的更多细节和这
7 个矩关系将在后面给出), 所以在将粒子速度v

空间进行离散化的过程中, 只要保证这 7个矩关
系仍然能够满足, 那么离散化的Boltzmann方程就
仍然能够描述Navier-Stokes方程能够描述的系统;
3) 需要指出的是, 恢复Navier-Stokes方程仅是这
一离散Boltzmann方程的功能之一！在这前 7个动
理学矩关系当中, 只有前 3个中的 f eq可以被 f所

取代. 因为这前 3个描述的是守恒矩 (密度、动量和
能量). f eq可以被 f所取代, 描述的是三个基本守
恒定律, 含义是: 系统在趋于或者远离热动平衡的
过程当中, 系统的质量、动量、能量守恒. 其余的 4
个描述的是非守恒矩; 系统在趋于或者远离热动平
衡的过程当中它们不守恒. 所以, 在其余的 4个动
理学矩关系式中, 如果将 f eq 用 f来取代, 那么方
程的左右两侧可能就不再相等. 这种不等或者差异
正是系统偏离热动平衡之后的宏观效应！所以, 我
们可以分别使用 f和 f eq计算动理学矩, 这两个矩
的差异描述的就是系统偏离热动平衡的具体状态.

将这些动理学矩写成坐标分量形式, 就会发
现: 在 2维情形, 连续极限下给出Navier-Stokes方
程的离散Boltzmann模型可以提供 18个描述热动
非平衡效应的物理量, 其中 11个是独立的. 这 11
个独立的非平衡效应量实际上是分别从 11个不同
的角度或侧面来描述系统偏离热动平衡的状态或

系统偏离热动平衡的程度 [36,37]. 由这 11 个非平
衡效应量可以进一步构建更加方便我们分析和使

用的非平衡效应量. 在 3维情形, 等级别的离散
Boltzmann模型可以提供的非平衡效应量有 45个,
其中24个是独立的.

由于在模拟的每一步 f和 f eq都要计算, 而宏
观守恒量和非平衡量分别是分布函数 f 的低阶矩

和高阶矩, 所以离散Boltzmann模拟同时给出宏观
流动特征及其相伴随的 (部分)非平衡效应. 由于在
建模过程中要求所构建的离散Boltzmann模型在
连续极限下给出Navier-Stokes方程, 所以这类离
散Boltzmann模型给出的那部分非平衡效应恰恰
是与我们关注的 (Navier-Stokes方程所描述的)宏
观行为关系最密切的那一部分. 另外, Chapman-
Enskog多尺度分析告诉我们: Euler方程描述根
本没有考虑热动非平衡效应; 与Euler方程相比,
Navier-Stokes方程多出的也只有黏性项和热传导
项. 其中, 热传导项和黏性项描述的就是部分 (热
动)非平衡效应. 所以, 根据离散Boltzmann建模
与模拟, 我们可以有两种方法描述系统偏离热动平
衡的状态或程度: 一种方法是直接比较分布函数 f

和平衡态分布函数 f eq的动理学矩; 另一种方法是
直接使用Chapman-Enskog多尺度分析得到的热
传导项和黏性项. 前者描述的是热动非平衡的具体
状态,是局域的; 后者描述的是这些局域热动非平
衡效应对宏观控制方程的影响, 是非局域的. 从物
理描述精度上讲, 前者 “ 细致”, 后者 “粗糙”.

非平衡系统的行为极其丰富、极其复杂. 是否
能将非平衡行为研究推向深入, 在很大程度上取决
于能否找到有效的方法. 离散Boltzmann建模为复
杂系统非平衡行为的描述、非平衡信息的提取、非

平衡程度的度量提供了一种全新的、便于使用的思

路和方法. 这可以看作是离散Boltzmann 建模为
非平衡统计物理学基本描述方法的贡献. 在非平衡
效应较强、Navier-Stokes方程需要修正的情形, 在
模型构建时, 可以根据物理系统本身的特点适当增
加需要满足的动理学矩关系来获得更合理的模拟

结果 (包括更准确的密度、流速、温度、压强以及各
非平衡效应描述量); 另外, 基于分子动力学等更小
尺度模拟得到的统计信息容易通过非平衡效应建

模进入离散Boltzmann 模型. 在Navier-Stokes 方
程自身不需要修正的情形, 也可以通过适当增加需
要满足的动理学矩关系来提高非平衡效应的描述

精度. 其代价自然是需要使用更多的离散速度. 在
实际应用过程中, 需要在物理描述需求和运算代价
之间进行合理的平衡.

可见, 从Boltzmann方程这一 “特殊离散化”
出发可以派生出两个不同的研究方向, 这两个方向
代表了离散Boltzmann方法研究现有的两种不同
的建模目的和思路. 一种是将其作为一种全新的数
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值求解Navier-Stokes 等流体方程的离散方法, 进
而将其思路进行推广, 用于求解其他类型的偏微分
方程; 另一种是将其作为一种全新的包含更多动理
学信息的微介观动理学模型构建方法. 数值解法研
究和物理建模研究的主要区别在于：前者必须忠诚

于原始模型（由控制方程描述）; 而后者必须具有
部分超越原始模型的功能. 由于这两类模型构建的
目的不同, 所以在构建过程中需要使用的物理判据
也就不同. 在目前已经发表的关于格子Boltzmann
方法或模型的文献中, 绝大部分工作都是基于第一
种建模思路的. 既然是数值解法, 那么人们关注的
就是它的数值精度 (即对原始控制方程的忠诚度)
和运算效率等; 只要计算的结果正确, 具体计算细
节是否有物理对应、对应的合理程度如何可以不

予深究. 但如果将离散Boltzmann 方法看作是比
Navier-Stokes 方程描述包含更多微介观动理学信
息的物理模型, 那么对其建模过程所要遵循的物理
要求自然会提高一些; 提高到什么程度, 视具体问
题研究的需求而定. 例如, 在有些LBM 构建过程
中, 使用∆t = ε或∆t = τ这一处理方法. 这里 ε是

Knudsen数, 其定义为分子的平均间距 l与某一宏

观空间尺度L(例如系统的空间尺度)之比或者热力
学弛豫时间 τ与上述宏观尺度对应的时间尺度 tL

之比, 即

ε =
l

L
=

τ

tL
. (12)

在后一种处理方法 (∆t = τ)中, 通常认为Knudsen
数 ε已被吸收在松弛时间 τ 当中, 所以二者原则上
是等价的. 因为这些模型的构建研究目的是模拟
或求解某类偏微分方程, 其含义是当时间步长∆t

趋于零时, LBM模拟结果将与被求解方程趋于一
致 [54]. 这在数学上是合理的. 但如果用物理模型
的标准来看, ∆t是数值积分的时间步长, 其大小对
应数值模拟精度的高低; 而如果将L视为系统或系

统内某一介观结构的空间尺度, 则 ε = ε(r, t)描述

的是分子的疏密状态随空间和时间的变化, 代表的
是系统的动理学状态; τ描述的是系统由热动非平
衡态趋于热动平衡态的时间尺度, 是由系统自身的
动理学特性决定的. ε 和 τ都是客观的, 是不能随
着数值积分步长∆t的改变而改变的. 再例如, 在
有些LBM构建过程中, 为了模拟含温度场的流体
方程组, 系统的密度ρ和流速u使用一个分布函数

来描述, 而温度T则使用另外一个分布函数来描

述 [38,53]. 显然, 这里的分布函数已经不是统计物
理学中所定义的分布函数了. 只是因为构建这些

LBM的目的是模拟相应的偏微分控制方程组, 所
以只要其最终的数值结果与原始控制方程组相符

即可.
鉴于抛开了原始格子气模型的 “传播+碰撞”

这一简单操作之后, “格子 (lattice)” Boltzmann 的
名称就失去了直观的含义; 同时鉴于在文献中格
子Boltzmann方法已经被广泛接受为求解Navier-
Stokes等偏微分方程的一种数值方法, 所以在本文
后面的主要叙述中我们做如下约定: 在介绍将离散
Boltzmann作为偏微分方程数值算法的工作时, 仍
沿用文献中的习惯叫法 “格子Boltzmann方法”或
LBM; 在介绍将离散Boltzmann作为复杂系统微
介观粗粒化物理建模的工作时, 直接使用简单名称
“离散Boltzmann建模”, “离散Boltzmann方法”或
DBM. 这里的 “离散”指的不是时间和空间的离散,
而是指粒子速度空间的特殊离散化处理.

离散Boltzmann的诞生已有近 30年的历史,
其理论和应用研究已渗透到诸多学科和研究领域.
时至今日, 仍然是国际热点研究课题之一.

2.4 作为数值解法的LBM研究进展概述

在最近的 30年当中, LBM作为一种新的计算
流体力学工具引发了广泛的兴趣, 取得了突飞猛
进的进展. 如果使用 google scholar输入 “Lattice
Boltzmann”进行搜索, 立即会发现约 41万余条信
息 (搜索时间: 2014年12月22日18:22). 2013年11
月 19日的搜索结果为 282000条信息, 平均每个月
增加 1万条信息. 其中, 以等温低速不可压流体
系统模拟为代表, LBM已经广泛应用于各类复杂
流体系统 [55−80](这里列出的参考文献仅是少数实
例). 这些研究也分为两类: 一类是构造相应系统控
制方程的LBM算法, 一类是通过使用LBM方法模
拟原始控制方程来研究物理问题. 相当一部分研究
论文二者兼顾: 以物理研究为目的, 但在方法方面
也有所改进.

2.5 作为微介观粗粒化物理建模的DBM
研究进展概述

从物理建模的角度看, 格子气、元胞自动机模
型本身就是为研究复杂系统中的复杂行为而提出

的一种微介观、粗粒化物理建模. 作为非平衡统
计物理学基本方程——Boltzmann方程特殊离散
化的离散Boltzmann方法理应也是复杂系统的一
种微介观、粗粒化模型, 非平衡效应研究理应是其
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重要内容之一. 这一信念一直存在, 但由于缺乏有
效的方案, 在近 30 年的时间里离散Boltzmann 方
法仅仅在第一条思路——作为偏微分方程数值求

解方法方面获得了广泛研究和使用. 近年来, 有些
工作尝试使用离散Boltzmann方法模拟微管道流、
边界层流等问题 (相对于宏观连续流体系统, 那里
的Knudsen数相对较高), 有些突破传统流体连续
介质建模成立的范围. 这个研究方向不在本文的
讨论范围之内. 在本文中我们关心的是含有较多
界面和微介观结构的多尺度复杂流体系统, 这类
系统的尺度远大于微管道流的管径和边界层的厚

度. 最早基于离散Boltzmann 建模来发展非平衡
行为描述方法, 给出从模拟结果中提取非平衡效应
具体方案的工作出现于 2012 年的一篇综述 [36]. 随
后, 在燃烧与爆轰系统 [81−83]、多相流系统 [84,85]、

Richtmyer-Meshkov不稳定性系统 [86,87]、Rayleigh-
Taylor不稳定性系统 [37,88,89]、Kelvin-Helmholtz不
稳定性系统 [37,90]得到了逐步的推广与应用.

这里, 我们简单地比较一下离散Boltzmann模
拟与传统流体力学 (computational fluid dynamics,
CFD)模拟的异同. 我们以最简单的理想气体系统
为例来说明. 1)传统CFD需要先确定控制方程的
具体形式, 然后根据控制方程的特点设计算法; 而
DBM是Boltzmann方程的二次粗粒化物理建模,
原则上它无需准确地知道宏观流体控制方程的具

体细节, 可以在未知宏观流体控制方程的情形下
给出物理上合理的结果. 例如, 只要我们在离散化
粒子速度空间时考虑足够多的动理学矩关系, 就能
保证DBM 给出的结果在物理上是合理的. 2)恢复
宏观流体控制方程仅是DBM的功能之一. 从物理
上讲, 在连续极限下DBM相当于一个宏观流体模
型外加一个热动非平衡效应的粗粒化模型. 3)基
于DBM建模思路, 可以较容易地实现一大类复杂
系统的多尺度物理建模. 例如, 我们可以根据局域
Knudsen数来构建开关函数, 在局域Knudsen数接
近于零的情形, 使用最简单 (离散速度数目最少)的
离散速度模型 (来自于恢复Euler方程所要求的前
5个动理学矩关系); 在局域Knudsen 数大一些时,
使用稍复杂 (离散速度数目稍多一些)的离散速度
模型 (来自于恢复Navier-Stokes方程所要求的前 7
个动理学矩关系); 在局域Knudsen数再大一些时,
使用再复杂 (离散速度数目再多一些)的离散速度
模型 (满足的动理学矩关系再适当增加一些). 反过
来, 当局域Knudsen数降低到一定程度后, 该DBM
自适应地换回较简单的离散速度模型. 在离散速

度模型调换的第一步, 可以使用粗粒化物理建模
f = f eq.

3 燃烧系统的离散Boltzmann建模
与模拟

3.1 作为数值解法的LBM研究进展

由于燃烧问题的重要性, 燃烧系统的LBM模
拟很早就引起人们的关注. 但在早期的工作中,
LBM是作为相应燃烧系统控制方程的一种新的模
拟方法而出现的. 最早的尝试是由Succi等在 1997
年完成的 [91]. 他们在化学反应极快、热量释放率极
低的冷火焰假设下就甲烷和空气的层流火焰模拟

出一些基本行为. 随后, 几个典型的LBM工作分
别来自Filippova等 [92−94], Yu 等 [95], Yamamoto
等 [96−98], Lee等 [99], Chiavazzo等 [100−102]和Chen
等 [103−110]. 由于在这些工作中, LBM的作用是模
拟原始控制方程, 所以与物理建模改进无关; 其研
究内容自然是基于原始物理建模的, 是原始控制方
程 (借助于其他的数值离散方法)也可以做的. 并
且, 由于早期的LBM主要是针对等温低速近似不
可压流体系统而设计的, 所以后来为了能够模拟
含温度场的流体系统, 部分工作引入了双分布函数
LBM. 在这类LBM中, 一般处理方法是: 整个系统
的密度和流速用一个分布函数来描述, 而温度用另
外一个分布函数来描述; 有些模型甚至干脆忽略
化学反应热对流场的影响. 在 2012年之前出现的
所有燃烧问题的LBM研究都是将LBM 视为原始
控制方程的一种数值求解方法, 并且模拟的都是一
些相对简单的情形; 高马赫燃烧的LBM模拟一直
未见报道, 爆轰问题的LBM 建模与模拟更是从未
涉及. 近年来, Chen 等 [103−110]使用他们所构造的

LBM就低马赫燃烧问题进行模拟研究, 取得一些
有意义的结果.

3.2 作为微介观粗粒化模型的DBM出现
的背景

作为燃烧的一种特例, 爆炸是一个伴有大量能
量释放的化学反应传输过程. 它经常引发事故和灾
难, 但受控的爆炸已经成为一门高科技, 广泛应用
于国防技术与工业生产当中. 例如, 爆炸喷涂、爆
炸清洗、爆炸加工、爆炸推进、爆炸开采、爆炸掘

进等. 爆轰, 又称爆震, 其反应区前沿为一以超声
速运动的冲击波, 称为爆轰波. 爆轰波扫过后, 介
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质成为高温高压的爆轰产物. 鉴于燃烧与爆轰技
术在科学和工程领域的广泛应用, 其理论和实验研
究很早就引起人们的广泛兴趣. 早在 19世纪末 20
世纪初, Chapmann [18] 和 Jouguet [19]就提出了著

名的CJ理论. 这一理论将爆轰波视为一个强间断,
即在爆轰波扫过后化学反应瞬间完成. 在 20 世纪
初, Zeldovich [20], Neumann [21]和Doering [22]发展

了著名的 ZND模型. 这个模型的重要贡献之一在
于它指出了在爆轰波前沿存在一个von Neumann
峰; 反应物首先经过冲击波的预压缩, 然后在冲击
波后紧接着有一个连续的反应区. 在反应区内部系
统的密度、温度、压强和流速到达最大值.

尽管爆轰研究已有 100多年的历史, 但时至今
日, 它仍然是国际热点研究问题之一. 到目前为止,
几乎所有获得广泛应用的化学反应模型均是唯象

的或半唯象的 [111]. 例如, Arrhenius反应率、forest
fire燃烧模型、两步模型、Cochran反应率模型 [112],
Lee-Tarver 模型 [113]等. 在实际应用过程中需要根
据具体问题选择合适的化学反应模型. 能够发生爆
轰的系统可以是气相、液相、固相或气 -液、气 -固和
液 -固等混合相组成的系统. 本文只涉及流体建模
适用的系统. 当将 “燃烧”与 “爆轰”两个名词放在
一起进行讨论时, “燃烧”便只描述 “爆轰”以外的
其他燃烧形式.

在相当一部分燃烧过程中, 化学反应速率和
能量转换率对燃烧过程起着重要影响 (例如, 着火、
熄灭、火焰传播等均与化学反应动力学过程密切

相关), 并且化学反应过程决定了所有燃烧过程中
污染物的生成与破坏. 实际的燃烧过程涉及广泛
的时间和空间尺度. 典型的时间尺度从 10−13 s到
10−3 s, 跨越 10 个数量级, 典型的空间尺度涉及从
10−10 m到 1 m, 也是跨越 10个数量级 [114]. 所以,
我们需要从微观、介观和宏观的多个层面来对燃烧

问题进行分解与整合研究.
传统流体力学已经用于研究燃烧和爆轰多年,

但除了上面提到的几种极端或理想情形之外, 以前
的LBM尚不具备模拟那些既定控制方程的能力,
物理模型改进更无从谈起. 其中, 很重要的原因之
一就是以前发展的比较成功的LBM均是针对等温
低速不可压流体系统的. 要模拟高马赫燃烧与爆轰
问题, 第一个技术瓶颈就是需要将离散Boltzmann
模拟的范围推广到马赫数大于 1的可压流体系统.
近年来, 我们课题组在这方面进行了大量探索, 取
得了一系列进展, 使得冲击与爆轰问题的模拟成为
可能 [36,37,115−123]. 其中, 既包含作为高速可压流

体方程组数值解法的探索, 也包含作为高速可压流
体系统微介观动理学建模的探索; 既包含单松弛
因子模型, 又包含多松弛因子模型. 所构建的离散
Boltzmann模型均实现了用同一个分布函数同时
描述密度ρ、温度T、流速u、压强P以及相关的高

阶矩; 既适用于高速可压流体, 又适用于低速近似
不可压流体.

为了模拟高马赫数燃烧和爆轰问题, 下面我
们讨论如何从微介观粗粒化物理建模的角度构建

离散Boltzmann 模型. 正如前面所述, 与传统流体
模型相比, 这类模型具有更加坚实的动理学基础,
在连续极限下恢复传统流体控制方程仅是其功能

之一.

3.3 燃烧系统的Boltzmann建模

最近 30年来爆轰问题的模拟得到了迅速的发
展, 但两个技术问题仍然在困扰着宏观物理建模,
一是爆轰波阵面的合理描述, 一是化学反应放能
过程中非平衡效应的描述. 就第一个问题, 传统方
法可以处理间断面, 但不易忠实地描述波阵面的
精细物理结构; 就第二个问题, 有些反应放能过程
会引发热动非平衡行为, 而宏观流体Navier-Stokes
建模并未充分描述这部分非平衡效应. 由于前面已
经提到的原因, 我们可以从Boltzmann 方程出发构
建与Navier-Stokes相比包含更多微介观动理学信
息的介观描述.

下面以包含化学反应项的Boltzmann-BGK方
程

∂f

∂t
+ v · ∇f = −1

τ
(f − f eq) + C (13)

为例来讨论燃烧系统的动理学建模问题. 其中 f

(f eq)为 (平衡态)分布函数; τ 为松弛时间; v 为粒
子速度; C为化学反应项, 描述由于化学反应而引
起的分布函数 f的变化率. 我们考虑如下假设成立
的情形.

1) 系统中只有两种介质: 反应物和产物, 其密
度分别为ρR和ρP . 整个流场可以用一个单粒子分
布函数 f来描述, 松弛时间 τ对密度和温度的依赖

可以暂时忽略.
2) 热辐射可以忽略.
3) 化学反应的时间尺度 tC远大于分子热力学

弛豫的时间尺度 τ (即 τ ≪ tC, 例如, 常温常压条件
下氢气系统的热力学弛豫时间为 10−10 s量级, 而
氢气爆燃或爆轰的时间尺度为 10−5 s量级), 以至
于可以近似认为: 在整个化学反应过程中系统始终
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处于热动平衡态. 这样, 我们有

C = − 1
τ (f eq − f∗eq) ,

f eq = f eq (ρ,u, T ) ,

f∗eq = f∗eq (ρ,u, T ∗) .

(14)

4)化学反应不可逆, 反应进程由下面的反应率
方程来描述:

dλ
dt = F (λ), (15)

其中λ = ρP /ρ是化学反应进程参数. 这样,

T ∗ = T + τQF (λ), (16)

其中Q为单位质量的反应物发生反应后可以释放

出的热量.
由关系式 (14)—(16)可见, 化学反应项C的相

对强弱不仅取决于化学反应的速率, 而且受单位
质量反应物燃烧后放出的热量Q的影响. 即便是
化学反应速率很快, 但如果Q ≈ 0, 那么化学反
应项C的贡献也可能较小. 为便于分析, 可以将
反应热Q吸收到反应率方程G(λ) = QF (λ)中去.
Chapman-Enskog多尺度分析表明, 该Boltzmann
模型在连续极限下均包含如下的Navier-Stokes
模型:

∂ρ

∂t
+∇(ρu) = 0, (17)

∂(ρu)

∂t
+∇(PI + ρuu)

+∇ · [µ(∇u)I − µ(∇u)T − µ∇u] = 0, (18)
∂

∂t

(
ρE +

1

2
ρu2

)
+∇

[
ρu

(
E +

1

2
u2 +

P

ρ

)]
−∇

[
κ∇E + µu · (∇u)− µu(∇ · u) + 1

2
µ∇u2

]
= ρQF (λ), (19)

其中µ(= Pτ)和κ(= 2Pτ)分别为黏性和热传导

系数.

3.4 燃烧系统的离散Boltzmann建模

由于粒子速度v空间的连续性, 燃烧系统的
Boltzmann模型仍不便于直接做模拟. 与没有化学
反应的流体系统一样, 我们需要将Boltzmann模型
在粒子速度空间中做离散化. 由于单松弛因子模
型是多松弛因子模型的特例, 所以燃烧系统的离散
Boltzmann模型可以统一用下式描述 [83]:

∂fi
∂t

+ viα
∂fi
∂rα

= −M−1
il

[
R̂lk

(
f̂k − f̂ eq

k

)
+ Âl

]
+ Ci,

Ci =
dfi
dt

∣∣∣
C
, (20)

在单松弛因子情形, R1 = R2 = · · · = RN = 1/τ ,
修正项 Âl = 0, Ci =

1

τ

(
f∗eq
i − f eq

i

)
, f∗eq =

f∗eq (ρ,u, T + τQF (λ)), f eq = f eq(ρ,u, T ). 在多
松弛因子模型情形, Chapman-Enskog多尺度分析
按如下方式展开:

fi = f
(0)
i + f

(1)
i + f

(2)
i + · · ·,

Ai = A1i,

Ci = C1i,
∂

∂t
=

∂

∂t1
+

∂

∂t2
+ · · ·,

∂

∂rα
=

∂

∂r1α
.

(21)

修正项Ai必须是Knudsen数 ε的一阶项, 即 A1i =

O(ε).

3.4.1 单松弛因子模型

我们先介绍两个单松弛因子模型. 2013年我
们课题组给出燃烧和爆轰系统的第一个离散Boltz-
mann模型 [81], 这是一个基于笛卡尔坐标系的简单
模型. 在该模型中, 流体行为使用我们以前发展
的一个高速可压流体离散Boltzmann模型 [116]描

述, 化学反应使用目前应用较多的反应率模型之一
——Lee-Tarver模型 [113]描述. 相对于以前的LBM
燃烧模型, 该模型实现了密度ρ、流速u、温度T、压

强P以及相关的高阶矩皆使用同一个分布函数 fi

来描述的物理要求, 实现了化学反应放能过程与流
体动力学过程的自然耦合.

Lee-Tarver反应率模型

dλ
dt = I(1− λ)xηr +G(1− λ)xλyP z (22)

由两项构成: 点火项和成长项. 前者多用于研究各
种热点的形成和随后的生长, 后者多用于描述化学
反应的成长过程. 其中, η = (V0/V ) − 1为相对压

缩度; V0和V 分别为反应前后的比体积, 与相应密
度ρ的关系分别为V0 = 1/ρ0, V = 1/ρ; I, G, x, y,
z, r 为模型参数,其中 G, x, y描述的是反应率对燃
烧面积等的依赖度, 参数G也依赖于入射冲击波的

压力; P z描述的是局域压力对反应率的影响方式.
该离散Boltzmann模型使用如下形式的离散
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速度模型:
v0 = 0,

vki = vk

[
cos

( iπ
4

)
, sin

( iπ
4

)]
,

(k = 1, 2, 3, 4; i = 1, 2, · · · 8),

(23)

它有 33个速度分量, 下标k和 i分别表示第k层第 i

个方向, 如图 4所示.

v0

v1

v2

v3

v4
i/i/

i/

i/

i/ i/

i/i/

图 4 离散速度模型示意图

Fig. 4. Schematic of the discrete velocity model.

平衡态分布函数通过如下的Taylor展示来
计算:

f eq
ki = ρFk

[(
1− u2

2T
+

u4

8T 2

)
+

vkiϵuϵ

T

(
1− u2

2T

)
+

vkiϵvkiπuϵuπ
2T 2

(
1− u2

2T

)
+

vkiϵvkiπvkiϑuϵuπuϑ

6T 3

+
vkiϵvkiπvkiϑvkiξuϵuπuϑuξ

24T 4

]
, (24)

上式中T为局域温度, 权重系数Fk和F0的计算公

式如下:

Fk =
1

v2k(v
2
k − v2k+1)(v

2
k − v2k+2)(v

2
k − v2k+3)

×
[
48T 4 − 6(v2k+1 + v2k+2 + v2k+3)T

3

+ (v2k+1v
2
k+2 + v2k+2v

2
k+3 + v2k+3v

2
k+1)T

2

−
v2k+1v

2
k+2v

2
k+3

4
T

]
,

k = 1, 2, 3, 4; (25)
F0 = 1− 8(F1 + F2 + F3 + F4); (26)

{k + l} =

k + l, if k + l 6 4,

k + l − 4, if k + l > 4.
(27)

我们选取 v0 = 0和四个非零的 vk (k = 1, 2, 3, 4).
这个模型的构建要求: 平衡态分布函数 f前7 个动

理学矩关系的积分形式可以写为求和形式. 具体
如下:∑

ki

f eq
ki = ρ, (28)∑

ki

vkif
eq
ki = ρu, (29)

∑
ki

1

2
v2kif

eq
ki = etherm +

1

2
ρu2 = ρT +

1

2
ρu2

= P +
1

2
ρu2, (30)∑

ki

vkiαvkiβf
eq
ki = ethermδαβ + ρuαuβ , (31)∑

ki

vkiαvkiβvkiγf
eq
ki

= etherm(uγδαβ + uαδβγ + uβδγα)

+ ρuαuβuγ , (32)∑
ki

1

2
v2kvkiαf

eq
ki = 2ethermuα +

1

2
ρu2uα, (33)

∑
ki

1

2
v2kvkiαvkiβf

eq
ki

=
(
2T +

1

2
u2

)
ethermδαβ +

(
3etherm

+
1

2
ρu2

)
uαuβ , (34)

式中右边为平衡态分布函数动理学矩关系的积分

形式, 已经直接表示为宏观量的表达式; etherm 为

热力学内能. 作为这类工作的开始和模型构建的
例子, 我们只考虑了最简单情形的反应率模型: 令
x = y = 1, a = Iηr, b = GP z. 这样, Lee-Tarver模
型简化为

dλ
dt =


a(1− λ) + b(1− λ)λ,

T > Tth 且 0 6 λ 6 1,

0, 其他

(35)

其中 Tth为燃烧发生的临界温度. 由于化学反应的
速率比流动过程要快得多, 所以成功模拟的一个关
键技术为分裂算子思想的使用. 从物理上, 可将上
述反应率方程理解为反应产物所占份额的变化由

两部分构成: 1)局域流动导致的变化, 2)化学反应
导致的变化. 即在满足反应条件 (T > Tth)时,

∂λ

∂t
+ u∇λ = 0,

∂λ

∂t
= a(1− λ) + b(1− λ)λ.

(36)

局域流动导致的变化使用一阶迎风格式计算:
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λn+1
j − λn

j

∆t
= −


u(λn

j − λn
j−1)

∆x
u > 0,

u(λn
j+1 − λn

j )

∆x
u < 0.

(37)

化学反应导致的变化使用解析解:

λ =
e(a+b)t +

a(λ− 1)

a+ bλ

e(a+b)t +
b(1− λ)

a+ bλ

. (38)

其中下标 j − 1, j, j + 1 为 x 或 y方向的网格点编

号. 在实际模拟中, 系统的局域总内能变化率为

ė = ėtherm + ėchem, ėchem = R (λ) ρQ, (39)

其中, e = ρE. 化学反应过程与流动过程的耦合流
程如下: 化学反应放热导致局域内能增加, 局域内
能增加导致局域压强增大, 局域压强的增大进一步
影响局域流场的行为. 这样, 放能过程与流动过程
实现了自然耦合. 在该模型中化学反应的引入并没
有引起所需动理学矩关系的增多, 从而所需离散速
度数目并没有增多.

模型的有效性通过如下一些典型问题获得验

证和确认: 1)黏性爆轰的活塞问题; 2)热起爆问
题; 3) 爆轰波与冲击波的碰撞问题; 4)爆轰波的
规则与马赫反射; 5) Richtmyer-Meshkov 不稳定性
问题; 6)黏性爆轰的相图. 作为应用的一个实例,
我们研究了一维稳定爆轰波问题. 为了展现离散
Boltzmann建模的优势, 我们将注意力集中在反应
区及其邻域, 重点研究其中的热动非平衡行为. 研
究表明: 一般情形下, 化学反应区从von Neumann

压强峰之前开始, 跨越von Neumann压强峰. 在
von Neumann压强峰之前只存在升温机理, 在von
Neumann压强峰之后, 化学反应放热引起的升温
与反应产物膨胀引起的降温机理并存. von Neu-
mann压强峰不是温度的极大值点. 温度的峰值一
般在von Neumann压强峰之后. 密度、流速、温度、
压强等物理量最大值点 (峰值点)的不重合是系统
在von Neumann压强峰处无法完全恢复到热动平
衡的原因. 系统黏性的增大有两个效应: 一是系
统在von Neumann压强峰处更加接近热动平衡态,
二是在von Neumann压强峰前后系统偏离热动平
衡的幅度加大. 在化学反应速率极低的情形下, 与
纯粹冲击情形的区别是: 从化学反应启动到跨过
von Neumann压强峰, 进一步到化学反应结束之前
的这一较宽区域内, 温度一直在升高. 温度从上升
到最后的稳定, 不存在极大值点. 所以, 从冲击响
应过程开始到化学反应结束, 系统始终处在热动非
平衡态. 在反应速率极高的情形下, 在压强上升到
von Neumann 峰之前化学反应已经结束. 在此情
形下, von Neumann压强峰后不再有升温机理.

为了模拟柱状轴向均匀系统的内爆和外爆问

题, 2014年我们课题组给出了一个基于极坐标的离
散Boltzmann 模型 [82]. 该模型的离散速度模型和
边界条件设置如图 5所示.

在这个模型中, 使用的是Cochran反应率函
数 [111,112]:

R(λ) = ω1P
m(1− λ) + ω2P

nλ(1− λ), (40)

O
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i/ i/
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i/
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图 5 离散速度模型与周期边界条件设置示意图

Fig. 5. Schematic of the discrete velocity model and the periodic boundary conditions.
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其中, 第一项为热点形成项, 第二项为增长项; 系数
Pm和Pn描述的压强对是反应率的影响; ω1, ω2,
m 和 n是可调参数. 点火条件为 T > Tth. 不
失一般性, 这里我们取m = n = 1, Tth = 1.1.
为方便起见, 引入参数 a = ω1P

m, b = ω2P
n,

λ = λir = λiθ = λ(ir, iθ, t). 其中, ir和 iθ分别

为径向和角向的网格点编号. 具有一阶精度的
Cochran反应进程方程为

λt+∆t =
(a+ bλ)e(a+b)∆t − a(1− λ)

(a+ bλ)e(a+b)∆t + a(1− λ)

+ λ∗
ir + λ∗

iθ
, (41)

其中,

λ∗
ir =


−ur(λir − λir−1)

∆r
∆t, for ur > 0,

−ur(λir+1 − λir)

∆r
∆t, for ur < 0,

(42)

λ∗
iθ

=


−uθ(λiθ − λiθ−1)

r∆θ
∆t, for uθ > 0,

−uθ(λiθ+1 − λiθ)

r∆θ
∆t, for uθ < 0.

(43)

在数值实验中, λ, u, P由分布函数 fki获得. 同
样, 这一离散Boltzmann模型在连续极限下包含基
于极坐标的传统流体模型即含化学反应的Navier-
Stokes方程组. 除了使用典型算例对新模型进行校

验以外, 我们还将新模型用于燃烧或爆炸过程中非
平衡行为的研究. 图 6给出了下面的初始条件

(ρ, T, ur, uθ, λ)i = (1, 1, 0, 0, 0),

(ρ, T, ur, uθ, λ)o

= (1.5, 1.55556,−0.666667, 0, 1),

(44)

引发的内爆过程中不同时刻的宏观量和一个非

平衡量∆∗
2,rr的空间分布. 这里爆轰波前区域在

内部: 0 6 r 6 0.098, 爆轰波后区域在外部:
0.098 < r 6 0.1. 其他参数如下: τ = 2 × 10−4,
∆t = 2.5 × 10−6, ω1 = 1, ω2 = 50. 从图 6中可以
看到由于几何效应而导致的与一维稳定爆轰情形

的明显区别: 1)整个过程可以大体分为两个阶段,
在第一阶段, 爆轰波向内传播, 波后的密度、温度、
压强由于几何汇聚效应而升高, 当爆轰波到达中心
处那一瞬间, 密度、温度、压强达到极大值, 而速度
降低到 0; 随后是压缩波的向外传播; 2) 非平衡效
应是由也存在着一个向圆心运动, 发生碰撞后发射
向外传播的过程; 3)在化学反应结束后, 爆轰波退
变为纯粹的冲击波, 站在冲击波前沿上看, 波前粒
子速度向内, 波后粒子速度向外; 4) 在高度对称的
系统中, 在中心处系统始终处于热动平衡态.
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图 6 内爆过程不同时刻的宏观量和非平衡量

Fig. 6. Macroscopic quantities and nonequilibrium quantity at various times in the implosion process.
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通过该模型, 我们在外爆过程中观测到了熄

爆、双向爆轰和稳定爆轰等现象, 并对其原因进行

了初步分析. 图 7 —图 9给出了如下初始条件

(ρ, T, ur, uθ, λ)i = (1.5, 1.55556, 0.666667, 0, 1)

(ρ, T, ur, uθ, λ)o = (1, 1, 0, 0, 0)

(45)
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图 7 外爆过程中不同时刻的宏观量和非平衡量

Fig. 7. Macroscopic quantities and nonequilibrium quantity at various times in the explosion process.
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图 8 外爆过程中不同时刻的宏观量与非平衡量

Fig. 8. Macroscopic quantities and nonequilibrium quantity at various times in the explosion process.
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引发的外爆过程. 参数如下: 0 6 r 6 R1为已起爆

区域, R1 < r 6 R为爆轰波前区域; τ = 2 × 10−4,
∆t = 2.5 × 10−6, ω1 = 1, ω2 = 50. 从图 7 —图 9 ,
位于中心的预先起爆区域逐渐增大. 具体来说, 在
图 7中R1 = 0.015, R = 0.3; 在图 8中R1 = 0.023,
R = 0.75; 在图 9中R1 = 0.050, R = 1.2. 在外爆
过程中, 随着爆轰波向外传播, 爆轰波阵面的面积
越来越大, 所以内能变得越来越分散. 这种几何发
散效应有降低局域温度的作用. 在图 7中, 由于预
先起爆的区域太小, 化学反应释放的热量太少, 在
向外传播的过程中几何发散效应导致波阵面附近

温度低于起爆温度而熄火. 而图 8给出的是一个

化学反应先减弱, 后增强, 进而发展为向内、向外
双向爆轰的情形 (例如图中所示 t = 0.3000时刻的

情形). 在向内的爆轰过程中, 随着化学反应的结
束, 爆轰波退变为纯粹的冲击波. 冲击波在中心汇
聚、碰撞产生瞬间高温、高密、高压 (例如图中所
示 t = 0.3475时刻的情形). 在 t = 0.4000时刻, 密
度、温度、压强、粒子速度曲线均出现明显的双峰

结构. 在双峰附近, 系统偏离热动平衡的程度最高.
在图 9所示的情形, 由于预先爆轰的区域足够大,
释放出的热量足以克服几何发散效应而引发稳定

爆轰. 在爆轰波位置附近, 系统偏离热动平衡程度
最高.
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图 9 外爆过程中不同时刻的宏观量与非平衡量

Fig. 9. Macroscopic quantities and nonequilibrium quantity at various times in the explosion process.

显然, 在外爆过程中, 存在着化学反应、宏观
物质输运、热传导和几何发散效应的竞争. 化学反
应释放的热量使得系统局域温度升高, 而热传导和
几何发散效应使得系统局域温度降低. 如果之前的
化学反应热足够多, 则化学反应得以维持; 如果热
传导和几何发散效应占优势, 则会出现熄爆现象.
随着爆轰波向外传播, 几何发散效应逐渐减弱, 发
生熄爆的可能性降低. 另外, 在高度对称的系统中,
圆盘中心始终处于热动平衡态. 围绕着爆轰波前

沿, 不同自由度上的内能不再均分. 该工作还研究
了压强对化学反应率的影响、冲击强度和反应率对

系统偏离热动平衡程度的影响.

3.4.2 多松弛因子模型

下面介绍我们课题组最近提出的一个多松

弛因子燃烧系统离散Boltzmann模型 [83]. 模型
的控制方程由 (20)描述. 在该模型中, Âl是矢量

Â = (0, · · · , 0, Â8, Â9, 0, · · · , 0)T 的第 l个分量, 是
对碰撞算符 R̂lk

(
f̂k − f̂ eq

k

)
的修正. 其中,
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Â8 = ρT
R5 −R8

R5

[
4ux

(
∂ux

∂x
− 1

D + I

∂ux

∂x

− 1

D + I

∂uy

∂y

)
+ 2uy

(
∂uy

∂x
+

∂ux

∂y

)]
,

(46)

Â9 = ρT
R7 −R9

R7

[
4uy

(
∂uy

∂y
− 1

D + I

∂ux

∂x

− 1

D + I

∂uy

∂y

)
+ 2ux

(
∂uy

∂x
+

∂ux

∂y

)]
.

(47)

需要添加该修正的理由如下: 尽管从数学角度来
说,

(
f̂k − f̂ eq

k

)
前的松弛因子 R̂lk可以独立调节;

但从物理角度来说, 不同动理学模式之间可能存
在耦合. 我们需要通过Chapman-Enskog多尺度
分析, 通过检测所恢复的宏观流体方程的合理性
来找回丢失的关联 [37]. 为方便描述起见, 引入
Ai = M−1

il Âl. 我们考虑二维系统 (D = 2), 假设粒
子质量为单位质量. 离散后的平衡态分布函数 f eq

i

满足如下动理学矩关系:∑
f eq
i = ρ =

∑
fi, (48)∑

f eq
i viα = ρuα =

∑
fiviα, (49)∑

f eq
i (v2i + η2i ) = ρ[(D + I)T + u2]

=
∑

fi(v
2
i + η2i ), (50)∑

f eq
i viαviβ = ρ(δαβT + uαuβ), (51)∑
f eq
i (v2i + η2i )viα = ρuα[(D + I + 2)T + u2],

(52)∑
f eq
i viαviβviχ

= ρ(uαδβχ + uβδχα + uχδαβ)T + ρuαuβuχ, (53)∑
f eq
i (v2i + η2i )viαviβ

= ρδαβ [(D + I + 2)T + u2]T

+ ρuαuβ [(D + I + 4)T + u2], (54)∑
f eq
i η2i viαviβ = ρδαβIT

2 + ρuαuβIT ], (55)∑
f eq
i (v2i + η2i )η

2
i = ρIT [u2 + (D + 3I)T ],

(56)∑
f eq
i (v2i + η2i )v

2
i viα

= ρuα[u
4 + (D + 2)(D + I + 4)T 2

+ (2D + I + 8)u2T ], (57)∑
f eq
i (v2i + η2i )η

2
i viα

= ρuαIT [u
2 + (D + 3I + 2)T ]. (58)

其中, 参数 ηi用于表征分子平动之外的 I个额外自

由度. 单位体积的系统内能为E′ = ρ(D + I)T/2.
上面11个矩关系表达式可以统一写为

Mf eq = f̂ eq, (59)

其中f eq = (f eq
1 , f eq

2 , · · · , f eq
N )T 和 f̂ eq = (f̂ eq

1 ,
f̂ eq
2 , · · · , f̂ eq

N )T为N维列矢量. 矩阵 M = (M1,
M2, · · · ,MN )T, 其中Mi = (mi1,mi2, · · · ,miN ),
m1i = 1, m2i = vix, m3i = viy, m4i = v2i + η2i ,
m5i = v2ix, m6i = vixviy, m7i = v2iy, m8i =

(v2i + η2i )vix, m9i = (v2i + η2i )viy, m10i = v3ix,
m11i = v2ixviy, m12i = vixv

2
iy, m13i = v3iy,

m14i = (v2i + η2i )v
2
ix, m15i = (v2i + η2i )vixviy,

m16i = (v2i + η2i )v
2
iy, m17i = η2i v

2
ix, m18i =

η2i vixviy, m19i = η2i v
2
iy, m20i = (v2i + η2i )η

2
i ,

m21i = (v2i + η2i )v
2
i vix, m22i = (v2i + η2i )v

2
i viy,

m23i = (v2i + η2i )η
2
i vix, m24i = (v2i + η2i )η

2
i viy.

相应地, f̂ eq
1 = ρ, f̂ eq

2 = ρux, f̂ eq
3 = ρuy, f̂ eq

4 =

ρ[(D + I)T + u2], f̂ eq
5 = ρ(T + u2

x), f̂
eq
6 = ρuxuy,

f̂ eq
7 = ρ(T + u2

y), f̂ eq
8 = ρux[(D + I + 2)T + u2],

f̂ eq
9 = ρuy[(D+ I +2)T + u2], f̂ eq

10 = 3ρuxT + ρu3
x,

f̂ eq
11 = ρuyT + ρu2

xuy, f̂ eq
12 = ρuxT + ρuxu

2
y, f̂ eq

13 =

3ρuyT+ρu3
y, f̂ eq

14 = ρ[(D+I+2)T+u2]+ρu2
x[(D+

I + 4)T + u2], f̂ eq
15 = ρuxuy[(D + I + 4)T + u2],

f̂ eq
16 = ρ[(D+I+2)T +u2]+ρu2

y[(D+I+4)T +u2],
f̂ eq
17 = ρIT 2 + ρu2

xIT , f̂ eq
18 = ρuxuyIT , f̂ eq

19 =

ρIT 2 + ρu2
yIT , f̂ eq

20 = ρIT [u2 + (D + 3I)T ], f̂ eq
21 =

ρux[u
4+(D+2)(D+ I+4)T 2+(2D+ I+8)u2T ],

f̂ eq
22 = ρuy[u

4 + (D + 2)(D + I + 4)T 2 + (2D +

I + 8)u2T ], f̂ eq
23 = ρuxIT [u

2 + (D + 3I + 2)T ],
f̂ eq
24 = ρuyIT [u

2 + (D + 3I + 2)T ].
与单松弛因子模型类似, 我们这里也假设松弛因子
Rk(k = 1, 2, · · · , N)可以近似取为常数. 为了使得
该模型的比热比γ, Prandtl数Pr灵活可调, 我们
考虑了分子内部自由度的贡献. 此时, Maxwell平
衡态分布函数为

f eq = ρ
( 1

2πT

)D/2( 1

2πIT

)1/2

× exp
[
− (v − u)2

2T
− η2

2IT

]
, (60)

再结合关系式E′ = ρ(D + I)T/2可得化学反应项

如下:

Ci = f eq
i Q

−(1 +D)IT + I(vi − u)2 + η2i
I(D + I)T 2

F (λ).

(61)
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在二维笛卡尔坐标情形, 矩关系 (48)—(58)式
可以写为 24个关于 f eq

i (i = 1, 2, · · · , 24)的方程.
所以该模型需要至少 24个离散速度. 该模型所选
用离散速度模型如下:

vi =

cyc : (±1, 0) for 1 6 i 6 4,

cyc : (±1,±1) for 5 6 i 6 8,

vi =


vav̄i for 1 6 i 6 8,

vbv̄i−8 for 8 6 i 6 16,

vcv̄i−16 for 17 6 i 6 24.

ηi =


ηa for 1 6 i 6 8,

ηb for 8 6 i 6 16,

ηc for 17 6 i 6 24.

其中 cyc表示循环排列, 如图 10所示. 在本工作
中离散Boltzmann模型中空间导数的计算采用
NND (nonoscillatory and nonfree-parameters dis-
sipative)有限差分格式. 同样地, 化学反应进程控
制方程中的空间导数也使用NND格式求解, 而时
间演化采用解析求解. 矩阵M是一个24× 24的矩

阵. 在编程模拟之前, 我们可以将离散速度模型的
定义式代入, 使用软件Matlab2011计算出其逆矩
阵M−1的解析解. 在程序中M−1的矩阵元直接

使用解析表达式进行计算. 需要指出的是, 尽管M

和M−1的矩阵元表达式看起来有些复杂, 但在实
际计算过程中, 在进行主循环之前, 参数 va, vb, vc,
ηa, ηb, ηc均被具体数值取代. 所以, 在进行主循环
之前, M和M−1的矩阵元已经被具体的数值所取

代, 并不存在矩阵M数值求逆的问题.

13

11

15 16

9

1014

12

i/

i/

i/

i/

i/

i/

i/

i/

3

2

4

1

56

7 8

图 10 离散速度模型示意图

Fig. 10. Schematic of the discrete velocity model.

由Chapman-Enskog多尺度分析可知, 该模型

在连续极限下可以给出如下的Navier-Stokes方程:
∂ρ

∂t
+

∂ρux

∂x
+

∂ρuy

∂y
= 0, (62)

∂ρux

∂t
+

∂(P + ρu2
x)

∂x
+

∂ρuxuy

∂y

=
∂

∂x

{
2ρT

R5

[
∂ux

∂x
− 1

D + I

(
∂ux

∂x
+

∂uy

∂y

)]}
+

∂

∂y

[
ρT

R6

(∂ux

∂y
+

∂uy

∂x

)]
, (63)

∂ρuy

∂t
+

∂ρuxuy

∂x
+

∂(P + ρu2
y)

∂y

=
∂

∂x

[
ρT

R6

(
∂ux

∂y
+

∂uy

∂x

)]
+

∂

∂y

{
2ρT

R7

[
∂uy

∂y

− 1

D + I

(
∂ux

∂x
+

∂uy

∂y

)]}
, (64)

∂ET

∂t
+

∂(ET + P )ux

∂x
+

∂(ET + P )uy

∂y

=
∂

∂x

{
cp

ρT

R8

∂T

∂x
+

ρT

R5

[(
uy −

2ux

D + I

)
×
(
∂ux

∂x
+

∂uy

∂y

)
+ 2ux

∂ux

∂x

]}
+

∂

∂y

{
cp

ρT

R9

∂T

∂y
+

ρT

R7

[(
ux − 2uy

D + I

)
×
(
∂ux

∂x
+

∂uy

∂y

)
+ 2uy

∂uy

∂y

]}
+ ρF (λ)Q, (65)

这里 cp = (D + I + 2)/2 是等压比热, 等体积比热
可定义为Cr = (D + I)/2.

进一步讨论如下: 系数 R̂ 代表的是 f̂趋于

平衡态值 f̂ eq 的快慢. 质量、动量、能量守恒定
律要求 f̂1 = f̂ eq

1 , f̂2 = f̂ eq
2 , f̂3 = f̂ eq

3 , f̂4 = f̂ eq
4 .

所以, 系数R1, R2, R3和R4的取值对模拟结果没

有影响. 同时, 系统的动理学输运特征是各向同
性的. 这就告诉我们, 其余的松弛系数也并不是
完全独立的 [36,37]. 具体来说: 1) R5, R6, R7描述

系统的黏性, 当R5 = R6 = R7 = Rµ时黏性系数

µ = ρT/Rµ; 2) R8 和R9描述系统的热传导特性,
当R8 = R9 = Rκ时, 热传导系数κ = cpρT/Rκ.
这样, 在能量方程 (65)中的黏性系数与动量方程
(63)和 (64)中的黏性系数是自洽的. 系统的比热比

γ =
cp
cv

=
D + I + 2

D + I
, (66)

和Prandtl数

Pr =
cpµ

κ
=

Rκ

Rµ
(67)
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都是灵活可调的. 当R5 = R6 = R7 = Rµ,
R8 = R9 = Rκ时, 上面的Navier-Stokes 方程组
(62)—(65)可写为

∂ρ

∂t
+

∂ρuα

∂rα
= 0, (68)

∂ρuα

∂t
+

∂P

∂rα
+

∂ρuαuβ

∂rβ
= −

∂P ′
αβ

∂rβ
, (69)

∂ET

∂t
+

∂(ET + P )uα

∂rα

= ρF (λ)Q+
∂

∂rβ

(
κ
∂T

∂rβ
− P ′

αβuα

)
. (70)

其中,

µB = µ
(2
3
− 2

D + I

)
, (71)

P ′
αβ = − µ

(∂uα

∂rβ
+

∂uβ

∂rα
− 2

3

∂uχ

∂rχ
δαβ

)
− µB

∂uχ

∂rχ
δαβ. (72)

再具体一点,

Pxx = f̂
(1)
5 ,

Pxy = Pyx = f̂
(1)
6 ,

Pyy = f̂
(1)
7 .

除了直接分析黏性项和热传项导致的效应, 系
统的热动非平衡行为也可以由fi和f eq

i 的非守恒动

理学矩 [即M(fi)与M (f eq
i )]的差异来描述. 在多

松弛因子离散Boltzmann模型中, 我们定义

∆k = f̂k − f̂ eq
k . (73)

由于在碰撞过程中, 密度、动量、能量守恒, 所以
当k = 1, 2, 3, 4时, ∆k = 0. 其余的 20个∆k均具

有确定的物理含义, 均从自己的角度度量系统偏离
热动平衡的程度, 描述系统偏离热动平衡之后的效
应. 这些非平衡效应∆k放大Rk倍后以Rk∆k的形

式进入系统演化方程, 影响系统演化. 除了直接分
析每个∆k的大小与含义之外, 我们还可以引入一
个 “到平衡态距离”或 “热动非平衡强度”

d =

√√√√ N∑
1

∆2
k (74)

来获得一个对系统热动非平衡程度的更加粗粒化

的描述. 显然, 在使用这个定义之前, 需要将∆k做

无量纲化处理.
在具体研究过程中, 我们可以根据实际需要

将上述∆k适当组合, 构造出满足特定需求的非

平衡量. 为了对爆轰过程中的部分非平衡效应进
行初探, 这里, 我们引入如下定义: ∆vxvx = ∆5,
∆vxvy

= ∆6, ∆vyvy
= ∆7, ∆η2 = ∆4 − ∆5 − ∆7,

∆(v2+η2)vx
= ∆8, ∆(v2+η2)vy

= ∆9, ∆vxvxvx =

∆10, ∆vxvxvy = ∆11, ∆vxvyvy = ∆12, ∆vyvyvy =

∆13. 模型验证与校验的算例包括一个一维稳态
爆轰、三个Riemann问题、一个冲击波反射、一个
Couette流. 在后三类算例中, 反应热Q = 0. 在
Couette流算例中, 比热比 γ和Prandtl数Pr是可

调的.
就一维稳态爆轰情形, 图 11给出了如下初

始条件
(ρ, T, ux, uy, λ)L

= (1.38837, 1.57856, 0.577350, 0, 1)

(ρ, T, ux, uy, λ)R = (1, 1, 0, 0, 0)

(75)

引起的在 t = 0.39时刻von Neumann压强峰前后
相关物理量的空间分布. 其中下标 “L”和 “R” 分
别代表左 (0 6 x 6 0.2)和右 (0.2 < r 6 1)两部
分. 图 11 (a)—(e)分别给出 ρ, T , P , ux, λ在x方

向的分布. 图中分别给出DBM模拟结果 (带点的
红色实线), CJ理论的结果 (绿色虚线)和ZND理论
的结果 (蓝色实线). 可见, 三者在von Neumann压
强峰后相互验证; 但在von Neumann压强峰前沿
表现出差异. 因为CJ 理论没有考虑反应区的厚
度, 所以没有von Neumann峰. 除了化学反应进
程参数外, 其余物理量的分布与纯冲击波情形极
为相似. 峰后DBM模拟结果为 (ρ, T, ux, uθ, λ) =

(1.38997, 1.57597, 0.577874, 0, 1), 与CJ理论结果
符合得很好. 因为ZND理论考虑了反应区的存
在, 合理描述了von Neumann压强峰的存在, 所以
在von Neumann压强峰后反应区内DBM模拟结
果与ZND结果符合得很好. 但ZND理论没有考虑
冲击波的厚度, 所以在von Neumann压强峰前的
压缩阶段, DBM模拟结果在物理上更加合理. 随
着黏性和热传导系数的减小, 冲击波的厚度逐渐减
小, 与ZND理论的差异逐渐减小. 图 12给出了三
个不同时刻 (t = 0.29, t = 0.34, t = 0.39)压强P沿

x方向的分布. 根据DBM模拟结果, 爆轰波速为
vD = 2.055, 而解析结果为vD = 2.06395; 相对误差
为0.43%.
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图 11 一维稳态爆轰物理量分布图

Fig. 11. The profiles of physical quantities in the one-dimensional steady detonation.

x

P

0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

t/⊲t/⊲ t/⊲

图 12 一维稳态爆轰过程中不同时刻压强P 的空间分布

Fig. 12. The profiles of pressure P at various times in
the evolution of the steady detonation process.

鉴于篇幅, 激波管问题和冲击波反射问题的数
值校验不在这里展示. 为了展示本模型对低速近似
不可压流体的适用性以及比热比γ、Prandtl数Pr

可调的功能, 我们模拟两组低速Couette流的算例.
上下两壁之间的距离为H = 0.2. 上壁以流速u0运

动, 下壁保持静止. 在左右两侧使用周期边界条件.
上下壁采用非平衡外插边界条件.

在第一组中只有一个算例. 初始条件为 ρ = 1,
T = 1, ux = uy = 0. 黏性剪切应力将动量从上边
界逐渐输运到系统内部. 图 13给出了水平速度分
量ux在时刻 t = 1, 5, 30时的分布. 可见, 模拟结
果与下面解析结果

u =
y

H
u0 +

2

π
u0

∞∑
n=1

[
(−1)n

n
exp

(
− n2π2

µt

ρH2

)
× sin

(nπy
H

)]
(76)

符合较好.
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图 13 Couette流不同时刻的水平流速分布
Fig. 13. Horizontal velocity profiles at various times
in the Couette flow.

第二组有四个算例. 图 14给出了这 4次Cou-
ette流的模拟结果, 图中同时给出 t = 0.01时刻不

同比热比γ和不同Prandtl数Pr条件下的DBM结
果和解析结果. 为了尽快地获得稳态流模拟结果,
我们使用了如下的初始温度场:

T = T1 + (T2 − T1)
x

H
+

µ

2κ
u2
0

x

H

(
1− x

H

)
, (77)

184701-18

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 64, No. 18 (2015) 184701

其中, T1 (= 1.0) 和 T2 (= 1.01)分别为下壁和上壁
的温度. 初始速度轮廓取为

u = u0y/H. (78)

图 14 (a)和 (b)分别对应γ = 1.4和γ = 1.5两种情

形. 在图 14 (a)和 (b)中又分别给出Pr = 0.2和

Pr = 5.0两种情形的结果. 由图 14 (a)和 (b)可见,
模拟结果均与解析结果一致.
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图 14 Couette流中的温度分布

Fig. 14. Temperature profiles in the Couette flow.

需要强调的是, 在数值实验过程中, 所选用
的时间和空间步长必须足够小, 以至于数值黏
性远小于物理黏性. 这样, 真实结果才不会被
数值误差所淹没. 一种检测方法就是, 逐步减
小时间和空间步长, 直至再减小数值结果已经
几乎不再改变. 在图 15所示的算例中, 物理量
(ρ, T, ux, uy, λ) 的初始值与前面模拟一维稳态爆轰
时的算例相同, 即由 (75)式确定. 图 15 (a)—(o)分
别给出 t = 0.35时刻下列物理量沿x方向的分布:
ρ, T , p, ux, λ, ∆vxvx , ∆vxvy , ∆vyvy , ∆η2 , ∆vxvxvx ,
∆vxvxvy

, ∆vxvyvy , ∆vyvyvy , ∆(v2+η2)vx , ∆(v2+η2)vy
.

在每个分图中竖直虚线标注的是压强峰值的位置

x = 0.8345. 这里, va = 2.7, vb = 2.2, vc = 1.2,
ηa = 1.5, ηb = 0.5, ηc = 5.0, I = 3, Q = 1,
碰撞参数皆取为 Ri = 100. 图中给出三种时
间、空间步长的模拟结果: (i) ∆x = ∆y = 10−3,

∆t = 10−5; (ii) ∆x = ∆y = 10−3, ∆t = 10−6; (iii)
∆x = ∆y = 10−4, ∆t = 10−6. 显然, 三种情形下
的模拟结果已没有明显差异. 这一方面说明, 时间、
空间步长的第一种选取方式已经足够小; 同时, 它
说明了模拟所得非平衡行为是物理上合理的.

对图 15所示的模拟结果做如下说明. 1)在
t = 0.35时刻, 系统尚未达到稳定爆轰状态, 在
von Neumann压强峰处的压强值还将继续增加.
而在图 12所示的情形, 在 t = 0.35 时刻, 爆轰已
经到达稳定状态. 其原因是: 这里的物理黏性比
图 12所示情形大得多. 系统的黏性越大, 由同一
初态出发, 演化到稳定状态所需要的时间越长. 2)
图 15 (a)—(e)表明, 在该算例中, 密度、温度、压
强和流速在爆轰波运行方向上的峰值点并不重

合. 这里, 我们将von Neumann峰定义为压强曲
线的峰. 压强峰出现在 0 < λ < 1之间即化学反

应快完毕之前. 3)由图 15 (f), (h), (i)可见, 非平
衡量∆vxvx , ∆vyvy 和∆η2的模拟结果满足关系式:
∆vxvx + ∆vyvy + ∆η2 = 0. 从物理上来说, 当系
统偏离热动平衡时, 系统在不同自由度上的内能
便不再均分, 但各自由度内能偏离其平衡态值的
和自然为零. 这里, 松弛因子R5和R7描述的是x

和 y自由度上内能趋于其平均值的快慢. 4)非平
衡量∆vxvx和∆η2 在反应区内表现出一个峰和一

个谷, ∆vyvy
表现出一个峰和两个谷. 在爆轰波通

过时, ∆vxvx
先逐渐达到峰值, 然后开始下降, 直

到谷底, 然后回升. 而∆η2则表现出相反的行为.
∆vyvy的峰出现在两个谷之间. 从物理上来说, 在
冲击压缩过程中, 相对于其他自由度, 压缩波所在
自由度即x自由度上的内能先增加. 在这三个非
平衡量∆vxvx , ∆vyvy

和∆η2中, 第一个量∆vxvx的

幅度最大. 5)由图 15 (g), (k), (m)和 (o)可见, 非平
衡量∆vxvy , ∆vxvxvy

, ∆vyvyvy , ∆(v2+η2)vy
皆为零.

从物理上来说, ∆vxvy描述的是剪切效应, ∆vxvxvy ,
∆vyvyvy , ∆(v2+η2)vy描述的是沿 y方向的 “非组织
能流”. 因为该模拟系统实际上是一维系统, 在 y

方向是均匀的, 所以在 y方向的剪切和 “非组织能
流”均为零. 6)由图 15 (j), (l), (n)可见, ∆vxvxvx ,
∆vxvyvy

, ∆(v2+η2)vx的大小不容忽视. 从物理上来
说, ∆vxvxvx , ∆vxvyvy , ∆(v2+η2)vx

描述的是沿x方

向的非组织能流. 尽管化学能释放是连续的, 但作
用在反应区上的压强却是先增后减. 这些效应使得
化学反应区内分子的速度分布函数围绕平均流速

不再对称.
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图 15 三种情形下 t = 0.35时刻物理量的空间分布

Fig. 15. Physical quantities versus x at time t = 0.35 in three cases.

关于不同碰撞参数条件下爆轰行为之间的异

同, 图 16给出三种不同碰撞参数条件下 t = 0.35

时刻压强P和∆vxvx
沿x方向的分布. 左中右三列

分别对应Ri = 102, Ri = 103和Ri = 104三种情

形. 如果我们用 (xm, Pm)表示x-P二维空间中的

压强最大值点, 则在图 16 (a)—(c)中三个压强最大
值点分别为 (0.8345, 2.39850), (0.8635, 3.01522)和
(0.8745, 3.27748). 在每个分图中有三条竖直虚线:
中间一条标注的是压强最大值位置xm, 两侧的两
条虚线粗略界定爆轰波的宽度. 在最右边竖线的
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右侧, 系统处于反应率为零的亚稳态; 在最左边竖
线的左侧, 系统处于爆轰波后的稳态. 围绕着爆轰
波峰, 系统处于热动非平衡状态. 图 16 (d)—(f)分
别对应图 16 (a)—(c). 可见: 1) 图 16 (a)—(f)皆表
明, 随着碰撞参数Ri的增加, 爆轰波的厚度变窄,
特别是在冲击预压阶段, 这是因为系统的物理黏性
与Rµ成反比, 黏性的作用是使冲击波的厚度变宽,
随着爆轰波厚度的变宽, 热动非平衡区域的厚度变
宽; 2)图 16 (a)—(c)表明, 从左到右, xm和Pm均

逐渐增大, 这表明, 随着碰撞参数增大, 即系统黏性
减小, 从冲击开始到稳定爆轰的距离在减小, 同时,

von Neumann峰变得更加锐利; 3)在图 16 (d)—(f)
中, 被曲线∆vxvx(x)和直线∆vxvx = 0封闭的部分

的面积从一个侧面描述爆轰波附近区域的整体非

平衡效应, 可见, 随着碰撞参数Ri的增加, 整体非
平衡效应逐渐变弱; 4)在图 16 (d)—(f)中, ∆vxvx的

极小值分别为−0.06759, −0.07112和−0.01437, 极
大值分别为 0.34753, 0.42051和 0.10255, R = 103

情形的极小值最小, 极大值最大; 5)随着Ri增加,
∆vxvx

= 0的位置朝着von Neumann峰的位置移
动, 反应区的宽度变窄.
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图 16 三套不同碰撞参数下 t = 0.35时刻 p和∆vxvx 沿 x的分布

Fig. 16. The physical quantities p and ∆vxvx versus x at time t = 0.35 for three sets of collision parameters.

需要指出的是, 多松弛因子模型也可以按如下
思路构建:

∂fi
∂t

+ viα
∂fi
∂rα

= −M−1
il

[
R̂lk

(
f̂k − f̂ eq

k

)
+ Ci + Âl

]
,

Ci = R̂lk

(
f̂ eq
k − f̂∗eq

k

)
. (79)

在这种思路下, 模型所需要的离散速度数目可以降
低; 模型所提供的用于描述热动非平衡效应的非守
恒矩的数目也随着降低.

4 结论与展望

爆轰过程中产生的压强可以达到数十万个大

气压, 是多数固体材料屈服应力的几十倍. 当如此
强的冲击波在固体材料 (包括炸药)内进行传播时,

波后物质表现出流体行为, 相当一部分动力学、动
理学特征可采用流体模型来描述, 所以燃烧系统
的流体建模具有广泛的普适性. 离散Boltzmann
方法是近年来发展起来的一种新的流体介观建

模. 本文评述离散Boltzmann方法发展的两个方向
(Navier-Stokes等偏微分方程的数值逼近解法和微
介观粗粒化物理建模)在燃烧系统建模和模拟方面
的进展; 重点在第二个研究方向. 本文所重点传递
的信息为: 在燃烧和爆轰等复杂流体系统建模与模
拟方面, 作为微介观动理学粗粒化建模出现的 (即
第二类)离散Boltzmann模型, 从数学建模上来讲,
它由离散Boltzmann方程和唯象反应率方程来构
成; 从物理建模上来讲, 它等效于一个传统流体模
型外加一个关于热动非平衡行为的粗粒化模型. 它
可以同时给出宏观流动特征及其相伴随的、与宏观

流动关系最密切的那部分非平衡效应; 它为燃烧等
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复杂系统中非平衡行为的描述、非平衡信息的提

取、非平衡程度的度量提供了一条思路; 为同时关
注流动和热动两个层面的非平衡以及不同非平衡

行为之间的相互作用与相互影响提供了一个微介

观动理学模型. 它所提供的非平衡测量量有两类:
一类是直接比较分布函数和平衡分布函数的动理

学矩得到的, 一类是来自于Chapman-Enskog多尺
度分析得到的热传导和黏性项.

容易适时俘获非平衡效应和容易并行分别是

第二类离散Boltzmann模型在物理描述和算法设
计方面的两个典型特征. 在内含大量微介观结构的
燃烧、爆轰等复杂流体系统中, 在微介观结构附近
局域Knudsen数较高, 以至于Navier-Stokes方程
描述的合理性受到挑战, 更合理的宏观控制方程尚
未获得的情形下, 第二类离散Boltzmann建模表现
出更多优势: 可以通过使用满足更多动理学矩关系
的离散速度模型来给出更加合理的物理结果; 可以
根据局域Knudsen数来自适应地调整离散速度模
型而实现多尺度物理建模. 另外, 基于分子动力学
等更小尺度模拟结果的统计信息可以通过非平衡

效应建模进入离散Boltzmann模型.
总体来讲, 这方面研究 (包括更加具体的建模

研究和物理问题研究)还处于起步阶段. 例如, 多
分布函数离散Boltzmann模型 [124]、化学反应过程

中热动非平衡效应不能忽略的快反应系统的离散

Boltzmann模型、松弛时间自适应离散Boltzmann
模型、与分子动力学耦合的离散Boltzmann模型等
尚在研究过程中. 离散Boltzmann建模与模将在燃
烧等复杂流体系统研究方面有更多的贡献. 这些研
究一方面可以帮助我们从更多的角度和层面、更准

确地了解燃烧系统的动理学行为, 另一方面它可以
为燃烧系统宏观模型的改进提供物理参考.
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Abstract

Detonation is a kind of self-propagating supersonic combustion where the chemical reaction is rapid and violent
under an extreme condition. The leading part of a detonation front is pre-shocked by a strong shock wave propagating
into the explosive and triggering chemical reaction. The combustion system can be regarded as a kind of chemical
reactive flow system. Therefore, the fluid modeling plays an important role in the studies on combustion and detonation
phenomena. The discrete Boltzmann method (DBM) is a kind of new fluid modeling having quickly developed in
recent thirty years. In this paper we review the progress of discrete Boltzmann modeling and simulation of combustion
phenomena.

Roughly speaking, the discrete Boltzmann models can be further classified into two categories. In the first category
the DBM is regarded as a kind of new scheme to numerically solve partial differential equations, such as the Navier-Stokes
equations, etc. In the second category the DBM works as a kind of novel mesoscopic and coarse-grained kinetic model
for complex fluids. The second kind of DBM aims to probe the trans- and supercritical fluid behaviors or to study
simultaneously the hydrodynamic non-equilibrium (HNE) and thermodynamic non-equilibrium (TNE) behaviors. It has
brought significant new physical insights into the systems and promoted the development of new methods in the fields.
For example, new observations on fine structures of shock and detonation waves have been obtained; The intensity of
TNE has been used as a physical criterion to discriminate the two stages, spinodal decomposition and domain growth,
in phase separation; Based on the feature of TNE, some new front-tracking schemes have been designed. Since the
goals are different, the criteria used to formulate the two kinds of models are significantly different, even though there
may be considerable overlaps between them. Correspondingly, works in discrete Boltzmann modeling and simulation of
combustion systems can also be classified into two categories in terms of the two kinds of models. Up to now, most of
existing works belong to the first category where the DBM is used as a kind of alternative numerical scheme. The first
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DBM for detonation [Yan, et al. 2013 Front. Phys. 8 94 ] appeared in 2013. It is also the first work aiming to investigate
both the HNE and TNE in the combustion system via DBM. In this review we focus mainly on the development of the
second kind of DBM for combustion, especially for detonation. A DBM for combustion in polar-coordinates [Lin, et
al. 2014 Commun. Theor. Phys. 62 737] was designed in 2014. It aims to investigate the nonequilibrium behaviors
in implosion and explosion processes. Recently, the multiple-relaxation-time version of DBM for combustion [Xu, et
al. 2015 Phys. Rev. E 91 043306] was developed. As an initial application, various non-equilibrium behaviors around
the detonation wave in one-dimensional detonation process were preliminarily probed. The following TNE behaviors,
exchanges of internal kinetic energy between different displacement degrees of freedom and between displacement and
internal degrees of freedom of molecules, have been observed. It was found that the system viscosity (or heat conductivity)
decreases the local TNE, but increases the global TNE around the detonation wave. Even locally, the system viscosity
(or heat conductivity) results in two competing trends, i.e. to increase and decrease the TNE effects. The physical
reason is that the viscosity (or heat conductivity) takes part in both the thermodynamic and hydrodynamic responses
to the corresponding driving forces. The ideas to formulate DBM with the smallest number of discrete velocities and
DBM with flexible discrete velocity model are presented.

As a kind of new modeling of combustion system, mathematically, the second kind of DBM is composed of the
discrete Boltzmann equation(s) and a phenomenological reactive function; physically, it is equivalent to a hydrodynamic
model supplemented by a coarse-grained model of the TNE behaviors. Being able to capture various non-equilibrium
effects and being easy to parallelize are two features of the second kind of DBM. Some more realistic DBMs for combustion
are in progress. Combustion process has an intrinsic multi-scale nature. Typical time scales cover a wide range from
10−13 to 10−3 second, and typical spatial scales cover a range from 10−10 to 1 meter. The hydrodynamic modeling and
microscopic molecular dynamics have seen great achievements in combustion simulations. But for problems relevant to
the mesoscopic scales, where the hydrodynamic modeling is not enough to capture the nonequilibrium behaviors and
the molecular dynamics simulation is not affordable, the modeling and simulation are still keeping challenging. Roughly
speaking, there are two research directions in accessing the mesoscopic behaviors. One direction is to start from the
macroscopic scale to smaller ones, the other direction is to start from the microscopic scale to larger ones. The idea of
second kind of DBM belongs to that of the first direction. It will contribute more to the studies on the nonequilibrium
behaviors in combustion phenomena.
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