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专题: 计算物理的近期发展和应用

一维扩展t-J模型中密度-自旋相互作用
诱导的相分离∗

毛斌斌1) 程晨2) 陈富州1) 罗洪刚1)2)†

1)(兰州大学物理科学与技术学院交叉学科研究中心, 兰州 730000)

2)(北京计算科学研究中心, 北京 100084)

( 2015年 9月 2日收到; 2015年 9月 15日收到修改稿 )

t-J模型是研究高温超导电性的重要理论模型之一. 最近的冷分子实验表明可用极性分子模拟 t-J模型.
实验模拟的 t-J模型除了引进长程的偶极相互作用外, 还引进了密度 - 自旋相互作用. 本文使用密度矩阵重整
化群方法研究了密度 -自旋相互作用对一维 t-J 模型基态性质的影响. 选取了 t-J模型基态相图中不同相区的
三个点, 计算了不同密度 - 自旋相互作用强度下的粒子数和自旋的实空间分布，以及密度 -密度关联函数和自
旋 -自旋关联函数与相应的结构因子. 计算结果表明, 密度 -自旋相互作用强度较弱时, 对系统的性质不会产
生定性影响；当其强度足够大时, 系统会进入相分离, 该相分离与传统 t-J模型的相分离有很大区别.

关键词: t-J模型, 密度矩阵重整化群, 密度 -自旋相互作用, 相变
PACS: 71.10.Hf, 71.10.Pm, 67.85.–d DOI: 10.7498/aps.64.187105

1 引 言

t-J模型是强关联电子体系最重要的理论模型
之一, 特别是在描述空穴掺杂铜氧化物高温超导体
方面具有基础意义. 因此, 对该模型的研究一直以
来受到极大的关注. 一般认为, 铜氧化物高温超导
体的超导机制与其二维铜氧面结构密切相关,其蕴
含的物理被认为可由二维 t-J模型所描述 [1,2]. 然
而, 在二维情况下, t-J 模型无法被解析精确求解,
相关数值计算也由于计算量太大或方法原因, 其
结果仍不具备说服力. 相反, 在一维情况下, 该模
型在特殊参数下可被解析求解, 同时得益于各种
数值方法的发展, 该模型所蕴含的物理逐步被揭
示. 1991 年, 日本科学家Ogata等 [3]通过对 16个
格点的一维 t-J模型的精确对角化计算, 表明该系
统服从拉廷格 (Luttinger)液体行为, 包含三个基本
的相: 金属相 (排斥的拉廷格液体相)、超导相 (吸引

的拉廷格液体相)以及相分离. 其中, 他们还发现
在超导相可能存在自旋能隙打开的区域. 但由于
计算格点尺寸限制, 并没有清楚地确定各个相的边
界. 随后的工作 [4,5,6]对自旋能隙打开的相边界做

了进一步研究, 直到 2011 年, Moreno等 [7]通过密

度矩阵重整化群 (density matrix renormalization
group, DMRG) 方法, 对一维 t-J模型进行了大尺
度的计算, 对一维 t-J 模型的相图得到了较系统的
结果, 并明确了自旋能隙打开的相边界. 至此, 对
传统的一维 t-J 模型的理解基本获得共识.

另一方面, 随着冷原子和冷分子实验技术的发
展, 使用冷原子或冷分子体系对凝聚态理论模型哈
密顿量进行模拟研究已成为研究强关联系统性质

的可行手段之一. 最近, 实验上在光晶格中实现了
KRb [8]和LiCs [9,10]等超冷极性分子的制备, 并可
以用来模拟 t-J模型 [11,12]. 模拟模型的优点在于系
统的各种耦合参数, 如动能项 t、反铁磁相互作用J
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等可以通过激光的强度和所加的微波频率和强度

等手段独立调节, 这样提供了一个对模型的各种性
质开展研究的全方位的手段, 其优越性是固体材料
所无法比拟的. 此外, 由于极性分子间存在长程相
互作用, 该模型也可以用来研究长程相互作用对系
统性质的影响. 有趣的是, 本文作者曾研究了具有
长程相互作用的 t-J 模型的基态相图 [13], 发现长程
偶极相互作用在低密度区域对自旋能隙影响很大,
使得自旋能隙能够在金属相中打开, 形成了一个新
的自旋配对态. 从直观的物理理解, 长程相互作用
会产生阻挫的反铁磁相互作用, 该阻挫效应对金属
相中打开自旋能隙有重要贡献. 另一个阻挫对自旋
能隙产生影响的相关研究是 t-J-J ′模型, 此系统是
有最近邻和次近邻相互作用的一维扩展 t-J模型,
系统中也存在阻挫效应. Nakamura等 [6]通过调节

不同的阻挫强度α ≡ J ′/J , 也发现了在排斥拉廷
格液体区打开自旋能隙的现象.

使用超冷极性分子模拟 t-J模型, 除了引进长
程相互作用外, 还使得一些相互作用项独立可调,
比如, 密度 -密度相互作用V、密度 -自旋相互作用
W等. 密度 -密度相互作用已有很多研究 [14−17], 但
密度 -自旋相互作用研究还很少 [18,19]. 本文主要利
用DMRG方法对具有密度 -自旋相互作用的一维
t-J模型开展研究. 直观地理解, 密度 -自旋相互作
用扮演磁场角色, 但它与磁场又有很大的不同. 由
于有动能 t, 粒子倾向于格点间会跳跃, 而格点间又
有反铁磁相互作用J , 所以, 系统的基态性质由 t, J
和W相互竞争决定. 在下面的研究中, 我们分别在
金属相、超导相和相分离区调节密度 -自旋相互作
用W , 研究电荷与自旋密度分布, 以及相应结构因
子的变化. 通过对结果的分析, 发现系统在大的密
度 -自旋相互作用区域显示出特殊的相分离行为.

2 模型和算法

Gorshkov等 [11,12]首先提出 t-J模型的超冷极
性分子模拟方案, 其所获得的Hamiltonian被称为
扩展的 t-J-V -W模型, 具体形式为

H = −
∑
⟨i,j⟩σ

t
[
c†iσcjσ + H.c.

]
+

∑
i̸=j

1

|Ri −Rj |3

[
Jz
2
Sz
i S

z
j +

J⊥
2
S+
i S−

j

+
V

2
ninj +WniS

z
j

]
, (1)

其中, ⟨ ⟩表示最近邻格点间跃迁; c†jσ (cjσ) 为
费米子的产生 (湮灭)算符, 表示在格点 j (x-y
平面中的位置为Rj)处产生 (湮灭)一个自旋为
σ 的费米子. 此外, 电荷密度和自旋算符定义
为njσ = c†jσcjσ, nj =

∑
σ njσ, S+

j = c†j↑cj↓,
S−
j = c†j↓cj↑, Sz

j = (nj↑ − nj↓) /2. 与传统 t-J模
型相比, 该实验模拟模型有其新的特点：一方面, 由
于极性分子本身的特性, 模型中引进了长程偶极相
互作用；另一方面, 该模型的各个参数 t, Jz, J⊥, V

和W 具有高度可控性, 其大小和符号均可独立调
节 [11,12]. 文献 [12]简单分析了长程相互作用对一
维 t− J⊥ 链的影响, 文献 [13]系统地研究了长程相
互作用对一维 t-J 模型基态相图的影响. 在本文中,
我们的兴趣集中在哈密顿量 (1)中的密度 -自旋相
互作用项, 希望探究密度 -自旋相互作用对传统 t-J
模型基态性质的影响. 具体地, 我们研究如下的哈
密顿量：

H = − t
∑
⟨i,j⟩σ

(
c†iσcjσ + H.c.

)
+ J

∑
⟨i,j⟩

(
Si · Sj −

1

4
ninj

)
+W

∑
⟨i,j⟩

niS
z
j , (2)

这里 W
∑

⟨i,j⟩ niS
z
j 为密度 -自旋关联项, W = 0时

模型 (2)回到传统的 t-J模型.
一维传统 t-J模型在J → 0时与U/t → ∞的

Hubbard 模型等价；在J = ±2t 时, t-J 模型也可
以由Bethe拟设精确求解 [20,21], 这两种情况下 t-J
模型的基态均表现为拉廷格液体. 其他参数区域
t-J 模型无法解析求解, 需要借助各种各样的数
值方法 [3−7], 如精确对角化、变分波函数、DMRG
方法等. DMRG方法是由White [22,23]于1992年在
Wilson [24]的数值重整化群方法 (numerical renor-
malization group, NRG)的基础上发展出来的, 该
方法求解一维问题非常有效, 对于一维自旋−1的

海森堡模型, 其基态能量的误差可以控制在 10−10

以内 [25]. 因此, 本文主要使用DMRG 方法数值研
究哈密顿量 (2). 我们采用了开放边界条件, 选取跃
迁系数 t = 1 作为能量单位, 计算了不同参数区域
中尺寸L = 80 的系统的基态性质. 计算中, 我们动
态保留了DMRG状态数, 使截断误差小于10−10.
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3 结果和讨论

Moreno等 [7]用DMRG方法计算了一维最近
邻相互作用的 t-J模型, 并得到了精确相图, 如
图 1所示. 为了研究密度 -自旋相互作用对不同
相的影响, 我们选取了金属相 (n = 0.6, J = 0.2,
图 2 )、超导相 (n = 0.7, J = 3, 图 3 ) 和相分离区
域 (n = 0.4, J = 3.6, 图 4 ) 中的三组参数, 计算了
不同的密度 -自旋相互作用强度下, 系统的实空间
粒子数分布以及自旋分布、密度 -密度关联函数、自
旋 -自旋关联函数以及相应的结构因子. 这里, 密度
-密度关联函数的结构因子

N(k) =
∑
j,l

eik(j−l)Njl, (3)

其中Njl = ⟨njnl⟩ − ⟨nj⟩⟨nl⟩. 自旋 -自旋关联函数
的结构因子

S(k) =
∑
j,l

eik(j−l)Sjl, (4)

其中Sjl = ⟨Sz
j S

z
l ⟩.

0 1 2 3 4

J

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

n

PS

SG+SS

M

0.6
0.8 1.00.70.51 0.9

SC

图 1 通过DMRG方法计算得到的一维传统 t-J 模型的
基态相图 相图包含四个相:金属相 (metallic phase, M)、
超导相 (superconducting phase, SC)、自旋能隙打开的超
导相 (singlet-superconducting with spin gap, SG+SS)
以及相分离 (phase separation, PS) (图片引自文献 [7])
Fig. 1. Ground-state phase diagram of the 1D con-
ventional t-J model obtained from DMRG. The phase
diagram consists of four phases: metallic phase (M),
superconducting phase (SC), singlet-superconducting
with spin gap (SG+SS) and phase separation (PS).
For original figure, one can refer to Ref. [7].

传统 t-J模型的物理主要来源于跃迁项 t和海

森堡相互作用项J之间的竞争, 当相互作用J/t 不

足以破坏系统的稳定性时, 系统的基态由拉廷格液
体理论描述. 在拉廷格液体理论框架下, 体系的低

激发态表现为无能隙电荷密度波和自旋密度波. 在
J/t → ∞ 的极限, 海森堡项起支配作用, 系统进入
不稳定的相分离区域.

根据电荷间相互作用由排斥到吸引的转变, 拉
廷格液体区域可进一步细分为金属相和超导相. 随
着J/t 逐渐增大, 体系经历金属 -超导 -相分离的相
变. 在拉廷格液体区域, 基于共形场理论, 系统的
密度 -密度关联函数表现为

⟨n (r)n(0)⟩ = Kρ

(πr)
2 +A1

cos (2kFr)

r1+Kρ
ln−3/2 (r)

+A2cos (4kFr) r
−4Kρ , (5)

自旋 -自旋关联函数有

⟨Sz (r)Sz (0)⟩ = 1

(πr)
2 +B1

cos (2kFr)

r1+Kρ
ln1/2(r),

(6)

式中的A1, A2, B1是与模型有关的常数; 其中费米
波矢kF = nπ/2, n表示粒子填充比例; Kρ为系统

的拉廷格参数, 其数值可由电荷密度结构因子得
到, 有 Kρ =

N(k)

k/π
, k → 0.

当相互作用J/t很小时, Kρ < 1, 系统电荷
间呈有效的排斥相互作用, 系统处于金属相. 如
图 2 (a)中W = 0 对应的曲线所示, 系统的实空间
电荷密度均匀分布. 由于我们选取了开放边界条
件, 这里可以观察到很明显的实空间电荷密度波.
相应地, 系统的电荷密度结构因子在 2kF处呈现反

常结构, 自旋密度结构因子在 2kF处呈现反常. 当
相互作用J/t 逐渐增大至Kρ > 1, 系统电荷间呈
有效的相互吸引作用, 系统进入超导相. 与金属相
的最大区别体现在自旋结构因子的反常消失, 如
图 3 (d) W = 0对应的曲线所示, 表明超导区域系
统无磁有序结构. 在J/t → ∞ 的极限, 海森堡项起
支配作用, 系统倾向于形成反铁磁海森堡链以降低
能量. 当填充数n < 1时, 系统进入不稳定的相分
离区域, 粒子在实空间分离为富含粒子的岛结构和
粒子数密度极低的区域, 如图 4 (a) W = 0 对应的

曲线所示.
图 2和图 3分别给出了金属相和超导相中电

荷、自旋密度分布以及结构因子受密度 -自旋相
互作用W 的影响. 从电荷密度分布 (如图 2 (a)、
图 3 (a))可以明显看出, 随着W 的增大, 系统的性
质经历了某种跃变. 当W 较小时, 从电荷密度分布
看不出系统性质有定性的改变, 而当W 增大至某
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特定值时, 体系进入了相分离的状态. 对应电荷密
度关联结构因子 (如图 2 (c), 图 3 (c)) 也出现跃变.
当W 较小时, 电荷密度结构因子随W 增大而发生

定量改变, 然而其反常结构出现的位置保持在 2kF

处, 直到W 增大至某特定值时, 其反常结构的位置
才出现偏离. 对于自旋密度分布而言, 由于引入W

项破坏了系统的自旋SU(2) 对称性, 实空间自旋不
再处处为0, 而是呈现出自旋密度波的形式, 其波矢
对应图 2 (d)、图 3 (d)中自旋密度关联结构因子的
峰值位置, 可以看到随着W 的增大, 该位置保持在
2kF处不变，直至系统进入相分离区域.

从图 2和图 3的结构因子图中可以看出, 在密
度 -自旋相互作用增大时, 除了奇异点 2kF 处有明

显的变化之外, 在k取值较小的地方也会有明显的

变化. 如图 2中W = 4.0对应的曲线, 自旋 -自旋关
联函数结构因子在系统开始进入相分离时, 在k较

小时有明显的尖峰出现, 对应位置的密度 -密度关
联函数的结构因子也会增大. 我们认为这一点的
奇异行为显示了系统整体表现出来的周期调制, 而
2kF和4kF 表现出的奇异行为显示的是系统局部的

周期调制行为.
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图 2 金属相 (n = 0.6, J = 0.2)中引进密度 -自旋相互作用W 对 (a)实空间粒子数密度分布 ⟨ni⟩、(b)实空间自旋分布
⟨Sz

i ⟩、(c) 密度 - 密度关联结构因子N(k)以及 (d)自旋 -自旋关联结构因子 S(k) 的影响, 图 (d) 中的插图是在 k = 2kF

附近的局部放大图

Fig. 2. Effect of density-spin interaction W on (a) density distributions ⟨ni⟩, (b) spin distributions ⟨Sz
i ⟩ in real

space, (c) structure factor N(k) for the density-density correlation function, and (d) structure factor S(k) for
the spin-spin correlation in metallic phase (n = 0.6, J = 0.2). The inset in (d) is expanded near k = 2kF.
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图 3 超导相 (n = 0.7, J = 3.0)中引进密度 -自旋相互作用W 对 (a)实空间粒子数密度分布 ⟨ni⟩、(b)实空间自旋分布
⟨Sz

i ⟩、(c) 密度 - 密度关联结构因子N(k)以及 (d)自旋 -自旋关联结构因子 S(k) 的影响

Fig. 3. Effect of density-spin interaction W on (a) density distributions ⟨ni⟩, (b) spin distributions ⟨Sz
i ⟩ in real

space, (c) structure factor N(k) for the density-density correlation function, and (d) structure factor S(k) for
the spin-spin correlation in superconducting phase (n = 0.7, J = 3.0).
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另外需要指出的是, 密度 -自旋相互作用W诱

导的相分离与传统 t-J模型中的相分离有很明显的
不同. 传统 t-J 模型描述的系统进入相分离后, 电
荷自由度被完全禁锢, 实空间分离成电荷密度为 1

和0 的区域 (如图 4 (a)W = 0曲线所示), 自旋密度
处处为 0 (如图 4 (b) W = 0曲线所示). 在电荷密
度为 1的区域, 自旋自由度的表现完全由海森堡模
型描述. 表现在结构因子上, 电荷密度关联结构因

子无反常结构, 自旋密度关联结构因子呈非常明显
的π反铁磁结构. 而W诱导的相分离相中, 实空间
分离为电荷密度为1 和另一非零数值的区域. 在电
荷密度为 1的区域, 体系并不表现为反铁磁海森堡
链的性质, 其自旋关联结构因子在k ̸= π的某一位
置出现反常结构, 表明体系仍存在自旋密度波序.
在电荷密度不等于 1 的区域, 体系表现为电荷密度
波, 其反常结构出现于k ̸= 2kF的位置.
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图 4 相分离区域 (n = 0.4, J = 3.6)引进密度 -自旋相互作用W 对 (a)实空间粒子数密度分布 ⟨ni⟩、(b)实空间自
旋分布 ⟨Sz

i ⟩、(c) 密度 -密度关联结构因子N(k)以及 (d)自旋 -自旋关联结构因子 S(k) 的影响

Fig. 4. Effect of density-spin interaction W on (a) density distributions ⟨ni⟩, (b) spin distributions ⟨Sz
i ⟩ in

real space, (c) structure factor N(k) for the density-density correlation function, and (d) structure factor
S(k) for the spin-spin correlation in phase separation (n = 0.4, J = 3.6).

图 4给出了系统本身处于相分离区域的情况.
从图 4 (a)可以看出, 引入密度 - 自旋相互作用后,
实空间电荷密度为 0的区域随W增大而减小直至

消失. 系统的自旋密度分布也从相邻格点自旋反向
逐渐变为自旋密度波的形式. 相应地, 自旋 -自旋关
联结构因子从k = π处出现尖峰变为反常出现于

k ̸= π, 表现为π反铁磁序至自旋密度波序的转变.
处于金属相和超导相的系统均表现为拉廷格

液体, 拉廷格液体的一个重要特性是自旋 -电荷分
离: 低能的激发不再是同时带电荷 e和自旋 1/2的

准粒子, 而是自旋激发和电荷激发相互独立分开,
有着不同的速度, 称之为自旋 -电荷分离. 引入密
度 -自旋相互作用之后, 我们期待会对系统中自旋
-电荷分离相关的性质产生影响. 从计算结果来看,
在密度 -自旋相互作用强度较小时, 系统的低能激
发并没有受到定性的改变. 当密度 -自旋相互作用
足够大时, 系统在任意参数下均处于相分离区. 然
而, 由密度 -自旋相互作用诱导的相分离与传统 t-J
模型中J诱导的相分离有很大的区别. 进一步的工

作中, 我们希望通过某些序参量对存在密度 -自旋
相互作用的一维 t-J模型的相分离区进行更详细的
研究.

4 结 论

t-J模型是强关联体系中重要的物理模型之一,
且与高温超导机制密切相关, 因而对 t-J 模型的研
究具有重要意义. 随着光晶格囚禁超冷原子分子技
术的发展, 可以用极性分子模拟各项参数可独立调
节的一维扩展 t-J模型,从而可以观测 t-J模型理论
研究中发现的 t-J 模型的性质. 由于实验上模拟的
模型是扩展的 t-J模型, 因此需要研究长程相互作
用以及扩展模型中的其他项对 t-J 模型的影响. 本
文研究了密度 -自旋相互作用项对 t-J模型的影响,
发现W较小时, 系统的性质不会发生变化, W 较

大时会使金属相和超导相发生相变, 从而进入相分
离区. 但是该密度 -自旋相互作用诱导的相分离保
留了W = 0 时所在相区的一些性质, 且与W = 0
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时的相分离区性质有很大不同. 更深入的研究, 如
W项对其他物理量如拉廷格常数、超导配对关联函

数、自旋能隙的影响以及系统基态相图的变化等,
在后续的研究工作中将会继续进行.
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Abstract
t-J model is one of important theoretical models in the study of high temperature superconductivity. Recent cold

molecule experiments indicate that t-J model can be simulated by ultracold polar molecules. In the simulated t-J
model, besides long-range dipolar interaction, density-spin interaction has also been introduced. In the present paper
we study the effect of density-spin interaction in the one-dimensional extended t-J model by using the density matrix
renormalization group method. We choose three sets of representative parameters, which correspond to three different
phases in the ground state phase diagram of t-J model, to calculate the charge and spin density distribution in real space
and the structure factor of density-density and spin-spin correlation functions. The results indicate that the nature of
the system will not change if the intensity of the density-spin interaction is small, however if the intensity is large enough,
the system enters the phase separation, in which the character is quiet different form that of the phase separation in the
traditional t-J model.
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