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本文系统地研究了有限尺寸下非束缚类准周期量子伊辛链在横场中的赝临界点的行为. 首先, 通过计算
平均磁矩和协作参量, 发现这两个量的导数随着横场的变化都会出现两个清晰的峰. 这与束缚类伊辛链和无
序伊辛链的结果明显不同. 其次, 研究了横场中赝临界点的概率分布情况, 发现概率分布并不是高斯型的. 这
也与无序的结果不同. 最后, 分析了赝临界点产生的原因, 发现赝临界点是由非束缚类准周期伊辛链中的集
团结构造成的.

关键词: 非束缚类, 准周期, 伊辛链, 赝临界点
PACS: 05.50.+q, 75.40.Mg, 71.23.Ft DOI: 10.7498/aps.64.190501

1 引 言

量子相变问题一直是凝聚态物理中极为重要

的研究课题 [1−5]. 横场中的量子伊辛链是研究量
子相变问题的一个重要的理论模型. 对横场中的
非均匀量子伊辛链的相变问题, 一般没有解析的结
果, 通常是对有限的系统进行数值的研究. 对有限
的系统, 其物理量 (比如平均磁矩)的导数通常有最
大值. 人们把该最大值在横场中所对应的位置称为
赝临界点 [6]. 最近, Iglói等人对横场中的无序量子
伊辛链的赝临界点的行为做了系统地研究 [6]. 发现
对有限链长的系统, 无序会对系统的赝临界点的位
置产生影响, 即对不同的无序样品, 其赝临界点出
现的位置会不同. 他们进一步研究了横场中赝临界
点出现的概率. 发现赝临界点的概率分布是高斯型

的, 随着链长的增加, 高斯分布的宽度会随之减小,
其中心位置逐渐趋近于热力学极限下的相变点.

另一方面, 自从 1984年人们第一次发现了
具有 5度对称性的准晶体 [7,8], 并在实验室中制
备出具有Fibonacci和Thue-Morse准周期排列的
GaAs-AlAs超晶格 [9]之后, 准晶体的物理性质成
为一个重要的研究课题 [10−16]. 虽然这类系统不具
有平移不变性, 但它们的结构有一定的规律. 这类
系统被认为是介于均匀和无序系统之间的一类系

统. 它们具有不同于均匀和无序系统的特殊的物理
性质. 例如, 处在准周期势场中的单电子能谱是奇
异连续的, 其波函数既不是局域的也不是扩展的,
而是介于两者之间的临界态 [10,11] 等等. 近年来,
人们广泛的研究了横场中准周期伊辛链的量子相

变 [17−24]. 其中, Luck通过对横场中准周期伊辛链
的基态和低激发态能量的研究, 将准周期伊辛链的
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相变行为进行了归类 [19]. 发现束缚类的准周期伊
辛链的相变行为与均匀量子伊辛链的属于同一普

适类. 而非束缚类的准周期伊辛链的相变行为与无
序量子伊辛链的属于同一普适类. 虽然非束缚类
准周期伊辛链的相变行为与无序伊辛链的属于同

一普适类, 但是有研究发现非束缚类准周期伊辛链
的低激发态行为与无序的情况不同 [20]. 因此, 对有
限链长的系统, 横场中非束缚类准周期伊辛链赝临
界点的行为是否与无序的类似, 是一个值得研究的
课题.

在本文中, 我们通过计算平均磁矩和量子纠缠
中广泛使用的协作参量 (Concurrence) [25], 研究了
有限尺寸下横场中非束缚类准周期量子伊辛链赝

临界点的行为.

2 模型、计算方法、相关的物理量

横场中量子伊辛链的哈密顿量可写为

H = −
N∑
i=1

[Jiσ
x
i σ

x
i+1 + hσz

i ], (1)

其中, σx,z
i 是在位置 i上的泡利矩阵. Ji是最近邻

相互作用, h是均匀的外磁场, N 是总的自旋数. 如
果Ji = J , 那么这个模型就是均匀伊辛链. 如果
Ji随机的取JA或者JB, 就是无序伊辛链. 如果Ji

取为JA或者JB, 并且JA 和JB按照准周期序列排

列, 那么这个模型就是准周期伊辛链. 本文中, 我
们讨论一般的二元准周期序列, 其生成规则是

A→ AnBm; B → AlBk. (2)

其中, n, m, l, k都是非负整数, An表示n个字母

A. 与这类生成规则联系的矩阵为

T =

 n l

m k

 . (3)

对于横场中的准周期伊辛链, Luck证明可
以通过wandering指数ω对其进行分类 [19]. ω的

定义为

ω =
ln|λ2|
lnλ1

. (4)

上式中

λ1 =
n+ k +

√
(n− k)2 + 4ml

2
,

λ2 =
n+ k −

√
(n− k)2 + 4ml

2
,

分别是矩阵T的本征值. Luck指出, 当ω < 0时,
对应的准周期系统属于束缚类, 其相变行为与均匀
伊辛链属于同一普适类; 当ω > 0时, 对应的准周
期系统属于非束缚类, 其相变行为与无序伊辛链属
于同一普适类.

Pfeuty曾证明, 在热力学极限下横场中的非均
匀量子伊辛链有一个相变点, 其位置为

hNc =

N∏
i=1

Ji(N → ∞) [26].

那么, 对于二元准周期链, hc = JρA

A JρB

B . 其中, ρA
和ρB分别是无穷长准周期链中, JA和JB 所占的

比例.
应用Jordan-Wigner变换 [27], 由方程 (1)所描

述的哈密顿量H可变为

H =

N∑
i,j=1

c†iAijcj +
1

2
(c†iBijc

†
j + H.C.), (5)

其中, ci和 c†i是费米子算符, A和B都是N ×N的

矩阵, 分别为

A =



−h −J1
2

0 · · · −JN
2

−J1
2

−h −J2
2

· · · 0

0 −J2
2

−h · · · 0

...
...

... . . . ...

−JN
2

0 0 · · · −h


,

B =



0 −J1
2

0 · · · JN
2

J1
2

0 −J2
2

· · · 0

0
J2
2

0 · · · 0

...
...

... . . . ...

−JN
2

0 0 · · · 0


. (6)

然后通过如下的Bogliubov变换,

ηk =

N∑
i=1

(uki
ci + vki

c†i ),

η†k =

N∑
i=1

(u∗ki
c†i + v∗ki

ci). (7)

可以把哈密顿量对角化为

H =
N∑

k=1

Λk(η
†
kηk − 1/2). (8)
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(7)式中, uki = ϕki + ψki , vki = ϕki − ψki , 且ϕki

和ψki
满足如下方程:

ϕk(A−B)(A+B) = Λ2
kϕk,

ψk(A+B)(A−B) = Λ2
kψk. (9)

上式中,
ϕk = (ϕk1

, ϕk2
, · · · , ϕkN

),

ψk = (ψk1 , ψk2 , · · · , ψkN
).

由方程 (9) 就可以得到本征值Λ2
k和本征矢ϕk, ψk.

这里, 所有的Λk > 0. 故系统的基态 |GS⟩满足
对所有的k有 ηk|GS⟩ = 0. 那么, 在此基态下格点 i

处的磁矩miz为

miz = ⟨GS|σz
i |GS⟩ = Gii, (10)

其中,

Gii = −
∑
k

ψ∗
ki
ϕki

. (11)

由于准周期结构的非均匀性, 磁矩miz与格点

位置 i有关. 因此, 为了得到一般的结果, 我们计算
了系统的平均磁矩MZ , 其定义为

MZ =
1

N

∑
i

miz =
1

N

∑
i

Gii. (12)

除了平均磁矩之外, 近些年来, 量子信息中的
一些方法和概念, 如量子纠缠、保真度等, 也被广泛
的应用到对量子相变的讨论中 [25,28−39]. 研究发现,
在相变点附近, 这些物理量通常会表现出奇异的行
为. 本文中, 我们计算了量子纠缠中广泛使用的协
作参量 [25]. i和 j两个格点间的协作参量为

Cij = max{0, r1 − r2 − r3 − r4}. (13)

其中, r1 > r2 > r3 > r4 > 0是算符

Rij = ρij(σ
y ⊗ σy)ρ∗ij(σ

y ⊗ σy) (14)

本征值的平方根. ρij是自旋 i和 j的约化密度矩阵,

ρij =
1

4

3∑
α,β=0

pαβσ
α
i ⊗ σβ

j ,

pαβ = ⟨σα
i σ

β
j ⟩, σ1,2,3分别对应泡利矩阵σx,y,z, σ0

是2× 2的单位矩阵 [40].
这里, 我们考虑最近邻格点间的协作参量

Ci,i+1. 与平均磁矩一样, 我们计算了平均的协
作参量. 其定义为

C =
1

N − 1

N−1∑
i=1

Ci,i+1. (15)

3 数值结果

由于结构的非均匀性, 对于无序链和准周期
链, 一般需要对不同样品得到的结果进行平均. 因
此, 在本文具体的计算中, 首先生成一条非常长的
准周期链, 长度为L = 105(L ≫ N). 然后, 在这条
长链上随机的取一段长度为N的子链, 称为一个样
品, 计算得到MZ和C的结果. 最后对不同样品的
结果再进行平均. 下面给出的MZ和C是 1000个
样品平均后的结果.

图 1 (a)给出了一种非束缚类伊辛链 (对应于
n = l = 1, k = 0,m = 4)的平均磁矩MZ的导数随

着横场h的变化情况. 从中可以看到, 平均磁矩的
导数在h ≈ 0.61附近和h ≈ 0.71 附近出现了清晰

的峰. 并且, 这两个峰随着链长的增加并没有明显
的变化. 而在热力学极限的相变点处hc ≈ 0.655处

却不存在峰. 图 1 (b)给出了相应的协作参量C的

导数随着横场h 的变化情况. 与平均磁矩一样, 协
作参量的导数也在h ≈ 0.61附近和h ≈ 0.71 附近

各出现了一个清晰的峰. 图 1 (c)和 (d)是另一种非
束缚类伊辛链 (对应于n = m = 1, l = 4, k = 0)
的结果. 此时, 平均磁矩和协作参量在h ≈ 0.80 和

h ≈ 0.84附近都出现了清晰的峰, 而在hc ≈ 0.823

处不存在峰. 同样, 随着链长的增大, 这两个峰也
没有明显的变化. 我们也研究了其它结构的非束
缚类伊辛链, 发现平均磁矩和协作参量随着横场
的增加都出现了两个清晰的峰. 作为比较, 我们研
究了束缚类伊辛链和无序伊辛链的情况. 图 2 (a)
和 (b)是一种束缚类伊辛链 (对应于n = 4, m = 1,
l = 1, k = 0) 的结果. 从中可以看到, 平均磁矩
和协作参量的导数随着横场增加均只出现一个峰,
而且这个峰随着链长的增加显著的变高, 峰值所对
应的横场的位置趋近于hc ≈ 0.876. 这与非束缚类
伊辛链的结果明显不同, 而与均匀伊辛链的结果相
似. 图 2 (c)和 (d)是无序伊辛链的结果. 此时, 平
均磁矩和协作参量的导数随着横场的增加也只出

现一个峰, 而且峰值所对应的横场位置也趋近于
hc ≈ 0.707. 这与非束缚类伊辛链的结果也明显不
同. 由此可以看出, 对有限的系统, 非束缚类伊辛
链与束缚类伊辛链和无序伊辛链的赝临界点行为

存在明显的不同.
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图 1 (网刊彩色) (a) 一种非束缚类伊辛链 (对应于 n = l = 1, k = 0, m = 4)的平均磁矩MZ 的导数随着横场 h的变化情况;
(b) 相应的协作参量C 的导数随着横场 h的变化情况; (c) 另一种非束缚类伊辛链 (对应于 n = m = 1, l = 4, k = 0)的平均磁
矩MZ 的导数随着横场 h的变化情况; (d) 相应的协作参量C的导数随着横场 h的变化情况 (在计算中, 取 JA = 1, JB = 0.5)
Fig. 1. (color online) (a) The derivative of averaged magnetic moment MZ changes with the transverse fields for a kind
of unbounded quasiperiodic Ising chain (corresponding to n = l = 1, k = 0, m = 4); (b) parameters are the same as
those in (a), but for concurrence C; (c) the derivative of averaged magnetic moment MZ changes with transverse fields
for another kind of unbounded quasiperiodic Ising chain (corresponding to n = m = 1, l = 4, k = 0); (d) parameters
are the same as those in (c), but for concurrence C. For all cases, we take JA = 1, JB = 0.5.
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图 2 (网刊彩色) (a) 束缚类伊辛链 (对应于 n = 4, m = 1, l = 1, k = 0) 的平均磁矩MZ 的导数随着横场 h的变化情况; (b)
相应的协作参量C的导数随着横场 h 的变化情况; (c) 无序伊辛链的平均磁矩MZ 的导数随着横场 h 的变化情况; (d) 相应的
协作参量C的导数随着横场 h的变化情况 (在计算中, 取 JA = 1, JB = 0.5)

Fig. 2. (color online) (a) The derivative of averaged magnetic moment MZ changes with transverse fields for a kind of
bounded quasiperiodic Ising chain (corresponding to n = 4, m = 1, l = 1, k = 0); (b) parameters are the same as those in
(a), but for concurrence C; (c) the derivative of averaged magnetic moment MZ changes with transverse fields for disordered
Ising chain; (d) parameters are the same as those in (c), but for concurrence C. For all cases, we take JA = 1, JB = 0.5.
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图 3 (a) JA = 1, JB = 0.5时非束缚类伊辛链 (对应于 n = l = 1, k = 0, m = 4)的 20个不同位置的磁矩miz的导数随

着横场 h的变化情况; (b) JA = 1, JB = 0.3时非束缚类伊辛链 (对应于 n = l = 1, k = 0, m = 4)的 20个不同位置的磁
矩miz的导数随着横场 h的变化情况 (在计算中, 取N = 201)
Fig. 3. (a) The derivatives of magnetic moments miz of twenty different places change with transverse fields for a
kind of unbounded quasiperiodic Ising chain (corresponding to n = l = 1, k = 0, m = 4) for JA = 1, JB = 0.5;
(b) the derivatives of magnetic moments miz of twenty different places change with transverse fields for a kind of
unbounded quasiperiodic Ising chain (corresponding to n = l = 1, k = 0, m = 4) for JA = 1, JB = 0.3. For all
cases, we use N = 201.

为了分析非束缚类伊辛链平均磁矩的导数随

横场变化出现双峰的原因, 我们研究同一样品中不
同格点的磁矩miz = Gii 的导数随横场h变化的情

况. 图 3 (a)给出了任意选取的 20 个不同位置的磁
矩miz的导数随着横场h 的变化情况. 从中可看到
所有位置的磁矩的导数均只存在一个峰, 但是峰的
位置并不是随机的, 而是集中出现在两个区域. 对
于有些位置, 磁矩的导数会在h ≈ 0.61附近出现尖

峰, 而对另一些位置, 磁矩的导数会在h ≈ 0.71 附

近出现尖峰. 因此, 平均的结果

MZ =
1

N

N∑
i=1

Gii

会在h ≈ 0.61附近和h ≈ 0.71附近各出现一个峰.
我们进一步研究横场中非束缚类伊辛链赝临界点

的概率分布. 图 4给出了计算 1000个样品得到的
赝临界点随着横场的概率分布情况. 从中可以看到
赝临界点的概率分布并不是高斯型的. 而且, 在相
变点处, 赝临界点出现的概率几乎为零, 赝临界点
集中的出现在相变点的两侧. 随着链长的增加, 概
率分布没有明显的变化. 这些结果都与无序量子伊
辛链的明显不同 [6].

为了进一步分析赝临界点产生的原因, 我们研
究自旋的磁矩miz = Gii与该自旋的位置之间的

联系. 在图 3 (a)中, 磁矩的导数在h ≈ 0.71附近出

现尖峰时所对应的自旋均在一个集团内, 该集团

为J4
BJ

5
AJ

4
BJ

5
AJ

4
BJ

5
AJ

4
BJ

5
AJ

4
BJ

5
AJ

4
B. 其中, J4

B表示

有 4个JB. 而磁矩的导数在h ≈ 0.61附近出现尖

峰时所对应的自旋均在另一个集团内, 该集团为
J4
BJAJ

4
BJAJ

4
BJAJ

4
BJAJ

4
BJ

5
AJ

4
BJAJ

4
BJAJ

4
BJAJ

4
BJA.

在第一个集团中, JB所占比重为 ρB1 = 24/49 ≈
0.49. 这个集团所得到的赝临界点 hp1

=

J
ρB1

B ≈ 0.71. 在第二个集团中, JB所占比重为
ρB2

= 36/49 ≈ 0.73. 这个集团所得到的赝临界点
hp2

= J
ρB2

B ≈ 0.60. 这两个结果均与数值计算得到
的结果符合的很好. 为了进一步验证上述的结论,
我们研究上述系统取不同JB值时的情况. 图 3 (b)
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图 4 (网刊彩色)非束缚类伊辛链 (对应于 n = l = 1,
k = 0, m = 4) 的赝临界点随着横场的概率分布 (在计算
中, 取 JA = 1, JB = 0.5)
Fig. 4. (color online) The probability distribution for
a kind of unbounded quasiperiodic Ising chain (corre-
sponding to n = l = 1, k = 0, m = 4) for JA = 1,
JB = 0.5.
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给出了JB = 0.3时, 20 个不同位置的磁矩miz的

导数随着横场h 的变化情况. 此时, 磁矩的导数在
h ≈ 0.55附近出现尖峰时对应的自旋都处在集团

1中, 而磁矩的导数在h ≈ 0.40附近出现尖峰时对

应的自旋都处在集团 2中. 而集团 1所得到的赝临
界点hp1

= J
ρB1

B ≈ 0.55, 集团 2所得到的赝临界点
hp2 = J

ρB2

B ≈ 0.41. 这与数值计算得到的结果也符
合的很好. 最后, 我们分析不同准周期结构的伊辛
链中, 相应的两个集团所得到的赝临界点的位置.
表1给出了n = l = 1, k = 0, m取不同值时所对应
的两个集团, 以及由此得到的赝临界点的位置. 从
表中的分析可以看到, 当m增大时, 集团 1造成的
赝临界点的位置基本不变, 而集团 2造成的赝临界
点的位置朝着h变小的方向移动. 图 5给出了数值
计算的结果. 正如分析的那样, 随着m的增大, 一
个峰的位置基本不变, 而另一个峰的位置朝着h变

小的方向移动, 并且峰的位置与我们分析得到的结
果也符合的很好. 这是由非束缚类准周期系统的结
构造成的. 非束缚类伊辛链的最近邻相互作用中存
在一系列的集团 1和集团 2. 通过表 1可以看到集

团 1中Jm
B 和Jm+1

A 是周期排列的. 自旋处在集团 1
时, 起主要作用的是集团 1中的周期排列的相互作
用, 这个相互作用决定了赝临界点hp1

的位置. 而
自旋处在集团 2时, 起主要作用的是集团 2中的相
互作用, 这个相互作用决定了赝临界点hp2的位置.
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图 5 (网刊彩色) n = l = 1, k = 0, m取不同值时所对
应的伊辛链中, 平均磁矩MZ 的导数随着横场 h的变化情

况 (在计算中, 取N = 201, JA = 1, JB = 0.5)
Fig. 5. (color online) The derivatives of averaged mag-
netic moments MZ changes with the transverse fields
for different values of m for unbounded quasiperiodic
Ising chain (corresponding to n = l = 1, k = 0). For
all cases, we take N = 201, JA = 1, JB = 0.5.

表 1 n = l = 1, k = 0, m取不同值时所对应的伊辛链中, 赝临界点的位置
Table 1. The places of pseudocritical points for different values of m for unbounded quasiperiodic Ising chain
(corresponding to n = l = 1, k = 0).

m的值 集团 1 ρB1 hp1 集团 2 ρB2 hp2

5
J5
BJ6

AJ5
BJ6

AJ5
BJ6

AJ5
B 35

71
≈ 0.49 0.71

J5
BJAJ5

BJAJ5
BJAJ5

BJAJ5
BJAJ5

BJ6
A 55

71
≈ 0.77 0.59

J6
AJ5

BJ6
AJ5

BJ6
AJ5

B J5
BJAJ5

BJAJ5
BJAJ5

BJAJ5
BJA

6

J6
BJ7

AJ6
BJ7

AJ6
BJ7

AJ6
B

48

97
≈ 0.49 0.71

J6
BJAJ6

BJAJ6
BJAJ6

BJAJ6
BJAJ6

BJA
78

97
≈ 0.80 0.57J7

AJ6
BJ7

AJ6
BJ7

AJ6
BJ7

A J6
BJ7

AJ6
BJAJ6

BJAJ6
BJAJ6

BJAJ6
BJA

J6
B J6

BJA

7

J7
BJ8

AJ7
BJ8

AJ7
BJ8

AJ7
B

63

127
≈ 0.50 0.71

J7
BJAJ7

BJAJ7
BJAJ7

BJAJ7
BJAJ7

BJA
105

127
≈ 0.83 0.56J8

AJ7
BJ8

AJ7
BJ8

AJ7
BJ8

A J7
BJAJ7

BJ8
AJ7

BJAJ7
BJAJ7

BJAJ7
BJA

J7
BJ8

AJ7
B J7

BJAJ7
BJAJ7

BJA

注 1:对所有的情况, 取 JA = 1, JB = 0.5.

4 结 论

本文系统地研究了在有限尺寸下非束缚类准

周期量子伊辛链在横场中的赝临界点的行为. 首
先, 计算了平均磁矩和协作参量. 发现这两个量的
导数随着横场的变化都会出现两个清晰的峰. 这与

束缚类量子伊辛链和无序量子伊辛链的结果明显

不同. 其次, 通过研究不同位置磁矩的导数随横场
变化的情况, 发现双峰是由不同格点磁矩的不同行
为造成的. 通过对非束缚类伊辛链在横场中的赝临
界点的概率分布的研究, 发现其概率分布并不是高
斯型的. 而且, 在相变点处, 赝临界点出现的概率
几乎为零, 赝临界点大量的出现在相变点的两侧.
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随着链长的增加, 概率分布没有明显的变化. 这些
结果都与无序量子伊辛链的明显不同. 最后, 通过
对非束缚类准周期结构的分析, 发现赝临界点是由
非束缚类准周期伊辛链中的集团结构造成的. 通过
我们的研究可以看到, 虽然在热力学极限下横场中
非束缚类量子伊辛链的相变行为与无序量子伊辛

链的属于同一普适类, 但是它们在有限尺寸下的热
力学性质有很大的不同. 这是由非束缚类准周期系
统的特殊结构造成的.
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Abstract
We study the quantum pseudocritical points in the unbounded quasiperiodic transverse field Ising chain of finite-

size systematically. Firstly, we study the derivatives of averaged magnetic moment and the averaged concurrence with
transverse fields. Both of them show two visible peaks, with are nearly not raised when the length of chain is increased.
Moreover, the places where the peaks occur in the transverse field are obviously different from that of the quantum phase
transition point in the thermodynamic limit. These results are very different from those of the bounded quasiperiodic
transverse field Ising chain and the disordered transverse field Ising chain. Then, we analyze the origin of the two visible
peaks. For that we study the derivative of magnetic moment for each spin with transverse field. For all spins, the single
magnetic moment only show one peak. However, the places where the peaks occur are not random. The peaks always
occur in two regions. Thus, the derivatives of averaged magnetic moment reveal two peaks. Furthermore, we study the
probability distribution of the pseudocritical points through finding out the peaks of the single magnetic moment in 1000
samples. The distribution is not Guassian. This result is obviously different from that of the disordered case. Besides,
the pseudocritical points nearly do not occur at the quantum phase transition point. Finally, we analyze the origin of
the pseudocritical points. For that we study the relationship between the spin places and the corresponding places of
pseudocritical points. It is found that the pseudocritical points are caused by the two groups that exist in the nearest
neighboring interactions of the unbounded quasiperiodic structure. When a spin is in one group, this group will decide
the probable place of the pseudocritical point. Through this study, we find that although the quantum phase transition
behaviors of the unbounded quasiperiodic transverse field Ising chain and the disordered transverse field Ising chain
belong to the same universal class in the thermodynamic limit, the thermodynamic behaviors of the two Ising chains
are very different as in finite sizes. The differences are caused by the special structure in the unbounded quasiperiodic
system.

Keywords: unbounded, quasiperiodic, Ising chain, pseudocritical points
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