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流体力学拉氏守恒滑移线算法设计∗

刘全 于明† 林忠 王瑞利

(北京应用物理与计算数学研究所, 北京 100094)

( 2015年 3月 28日收到; 2015年 5月 7日收到修改稿 )

本文在Wilkins滑移线算法的基础上, 设计了从区网格边人工黏性对主点施加算法. 结合拉氏 “相容性格
式”, 通过定义 “接触力”和 “接触力做功”, 利用局部修正内能的方法设计了总能量守恒的流体力学拉氏格式.
该修正方法可保证对称性、守恒性; 提高数值模拟分辨率.

关键词: 相容格式, 滑移算法, 守恒, 接触力
PACS: 47.11.–j, 47.11.Fg DOI: 10.7498/aps.64.194701

1 引 言

流 体 力 学 数 值 模 拟 一 般 可 分 为 欧 氏

(Eulerian)、拉氏 (Lagrangian)和ALE (arbitrary
Lagrangian-Eulerian)方法. 由于拉氏方法能较精
确描述物质界面和自由面, 在空间物理量交错网格
配置下, 还能方便描述材料的本构关系, 因此在武
器物理数值模拟中得到广泛应用 [1]. 采用交错型的
拉氏方法计算多介质流体力学问题, 需要用滑移线
算法处理物质界面的相互作用. 但由于传统滑移
线算法在主、从两侧使用了不同模板且采用插值方

法校正从点法向速度, 破坏了守恒性, 理论上不易
分析, 从而难以构造符合物理规律的总能量守恒格
式. 由于实际问题对数值模拟的守恒性提出了更高
要求, 基于交错网格拉氏守恒格式的研究得到了广
泛关注.

自相容Lagrangian格式是由Shashkov等提出
的一种交错网格型、总能量守恒格式.

考虑流体力学Lagrangian方程组
dρ
dt = −ρ∇ · u, (1)

ρ
du
dt = −∇p, (2)

ρ
de
dt = −p∇ · u. (3)

采用交错网格计算时, 速度、位移定义在网格
节点, 密度、内能、压力定义在网格中心, 拉氏计算
中, 网格质量保持不变, 因此守恒型格式设计的关
键是动量和内能方程的离散 [2−6]. 自相容格式的动
量和内能方程的半离散为

Mp
dup

dt = fp =
∑
z

fp
z , (4)

Mz
dez
dt = −

∑
p

fz
p · up, (5)

其中隅角力fp
z 利用有限体积或有限元离散得到且

fz
p = fp

z . 点质量、网格质量需满足∑
z

Mz =
∑
p

Mp, Mz =
∑
p

Mz
p ,

Mp =
∑
z

Mp
z ,M

p
z = Mz

p , (6)

其中Mp
z 为 z网格所分给 p点的隅角质量, Mp为节

点 p的质量, Mz为网格 z的质量. 定义单个网格的
总能量Ez = Mzez +

∑
p

Mz
pu

2
p/2, 其中

∑
p

为 z网

格所有节点的和.
全离散总能量的守恒性, 内能方程中速度应用
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到动量离散中的两个速度的平均. 即

Mp

un+1
p − un

p

∆tn+1/2
=

∑
z

fp
z ,

Mz
en+1
z − enz
∆tn+1/2

=
∑
p

fz
p ·

un+1
p + un

p

2
.

注意到单步时间离散, 格式不稳定, 因此
Shashkov等在时间方向离散采用预估 -校正的方
法实现格式的稳定性, 关于该格式守恒性证明及边
人工黏性、沙漏黏性等设计的进一步了解可参见文

献 [2—6].
当计算问题为多个物质区时, 可以在每一个物

质区内部采用Shashkov的自相容拉氏格式, 而在
物质间使用滑移算法进行处理. 滑移线算法可分
为运动学滑移算法和力约束滑移算法. 算法的主
要步骤有: 1)接触搜索, 2)接触和分离条件, 3)接
触力的计算. 本文讨论运动学滑移算法, 该将滑移
线两侧分为主侧 (或主区)和从侧 (或从区), 将从点
(滑移线上属于从侧的点)的质量、作用力按一定原
则施加到相应的主点 (滑移线上属于主侧的点)上,
然后计算主点速度, 而从点的法向速度用主点的法
向速度插值得到, 从点的切向速度由从区网格结合
标准的计算格式 (如有限体积格式)得到, 主体思想
是Wilkins在文献 [7]中提出, 其本质是Wilkins有
限体积格式在非匹配网格上实现, 并允许接触面之
间有不同的切向速度.

首先主体程序中, 对于非滑移上点, 利用相容
性格式计算网格节点加速度、速度. 为方便起见, 统
一将预估 -校正步的时间上标写为n+1, n. 在下面
表达式中, 设α为非滑移上点, 则

un+1
α = un

α +
Fα,x

mα
∆t = un

α + (∆u)nα,

vn+1
α = vnα +

Fn
α,r

mα
∆t = vnα + (∆v)nα, (7)

其中aα =

(
Fα,x

mα
,
Fα,r

mα

)
为节点加速度, Fα =

(Fα,x, Fα,r)为节点作用力, ∆Un
α = ((∆u)nα, (∆v)nα)

为节点速度增量, mα为节点质量, ∆t为时间步长;
节点作用力和节点质量由相容性格式得到.

假设 tn时刻α−, α, α+为滑移线上的主点, β1,
β2为从点, 上面为从侧, 下面为主侧, 如图 1所
示. 在主侧和从侧分别使用隅角力合成公式

fp =
∑
z

fp
z , 计算节点力Fα,主, Fβ1,从, Fβ2,从和

节点质量mα,主, mβ1,从, mβ2,从, 则利用 “参数分配

法”得到主点α的合成节点加速度为

aα =
Fα,主 + fβ1

Fβ1,从 + fβ2
Fβ2,从

mα,主 + fβ1
mβ1,从 + fβ2

mβ2,从

, (8)

其中, fβ1
, fβ2

为从点β1, β2对主点α节点力和节

点质量贡献的份额, 如 fβ1 =
1

2

|α−β1|
|α−α|

, 或其他比

例因子, 如由节点在网格中心连线上的投影长度得
到的比例因子.

α-

α

α+

β1 β2

图 1 (网刊彩色) 简单滑移线示意图

Fig. 1. (color online) Simple example for sliding surface.

则主点速度为

Un+1
α = Un

α +∆tna=
αU

n
α +∆Un

α ,

其中U = (u, v). 下面求从点速度, 设点α处的滑

移线单位法向量为n = (nx, nr)
T, 单位切向量为

τ = (τx, τr)
T = (−nr, nx)

T, 对于从点β1的切向

速度有

un+1
β1,τ

= Un
β1

+∆tn
Fβ1,从

mβ1.从

· τ

= Un
β1

+∆Uβ1,从n · τ .

β1的法向加速度由主点α−与α的法向速度插

值得到

un+1
β1,n

= (1− fβ1
)Un+1

α · n+ fβ1
Un+1

α · n.

所以从点β1的速度为un+1
β1

vn+1
β1

 =

τx τr

nx nr

−1 un+1
β1,τ

un+1
β1,n


=

nr nx

nx −nr

un+1
β1,τ

un+1
β1,n

 .

从点β2的速度由切向和法向速度类似获得.
对于多个从点属于同一主线段, 从点对主线段

的两个主点的作用力和节点质量的施加类似于 (8)
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式, 即

aα =

Fα,主 +

Kα−∑
j=1

fβj
Fβj ,� +

Kα+∑
j=1

fβj
Fβj ,�

mα,主 +

Kα−∑
j=1

fβjmβj ,� +

Kα+∑
j=1

fβjFβj ,�

,

其中, Kα−, Kα+分别为主线段α−α和αα+的从

点数. 上面给出了Wilkins滑移线算法的主体思想,
进一步描述参见 [7—11].

Wilkins滑移算法中, 由于采用分配与插值的
原则进行速度与加速度的计算, 很难分析耦合
Shashkov自相容格式后的总能量守恒性, 国内外
还未见带滑移算法的总能量守恒拉氏格式的相关

文章.
本文将结合自相容格式, 分析滑移线的接触

间断条件, 引进 “接触力”概念, 利用 “接触力做功”
想法, 结合全局或局部修正构造守恒型滑移线算
法, 以改进拉氏流体计算的守恒性, 提高多介质大
变形问题的数值模拟能力. 由于在Shashkov自相
容格式设计中边人工黏性是格式设计中的一个重

要组成部分, 因此有必要研究滑移算法中从区网格
边人工黏性对滑移线主点的施加. 本文采用MIN,
MAX函数方式研究了Wilkins滑移算法中的施加
方法, 减少传统算法的分支判断.

2 边人工黏性力对主点施加算法

在下面的滑移线图示中, 将主、从滑移线分离
显示, 以便能清楚描述. 设一主网格Z的主点为

L,M , 在滑移线上的顺序为L到M . 主点L所属

从网格为Z1, 主点M所属从网格为Zs, s > 1, 当
s = 1时, 主点L,M属于同一个从网格. 目的是将
从点所在从网格的边人工黏性力施加到主点. 首
先考查从网格Z1的从点 i, k边人工黏性力对主点

L,M法向力的施加, 由于L属于Z1, 则主线段LM

的中点 c可能情形如图 2所示.
从点 i对主点L的边人工黏性力的施加为

αZ1
1 (fZ1

edge,i · nL,M )nL,M , 其中

αZ1
1 =

[
min

(
ic · ei,k,

1

2
|ik|

)
− min

(
iL · ei,k,

1

2
|ik|

)]
×
(
1

2
|ik|

)−1

.

从点 i对主点M的边人工黏性力的施加为

αZ1
2 (fZ1

edge,i · nL,M )nL,M , 其中

αZ1
2 =

[
min

(
im · ei,k,

1

2
|ik|

)
− min

(
ic · ei,k,

1

2
|ik|

)]
×
(
1

2
|ik|

)−1

.

从点 k对主点L的边人工黏性力的施加为

αZ1
3 (fZ1

edge,k · nL,M )nL,M , 其中

αZ1
3 =

[
min

(
kL · ek,i,

1

2
|ik|

)
− min

(
max(kc · ek,i, 0),

1

2
|ik|

)]
×
(
1

2
|ik|

)−1

.

从点 k对主点M的边人工黏性力的施加为

αZ1
4 (fZ1

edge,k · nL,M )nL,M , 其中

αZ1
4 =

[
min

(
max(kc · ek,i, 0),

1

2
|ik|

)
− min

(
max(kM · ek,i, 0),

1

2
|ik|

)]
×
(
1

2
|ik|

)−1

.

在上面的表达式中, ei,k表示线段 ik的单位法

向量, ek,i = −ei,k, ic · ei,k表示向量 ic在eik方向

上的投影长度, nL,M表示线段LM的单位外法向

量, fZ1

edge,i为节点 i在从网格Z1的边人工黏性力,
其余量类似. 当 s > 2, 考查从网格Z2所在从点k, j

对主点L,M边人工黏性力的施加, 见图 3所示.

L M

i k i k

ki

c L M

ML

c

c

Z1 Z1

Z1

图 2 主网格Z1所属第一从网格从点对L,M 边人工黏

性力施加示意图

Fig. 2. First slave mesh Z1 for master point L, M .
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k
j

k
j j

k

k j k j

Z2 Z2 Z2

Zs

Z2Z2

⊲ ⊲ ⊲

ML

LLL

L

M M M

M

图 3 主网格Z2所属第二从网格从点对L, M 边人工黏性力施加示意图

Fig. 3. Second slave mesh Z2 for master point L, M .

从点 k对主点L的边人工黏性力的施加为

αZ2
1 (fZ2

edge,k · nL,M )nL,M , 其中

αZ2
1 =

min
(

max(kc · ek,j , 0),
1

2
|kj|

)
1

2
|kj|

.

从点 k对主点M的边人工黏性力的施加为

αZ2
2 (fZ2

edge,k · nL,M )nL,M , 其中

αZ2
2 =

[
min

(
km · ek,j ,

1

2
|kj|

)
− min

(
max(kc · ek,j , 0),

1

2
|kj|

)]
×
(
1

2
|kj|

)−1

.

从点 j对主点L的边人工黏性力的施加为

αZ2
3 (fZ2

edge,j · nL,M )nL,M , 其中

αZ2
3 =

[
min

(
jL · ej,k,

1

2
|kj|

)
− min

(
max(jc · ej,k, 0),

1

2
|kj|

)]
×
(
1

2
|kj|

)−1

.

从点 j对主点M的边人工黏性力的施加为

αZ2
4 (fZ2

edge,j · nL,M )nL,M , 其中

αZ2
4 =

[
min

(
max(jc · ej,k, 0),

1

2
|kj|

)
− min

(
max(jM · ej,k, 0),

1

2
|kj|

)]
×
(
1

2
|kj|

)−1

.

在上面的表达式中, 向量定义类似于从网格
Z1所在从点对L, M主点边人工黏性力施加时的

定义. 从网格Z3,· · · , Zs所在从点对主点L, M的

边人工黏性力类似. 从上面的力的附加方式中可以
看出, 当主、从点一一匹配时, 上述边人工黏性的施
加等价于标准的有限体积积分得到的离散公式.

3 守恒滑移线设计

为描述问题方便, 设所有网格集合为Ω, 包
含从点的网格集合为Ωs, 包含主点的网格集合为
Ωm, 其余网格集合为Ωn; 所有节点集合为Λ, 从
点集合为Λs, 主点集合为Λm, 其余节点集合为Λn.
满足如下关系式:

Ω = Ωn +Ωs +Ωm,

Λ = Λn + Λs + Λm.

假定无外边界做功、无外源情形, 离散形式的
总能量守恒为 (对于预估 -校正步做两次)

En+1 :=
∑
z∈Ω

Mze
n+1
z +

∑
p∈Λ

1

2
Mp|vn+1

p |2

=
∑
z∈Ω

Mze
n
z +

∑
p∈Λ

1

2
Mp|vn

p |2 =: En.

将n+ 1时刻的总能量改写为∑
z∈Ω

Mze
n+1
z +

∑
p∈Λ

1

2
Mp|vn+1

p |2

=
∑
z∈Ωn

Mze
n+1
z +

∑
p∈Λn

1

2
Mp|vn+1

p |2

+
∑
z∈Ωs

Mze
n+1
z +

∑
p∈Λs

1

2
Mp|vn+1

p |2

+
∑

z∈Ωm

Mze
n+1
z +

∑
p∈Λm

1

2
Mp|vn+1

p |2.

我们总假定, 除主、从滑移界面处节点速度及
网格的内能外, 其他节点速度和网格内能计算正
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确. 因此在n+ 1时刻, 主、从界面处总能量应该为

En+1
slide = En −

( ∑
z∈Ωn

Mze
n+1
z

+
∑
p∈Λn

1

2
Mp|vn+1

p |2
)
.

总能量守恒为En+1 = En +

∫ tn+1

tn

∮
∂

b · nds,

一般地由于滑移线的存在, 守恒性难以得到保证.
在守恒滑移算法设计中, 我们需有两个前提条件:
1)非滑移点, 即普通计算点采用相容格式进行离
散; 2)已有Wilkins类型的滑移线算法或其他算法
是正确的.

因此我们守恒滑移的总体思想是, 假定滑移点
的速度 (加速度、位移)已正确得到. 而在滑移线两
侧, 从区、主区网格的内能计算有待修正, 以满足总
能量守恒. 首先介绍主、从点一致匹配时, 力的分解
方法, 对节点p, 设对应p, s为从点, p,m为主点, 由
牛顿第二定律得到的公式为 (4)式.

Mp
dvp

dt = fp,

其中, fp为包含节点 p的四个网格相应隅角力得到

(也可用迴路积分得到)的节点力, fp =
∑
z

fp
z . 将

(4)式分解为如下两式 [10]:

Mp,s
dvp

dt = fp,s + gp,s, (9)

Mp,m
dvp

dt = fp,m + gp,m, (10)

其中, fp,m =
∑

z∈Ωm

fp
z , fp,s =

∑
z∈Ωs

fp
z 为主、从点

分别在主、从区网格的隅角力之和; Mp,m, Mp,s

为主、从点的节点质量, 且Mp,m =
∑

z∈Ωm

mp
z,

Mp,s =
∑
z∈Ωs

mp
z, Mp = Mp,m + Mp,s; gp,m, gp,s

为接触力, 且gp,m = −gp,s. 注意到节点 p的速度

唯一性, 则由上面的关系式不难得到

gp,m = −gp,s =
Mp,sfp,m −Mp,sfp,m

Mp,s +Mp,m
.

因此上述的分解满足, 动量守恒, 接触力做功
和为 0. 我们将利用此思想结合内能校正, 构造守
恒滑移算法.

定义与主、从界面Λs和Λm相邻点集合为Λs′

和Λm′ , 如图 4所示, 其中, Λs′ ⊂ Λn, Λm′ ⊂ Λn.

Λs'

z1 z2

p

Λm'

Λs

Λm

图 4 主、从界面相邻点集合示意图

Fig. 4. the point set near the master, slave interface.

假定滑移线两侧的内能计算使用如下两式:

Mz(e
n+1
z − enz )/∆t

= −
∑
p∈Λs

(fz
p )

n+1∗ · 1
2
(vn+1

p + vn
p )

−
∑

p∈Λs′

fz
p · 1

2
(vn+1

p + vn
p ), (11)

Mz(e
n+1
z − enz )/∆t

= −
∑

q∈Λm

(fz
q )

n+1∗ · 1
2
(vn+1

q + vn
q )

−
∑

q∈Λm′

fz
q · 1

2
(vn+1

q + vn
q ), (12)

其中 (fz
q )

n+1∗, (fz
p )

n+1∗为滑移线上假想满足总能

量守恒的隅角力. 对上述两式分别在从网格、主网
格上求和有∑

z∈Ωs

Mz(e
n+1
z − enz )/∆t

= −
∑
z∈Ωs

∑
p∈Λs

(fz
p )

n+1∗ · 1
2
(vn+1

p + vn
p )

−
∑
z∈Ωs

∑
p∈Λs′

fz
p · 1

2
(vn+1

p + vn
p ),∑

z∈Ωm

Mz(e
n+1
z − enz )/∆t

= −
∑

z∈Ωm

∑
q∈Λm

(fz
q )

n+1∗ · 1
2
(vn+1

q + vn
q )

−
∑

z∈Ωm

∑
q∈Λm′

fz
q · 1

2
(vn+1

q + vn
q ).

上 面 两 式 中, 影 响 守 恒 性 的 两 个

表 达 式 为
∑
z∈Ωs

∑
p∈Λs

(fz
p )

n+1∗ · 1
2
(vn+1

p + vn
p ),∑

z∈Ωm

∑
q∈Λm

(fz
q )

n+1∗ · 1
2
(vn+1

q + vn
q ), 进一步利用

接触力的思想, 可以写成如下表达式:∑
z∈Ωs

∑
p∈Λs

(fz
p )

n+1∗ · 1
2
(vn+1

p + vn
p )
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=
∑
p∈Λs

∑
z∈Ωs

(fp
z )

n+1∗ · 1
2
(vn+1

p + vn
p )

=
∑
p∈Λs

(fp,s + g∗
p,s) ·

1

2
(vn+1

p + vn
p ),

∑
z∈Ωm

∑
q∈Λm

(fz
q )

n+1∗ · 1
2
(vn+1

q + vn
q )

=
∑

q∈Λm

∑
z∈Ωm

(f q
z )

n+1∗ · 1
2
(vn+1

q + vn
q )

=
∑

q∈Λm

(fq,m + g∗
q,m) · 1

2
(vn+1

q + vn
q ),

其中, fp,s =
∑
z∈Ωs

fp
z , fq,m =

∑
z∈Ωm

f q
z , 为n时刻的

隅角力之和, g∗
p,s, g∗

q,m为接触力. 当点点匹配且一
致时, 类似于一个区计算中, 可令

g∗
p,s = gp,s, g∗

q,m = gq,m,

且有gp,s = −gp,m成立. 容易证明, 内能计算 (11),
(12)式中的隅角力采用fp

z , f q
z 时, 总能量守恒. 在

一般滑移情形下, 内能计算中采用fp
z , f q

z 时, 总能
量将不守恒, 因此需要修正网格的内能.

第一步 首先 (11), (12)式中的隅角力使用
fp
z , f q

z 进行内能更新计算得到

Mz(e
n+1∗
z − enz )/∆t

= −
∑
p∈Λs

fz
p · 1

2
(vn+1

p + vn
p )

−
∑

p∈Λs′

fz
p · 1

2
(vn+1

p + vn
p ),

Mz(e
n+1∗
z − enz )/∆t

= −
∑

q∈Λm

fz
q · 1

2
(vn+1

q + vn
q )

−
∑

q∈Λm′

fz
q · 1

2
(vn+1

q + vn
q ),

得到主、从两侧网格的内能 en+1∗
z .

第二步 计算接触力:

gp,s = Mp,s

vn+1
p − vn

p

∆t
− (fZ1

p∈Λs + fZ2
p∈Λs),

gq,m = Mq,m

vn+1
q − vn

q

∆t
− (fZ1

q∈Λm + fZ2
q∈Λm).

第三步 计算内能修改量:

econtact =
∑
p∈Λs

gp,s ·
1

2
(vn+1

p + vn
p )

+
∑

q∈Λm

gq,m · 1
2
(vn+1

q + vn
q ).

第四步 主、从两侧网格内能修正:
如果 econtact = 0, 则总能量守恒. 主、从两侧

网格内能不修正, en+1
z = en+1∗

z .
如果 econtact ̸= 0, 则修正主、从两侧网格的

内能.
方式一 整体修正, 修正内能为

en+1
z∈Ωs∪Ωm = en+1∗

z∈Ωs∪Ωm −
en+1∗
z∈Ωs∪Ωm∑

j∈Ωs∪Ωm

en+1∗
j

econtact,

由于 econtact在每一计算步中相对总内能是一个小

量, 一般不会破坏内能的非负性. 如果原来滑移线
算法保持对称性, 则整体修正方法仍保持对称性.

方式二 局部修正, 以主点为基准, 对每一主
点 q所在主区两个网格的主边的中点 qL, qR, 判断
哪些从点属于 qLqR, 记为Sq, 如果Sq = ϕ, 则记录
下 q所属从区网格Ωq,s, 对于Sq ̸= ϕ, 记录下Sq所

属的从区网格, 不妨也定义为Ωq,s. 记 q点所属主

区网格为Ωq,m. 如图 5所示, 则与 q点相关的主、从

点接触力做功为

eq,contact

=
∑
p∈Sq

gp,s ·
1

2
(vn+1

p + vn
p ) + gq,m · 1

2
(vn+1

q + vn
q ).

q

Zm,1 Zm,2

p1 p2

Zs,1 Zs,2 Zs,3

q

Zm,2
Zm,1

Zs,1

(a)

(b)

图 5 (a) Ωq,m = {Z1,m, Z2,m}, Sq = ϕ, Ωq,s =

{Z1,s}; (b) Ωq,m = {Z1,m, Z2,m}, Sq ̸= ϕ, Ωq,s =

{Z1,s, Z2,s, Z3,s}
Fig. 5. (a) Ωq,m = {Z1,m, Z2,m}, Sq = ϕ, Ωq,s =

{Z1,s}; (b) Ωq,m = {Z1,m, Z2,m}, Sq ̸= ϕ, Ωq,s =

{Z1,s, Z2,s, Z3,s}.
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对每一个Z ∈ Ωq,m ∪ Ωq,s的网格进行内

能修正

ez = ez −
ez∑

j∈Ωq,s∪Ωq,m

ej
eq,contact.

在上面的接触力做功分解中, 满足完备性,∑
q∈Λm

eq,contact

=
∑

q∈Λm

∑
p∈Sq

gp,s ·
1

2
(vn+1

p + vn
p )

+ gq,m · 1
2
(vn+1

q + vn
q )

=
∑
p∈Λs

gp,s ·
1

2
(vn+1

p + vn
p )

+
∑

q∈Λm

gq,m · 1
2
(vn+1

q + vn
q ).

所以局部修正后, 满足总能量守恒.
下面将证明局部修正满足对称性要求. 首先假

定主、从区所在物质块分别按等角度划分, 原滑移
线算法得到的速度满足对称性要求, 则由

gp,s = (fp∈Λs)
n+1 − (fZ1

p∈Λs + fZ2
p∈Λs),

gq,m = (fq∈Λm)n+1 − (fZ1
q∈Λm + fZ2

q∈Λm).

定义的接触力也满足对称性要求. 用局部修正
方法时, 对每一个主点相应修改的网格Ωq,m ∪Ωq,s

的个数固定, 且 eq,contact为同一值, 因此对内能的
修正保持对称性.

4 数值模拟与算法验证

我们编制了基于TVD自相容守恒型格式 [12]

的两物质区相互作用的弹塑性流体力学程序 (程序
A, Code A),并进行了相关Benchmark数值模拟测
试和算法的验证, 由于篇幅所限, 下面仅给出 3个
算例.

算例1 Sod激波管问题是初始间断的分解问
题, 在一无限长管道中, 在x = 0处的右边是高压

气体, 左边时低压气体, 在初始时刻处于静止状态,
两者之间用薄膜隔离. t = 0时刻薄膜破裂, 形成向
左激波和向右稀疏波. Sod问题初值为

(ρ, u, p)左 = (1.0, 0, 1),

(ρ, u, p)右 = (0.125, 0, 0.1).

状态方程使用理想气体, 多方指数γ = 1.4. 考
查守恒滑移算法在非匹配网格下的计算, 初始网

格为: 第一物质区 50 × 13, 第二物质区 50 × 25, 如
图 6 ; 计算到 t = 0.4时刻网格整体图及局部放大

图, 见图 7和图 8 .

x

y

-0.8 -0.4 0 0.4 0.8



⊲

⊲

⊲

图 6 (网刊彩色) 程序A, 初始网格图

Fig. 6. (color online) Initial mesh for code A.

x

y

֓⊲ ֓⊲  ⊲ ⊲

0

0.2

0.4

0.6

图 7 (网刊彩色) 程序A, 计算到 t = 0.4时的网格图

Fig. 7. (color online) The mesh at t = 0.4 using code A.

x

y

֓⊲ ֓⊲ ֓⊲ ֓⊲ ֓⊲

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

图 8 (网刊彩色) 程序A, 计算到 t = 0.4时的局部网格图

Fig. 8. (color online) The local mesh at t = 0.4 using code A.

总能量修正后, 相对误差 (Et − E0)/E0如

图 9 (a), 可以看到在本算例中, 可以做到完全守
恒. 图 9 (b)是经典二维有限元程序FEM2D计算的
总能量相对误差.

图 10给出用程序A计算到 t = 0.4时刻的速

度、密度、压力图.
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conservative slide relative error 

0.3

FEM2D CODE NO conservative slide 
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图 9 (a) 程序A总能量相对误差; (b) 无守恒校正程序FEM2D总能量相对误差

Fig. 9. (a) The relative error with conservative correct using code A; (b) the relative error without conservative correct.

(a) (b) (c)conservative slide conservative slide conservative slide
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ρ

֓⊲ ֓ ֓⊲  ⊲  ⊲
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-0.4

-0.2

0

0.2

图 10 (网刊彩色) 程序A计算到 t = 0.4时的速度、密度、压力

Fig. 10. (color online) the velocity, density, pressure at t = 0.4 using code A.

算例2 在柱坐标系下, 考虑一维球对称Noh
问题. 初始条件为u0 = u(r, 0) = −1, ρ0 =

ρ(r, 0) = 1, e0 = e(r, 0) = 0, p0 = p(r, 0) =

0(0 6 r 6 1); 内边界条件为x(r0 = 0, t) ≡ 0,
外界面为自由面. 当反射激波未到达外界面时,
x(r0 = 1, t) ≡ 1. 状态方程使用理想气体, 绝热指
数γ = 5/3, 激波速度为D = 1/3, 激波波后精确解
为u+ = 0, ρ+ = 64, e+ = 0.5, p+ = 64/3, 激波到
达外界面时刻为 tc = 0.75, 因此在 t = 0.6时刻, 外
界面在理论上还是未扰动自由面边界, 保持原来的

初始速度−1.
计算条件为: 分两个物质区, 半径区间分别为

[0, 0.4], [0.4, 0.6]; 网格数分别为 11 × 20, 15 × 30,
CFL条件数为 0.5, 计算终止时刻 t = 0.6. 图 11 (a)
为初始网格, (b)为程序A计算到 t = 0.6时刻的网

格图, (c)为总能量相对误差, 图 12密度、速度、压
力分布. 可以看出程序A所使用的自相容守恒滑移
算法是完全守恒的. 从 t = 0.6时刻的网格图, 还可
以看出自相容守恒滑移算法的计算结果保持了对

称性以及较为准确地捕捉了激波位置.

R

Z

0 0.2 0.4



⊲

⊲

⊲

⊲

⊲

t

e
rr
o
r/
1
0
-
1
2

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

R

Z

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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0
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1.0

图 11 (网刊彩色) 程序A计算 (a) 初始网格; (b) t = 0.6时刻网格图; (c) 总能量相对误差

Fig. 11. (color online) the mesh of different time at (a) t = 0 and (b) t = 0.6 and (c) the relative error of total engergy.
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图 12 (网刊彩色) 程序A计算到 t = 0.6, (a) 密度; (b) 速度; (c) 压力

Fig. 12. (color online) The numerical result of (a) density, (b) velocity and (c) pressure at t = 0.6.
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图 13 (网刊彩色) (a) t = 0时刻网格及构型; (b) t = 2 µs压力及局部网格图; (c) 相对误差

Fig. 13. (color online) (a) the mesh and configuration at t = 0; (b) the pressure and mesh at t = 2 µs; (c) the relative error

算例 3 如图 13 (a)初始构型的铝飞片以
2 km/s的速度撞击带一定弧度的钽靶, 采用弹塑性
模型, 状态方程使用格留乃森状态方程. 图 13 (b)
为计算 2 µs压力及网格局部放大图, 图 13 (c)为总
能量相对误差随时间变化图. 可以看出数值模拟结
果保持了对称性及总能量守恒.

5 结 论

本文利用拉氏相容性格式和Wilkins滑移线算
法, 定义 “接触力”以及 “接触力做功”, 然后利用局
部修正内能的方法达到总能量守恒. 该修正方法可
保证一维对称性及总能量的守恒性, 同时提高了数
值模拟的准确度.
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Abstract
The Lagrangian hydrodynamics algorithm using staggered mesh is one of the most important algorithms for engi-

neering design and science computing. Some questions need to use the conservative scheme. Shashkov gave the idea how
to get conservation with a material. He defined the conservative scheme to be a compatible algorithm. When we perform
a numerical simulation with two or more materials, we should use sliding line or contact-impact algorithm. In this
case, the Wilkins algorithm is used mostly. But this algorithm is not conservative. This paper presents a conservative
method for sliding line based on the compatible Lagrangian hydrodynamics algorithm and Wilkins sliding algorithm.
The conservation of total energy can be got by the local modification through the idea of contact force and contact work.
This method can ensure the symmetric property and conservative property, and improve the numerical accuracy. In this
paper, we give the detail in how to design the conservative sliding algorithm and how to impose the slave’s edge artificial
viscosity. We also gave some numerical simulations to prove that our scheme is right and useful.
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