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干斜压大气拉格朗日原始方程组的半解析解法和

非线性密度流数值试验∗

郝世峰† 楼茂园 杨诗芳 李超 孔照林 裘薇

(浙江省气象台, 杭州 310017)

( 2015年 4月 14日收到; 2015年 5月 11日收到修改稿 )

以差分方程代替微分方程给大气原始方程组求解带来了诸多难以解决的问题, 对于 (半)拉格朗日模式来
说质点轨迹的计算与Helmholtz方程的求解是两大难题. 本文通过对气压变量代换, 并在积分时间步长内将
原始方程组线性化, 近似为常微分方程组, 求出方程组的半解析解, 再采用精细积分法求解半解析解. 半解析
方法可同时计算风、气压和位移, 无需求解Helmholtz方程, 质点的位移采用积分风的半解析解得到, 相比采
用风速外推的计算方法, 半解析方法更科学合理. 非线性密度流试验检验表明: 半解析模式能够清晰地模拟
Kelvin-Helmholtz 切变不稳定涡旋的发生和发展过程; 模拟的气压场和风场环流结构与标准解非常相似, 且
数值解是收敛的, 同时, 总质量和总能量具有较好的守恒性. 试验初步证明了采用半解析方法求解大气原始
方程组是可行的, 为大气数值模式的构建提供了一个新的思路.

关键词: 大气原始方程组, 半解析解, 精细积分, 密度流
PACS: 47.11.–j, 92.60.Wc DOI: 10.7498/aps.64.194702

1 引 言

有限差分方法和谱方法是构建数值预报模式

动力框架的两大类别, 在数值天气预报和大气环流
数值模式发展的进程中, 曾先后成为发展的主流.
当前国际上的主要业务或研究中心绝大多数采用

全球谱模式, 但随着模式分辨率的提高, 以及谱模
式自身固有缺陷, 目前, 数值模式的发展又转向了
有限差分模式 [1]. 除了这两大类别外, 中国学者辜
旭赞等提出了双三次模式的动力框架, 通过对空间
大气物理量场做双三次曲面拟合, 对大气原始方程
组作二阶非线性近似求解 [2,3]. 无论是差分方法还
是谱方法等, 其归根揭底是要求解大气原始微分方
程组 (Navier -Stokes equations), 众所周知, 该方程
组目前无法求得解析解, 但这并不代表不存在近似

解析解. 传统的差分方法对物理量在空间和时间上
离散, 用差分代替微分, 这给方程的求解带来了一
些难以解决的问题, 对于 (半)拉格朗日 (Lagrange)
模式来说, 质点轨迹计算是一大问题, 只能采用风
速外推的计算方法 [4−6], 中国的Grapes模式也是
采用了风速外推的方法 [7]. 虽然Staniforth等 [8,9]

及Wood等 [10]提出了改进方案, 采用质点的起点
与终点的平均速度计算位移, 但显然对非线性运动
来说理论上不完善. 此外, 另一大问题是, 虽然 (半)
拉格朗日模式可采用大时间步长, 但必须求解超大
型Helmholtz方程, 需要几百甚至上千次迭代求解,
耗费掉大量计算时间, 使得计算效率并没有太大的
优势 [7].

导致以上两大问题的根源与求解原始方程时

采用了时间差分方案有关, 那么积分数值模式时

∗ 公益性行业 (气象)科研专项基金 (批准号: GYHY201306010)、国家自然科学基金青年科学基金 (批准号: 41405047)和国家科技重
大专项 (批准号: 2012ZX07101-010)资助的课题.

† 通信作者. E-mail: shifenghao@aliyun.com

© 2015 中国物理学会 Chinese Physical Society http://wulixb.iphy.ac.cn

194702-1

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn
http://dx.doi.org/10.7498/aps.64.194702
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 64, No. 19 (2015) 194702

是否一定要采用时间差分方案呢? 对于这一问题,
钟万勰早在 1993年就提出了精细积分法, 即采用
半解析解的时程积分方法. 精细积分法在空间上
采用差分格式, 时间坐标采用微分, 求得微分方程
组的半解析解 (近似解析解), 再采用时间逐步积
分半解析解的方法得到微分方程的数值解. 钟万
勰等 [11,12]利用精细积分法研究了 “对流－扩散”
方程的数值积分问题, 证明了该方法不但计算精
度高, 而且计算无条件稳定. 孙建强等 [13]通过求

解Burgers方程表明, 精细积分法在计算精度上和
Runge-Kutta法表现相同的特性, 但稳定性具有明
显的优势. 采用半解析解的精细积分法在很多领
域得到了广泛的研究和应用. 富明慧等研究了时
变动力系统的摄动法求解 [14]; 吕和祥等 [15,16], Fan
等 [17]基于精细积分法提出了非线性动力方程的数

值求解方法; 谭述君等系统地研究了非线性方程
的Duhamel项的精细积分方法 [18]. 在数值模拟方
面, 王润秋等采用三维任意差分精细积分法实现了
塔里木地震波的正演模拟 [19]; Duan等基于精细积
分法开展了三维弹性波的数值模拟 [20]; Han等 [21],
Shi等 [22]基于半解析的精细积分方法开展了电磁

波的数值模拟. 此外, 在两点边值问题 [23]、病态方

程组求解问题 [24]及地球引力场的误差估算等 [25]

方面也有广泛的应用.
半解析解法在数值天气预报模式领域的应用

还少见报道. Liu等基于准位涡方程的半解析解
建立了半解析模式, 研究了Rossby波的传播问题,
得到了和正压模式非常相似的结果 [26]. 郝世峰等
研究了半拉格朗日模式正压原始方程风的半解析

解法, 质点位移通过积分半解析解求得. 结果表
明半解析解比差分解具有明显的优势 [27]. 如何将
半解析解法应用于斜压原始方程, 并且避免求解
Helmholtz方程, 本文做了一些尝试性的研究工作,
并开展了非线性密度流数值试验及守恒性检验 [28].
密度流试验是验证非静力模式的标准理想场试

验, 可检验模式对非线性流的精细尺度和瞬变特
征的模拟能力. 美国的中尺度模式, 中国的Grapes
模式等均将密度流试验作为一个标准检验 [29−31].
Straka等给出了各种分辨率条件下非线性密度流
试验结果, 并给出了标准解 [32], 本文将引用此标准
解对半解析模式的模拟能力和数值解的收敛性进

行验证.

2 干斜压大气Lagrange原始方程组
的半解析解及精细积分法

2.1 干斜压大气Lagrange原始方程组的
半解析解

直角坐标系下不含水汽的干斜压大气La-
grange原始方程组为

du
dt = fv − fφw − Cpθ

∂Π

∂x
,

dv
dt = −fu− Cpθ

∂Π

∂y
,

dw
dt = fφu− Cpθ

∂Π

∂z
− g,

dΠ
dt = − Π

α− 1

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z

)
,

dθ
dt = 0.

(1)

上式中Exner气压Π = (p/p0)
α−1; p为气压; 参考

气压 p0 = 100000.0 kg·m−1·s−2; α = Cp/Rd; 空
气定压比热Cp = 1004.0 J·kg−1·K−1; 干空气气体
常数Rd = 287.0 J·kg−1·K−1; 位温 θ; f = 2Ωsinφ;
fφ = 2cosφ; 地球自转角速度Ω = 7.272 × 10−5

s−1; 纬度φ; 重力加速度 g = 9.81 m·s−2.
相比Euler形式的方程组, 建立在移动流体单

元上的Lagrange方程组没有非线性平流项, 这给
方程组的近似求解带来了便利. 由于移动的干
气块单元具有位温守恒的基本属性 (dθ/dt = 0),
因此只需求解其余的 4个变量. 作变量代换, 令:
ψ2 = Π, 代入 (1)式, 并写为矩阵形式, 得非齐次微
分方程组:

dV
dt = LV +G, (2)

其中向量: V = (u, v, w, ψ)T; G = (0, 0,−g, 0, )T;
矩阵L 为

L =



0 f −fφ −2Cpθ
∂ψ

∂x

−f 0 0 −2Cpθ
∂ψ

∂y

fφ 0 0 −2Cpθ
∂ψ

∂z

0 0 0 − D

2(α− 1)


.

散度项

D =
∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z
.
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矩阵L左上的三阶矩阵块为反对称矩阵, 因此
科氏力与质点速度正交, 不做功. 在球坐标系下依
然为反对称矩阵, 只是增加了曲率项而已. 如果L

为常系数矩阵则方程 (2)为简单的线性常微分方程
组, 可求解析解. 问题的关键是必须把L在一定条

件下合理近似为常系数矩阵. 为此, 将时间轴划分
为等∆t间隔的n个时间层, 如∆t足够的小, 在两
个相邻时间节点区间内L可近似为常数矩阵, 即按
照传统的方法, 在第n时间节点处将L“ 冻结”, 表
示为Ln, 符号下标n表示时间层. 当然, 如采用隐
式格式取Ln+1/2 = 0.5(Ln+1 +Ln)可能更为合理,
但需要迭代法求解, 可在以后的研究中考虑. Ln

矩阵内的散度项和ψ的梯度项需要通过差分方法

计算. 在∆t区间内求解微分方程 (2)得半解析解:

V (τ) = eLnτVn + ( eLnτ − I)L−1
n G,

0 6 τ 6 ∆t, (3)

其中I为单位矩阵, eLnτ为待求的指数矩阵. 矩阵
Ln有两个实特征根和两个虚特征根, 分别为{

x0 = 0, x1 = − D

2(α− 1)
, x2 = −x3 = 2Ω i

}
.

(4)

求得指数矩阵的解析式:

eLnτ = a0(τ)I + a1(τ)Ln + a2(τ)L
2
n

+ a3(τ)L
3
n, (5)

其中,

a0(τ) = ex0τ = 1, (6)

a1(τ) =
1

x21 + x22

[
x22
x1

( ex1τ − 1)

+ x1(cosx2τ − 1) +
x21
x2

sinx2τ
]
, (7)

a2(τ) =
1− cosx2τ

x22
, (8)

a3(τ) =
1

x21 + x22

[
1

x1
( ex1τ − 1)

+
x1
x22

(cosx2τ − 1)− 1

x2
sinx2τ

]
. (9)

以上是在Ln没有重特征根的情况下 eLnτ的

解析式, 有重根情况下不再详述. 方程 (3)的解为

V (τ) = (a0Vn + a1G) +Ln(a1Vn + a2G)

+L2
n(a2Vn + a3G) +L3

na3Vn,

0 6 τ 6 ∆t. (10)

对 (10)式时间积分可得位移的半解析解.

2.2 半解析解的精细积分算法

虽然 (10)式是 (3)式的准确数学解析式, 但
由于特征根x1和x2的量级很小, 所以函数ai(τ),
i∈[0, 3]的计算过程中存在两小量相除的问题, 很
容易引起较大的计算误差. 因此 (10)式在实际计算
时很难使用. 钟万勰等提出的指数矩阵的精细积分
法目前是最好的解决办法, 简述如下.

将Ln∆t划分成2m等份, m为整数. 根据指数
矩阵性质有

eLn
∆t

2m−1 = eLn
∆t
2m eLn

∆t
2m . (11)

(11)式也称为加法定理. 当m取值足够大, 如
m = 30时, b =

∆t

2m
将变得很小, Lnb接近于零矩

阵, 此时 eLnb用其Taylor展开式的前几项即可精
确求得

eLnb = I +Lnb+
L2

n

2!
b2 +

L3
n

3!
b3. (12)

当然 (12)式的精度可根据需求取更高阶数. 有
了 (12)式的结果, 再利用 (11)式, 则 eLn∆t只需经

过m次矩阵乘法即可精确求得.
对于 (3)式的Duhamel项的精细积分方法

如下.
由于

( eLn
∆t

2m−1 − I)

= ( eLn
∆t
2m + I)( eLn

∆t
2m − I), (13)

可得

( eLn∆t − I)L−1
n

= ( e
Ln∆t

21 + I)( e
Ln∆t

22 + I)( e
Ln∆t

23 + I) · · ·

× ( eLnb + I)( eLnb − I)L−1
n . (14)

当m取足够大时, (14)式的最后两项利用Tay-
lor展开式的前几项即可精确求得

( eLnb − I)L−1
n

= Ib+
L1

n

2!
b2 +

L2
n

3!
b3 +

L3
n

4!
b4. (15)

很显然 (15)式消除了逆矩阵的计算, 这是保证
计算精度的关键一点. 计算 (14)式需要利用到 (11)
式的中间结果, 可与 (11)式同时计算. Duhamel项
只需经过m次矩阵乘法即可求得. 当然, 如果Ln

不是病态矩阵, Duhamel项没有必要采用精细积分
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法计算, 可节省计算时间. 关于精细积分的详细方
法可参考相关文献, 此处不再详述.

2.3 半解析解的地转平衡关系

当大气在静力平衡和地转平衡条件的理想状

态下, 气块将始终维持匀速运动. 通常用平衡流试
验检验模式的地转平衡稳定性能, 从理论上可直接
证明, 大气原始方程组的半解析解满足这一基本物
理性质. 证明如下.

给定初始条件

∂u

∂x
=
∂v

∂y
=
∂w

∂z
= 0 s−1;

|u| > 0 m · s−1; t = 0;

v = w = 0 m · s−1. (16)

初始条件 (16)式给定了无辐散大气条件, 由 (1)式
的连续方程可知

dψ
dt

∣∣∣∣
t=0

= 0. (17)

再假定大气满足静力平衡和地转平衡条件, 则
dV
dt

∣∣∣∣
t=0

= 0. (18)

以上条件给出了定常的纬向平行运动的大气

流场.
将初始条件 (18)代入 (2)式得

G = −LV |t=0 = −L0V0. (19)

将 (19)式代入半解析解 (3)式得

V (τ) = V0, 0 6 τ 6 ∆t. (20)

由于 v = 0.0 m·s−1, 因此质点在同一纬圈上运
动, 且由 (20)式可得速度和气压不变, 因此依然满
足地转平衡和静力平衡, 平衡流不会被破会. 以次
类推采用逐步积分, 平衡流始终维持. 由此可证平
衡流试验对于半解析解来说是自然成立的, 计算精
度只取决于指数矩阵的计算精度, 大量文献证明采
用精细积分法求解指数矩阵具有极高的精度, 此处
不在赘述.

2.4 半解析模式的质点位移计算方法

对于 (半) Lagrange模式来说, 质点的轨迹计
算至关重要, 相当于Euler方程的非线性平流项; 通

常的差分模式采用风速外推的计算方法, 而采用半
解析方法求解则更为合理. 由于{

x, y, z

∣∣∣∣ dx
dt = u,

dy
dt = v,

dz
dt = w

}
, (21)

将方程 (2)增维, 向量V = (u, v, w, ψ, x, y, z)T;
G = (0, 0,−g, 0, 0, 0, 0)T; 矩阵L变为

L =



0 f −fφ −2Cpθ
∂ψ

∂x
0 0 0

f 0 0 −2Cpθ
∂ψ

∂y
0 0 0

fφ 0 0 −2Cpθ
∂ψ

∂z
0 0 0

0 0 0 − D

2(α− 1)
0 0 0

1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0



. (22)

增维后方程的半解析解依然为 (3)式. 很显然
L的行列式值为零, 逆矩阵不存在, 但采用精细积
分方法求解则无需考虑这一点, 并且可同时计算
风、气压和位移.

3 半解析模式设计和非线性密度流数
值试验

3.1 半解析模式设计

半解析模式采用均匀网格, 所有要素均置于同
一格点上, 在每一格点上采用精细积分法求解方
程 (3); 无湍流扩散项, 无地形影响; 上下边界垂直
速度采用齐次边界条件w ≡ 0 m·s−1; 周期侧边界
条件; 矩阵L内的散度项和梯度项采用二阶精度的

中央差计算; 模式采用半拉格朗日方案, 气块在起
始点处的要素值采用Hermit插值方法得到. 由于
采用了气压变量代换, 会产生杂波影响模式计算
稳定性, 因此每积分一步对Π做一次空间高斯 5点
平滑.

3.2 非线性密度流数值试验设计

Straka(1993)的非线性密度流数值试验结果
证明:随模式分辨率逐渐提高密度流的数值解是
收敛的, 当空间分辨率∆x = ∆z 6 100 m时数值
解已经非常相似, 因此通常将分辨率为 25 m的密
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度流数值解作为标准解. 参照Straka的方案, 将
半解析模式限制为二维模式, 无科氏力; x方向取
51.2 km, z方向顶高 64 km. 试验给出空间分辨率
为 50 m和 100 m的两个试验结果, 时间步长满足
∆t = 0.001 s·m−1∆x, 积分时长为 1200 s. 试验结
果对比Straka的标准解验证半解析模式的模拟能
力及收敛性.

首先给定处于平衡状态的静止大气初始场:

u = w = 0 m · s−1,

− Cpθ
∂Π

∂z
− g = −Cpθ

∂Π

∂x
= 0 m · s−2; t = 0,

θ = 300.0 K. (23)

置一个冷泡于静止大气的模式积分区域的中

央, 中心位置xc = 25.6 km, zc = 3.0 km; 冷泡半
径 rx = 4.0 km, rz = 2.0 km; 扰动位温场 θ′如下:

θ′ =

0.0K, β > 1.0,

−7.5K[cos(πβ) + 1.0], β 6 1.0,
(24)

其中,

β =

√(
x− xc
rx

)2

+

(
z − zc
rz

)2

. (25)

在扰动位温场的作用下大气的平衡静止状态被破

坏, 冷泡在重力作用下降落至地面形成涡旋.

3.3 非线性密度流数值试验

非线性密度流试验是检验模式对非线性流

的精细尺度系统和瞬变特征的模拟能力的标准

试验. 密度流是高度非线性流, 它描述了Kelvin-
Helmholtz 切变不稳定涡旋的形成和发展的演变过
程. 图 1为Straka(1993)给出的密度流位温扰动场
θ′的标准解, 空间分辨率为 25 m, 图 2是分辨率为
50 m的半解析模式的 θ′的数值解. 图 2 (a)为冷泡
θ′的初始状态, 模式积分后, 冷泡在重力作用下势
能向动能转换, 形成下沉支气流, 气流到达下边界
之前逐渐加速, 到达下边界后运动受阻并堆积, 形
成水平气压梯度力, 在其作用下, 冷泡主体分成对
称的东、西流向的两支高速运动的气流, 最大风速
接近 39 m·s1. 图 2 (b)显示的是积分至 300 s时东
向气流的 θ′场, 对比标准解图 1 (b)很难区分出二
者的不同. 同时也可以看出, 在冷泡的下边界和前
缘处 θ′等值线密集, 表明密度梯度很大, 具备了产

生Kelvin-Helmholtz涡旋的条件. 初始 θ′场的分布

使得冷泡内各气块单元的势能梯度较大, 使得冷泡
降落至地面后u场和w场产生强列的风切变导致

Kelvin-Helmholtz 切变不稳定, 在切变不稳定强迫
下第一个涡旋逐渐生成并在积分600 s后发展成熟,
同时在冷空气流的前部开始强迫形成第二个涡旋

(图 2 (c)), 与标准解图 1 (c)非常相似. 积分至 900 s
时, 第一个涡旋发展成一个近完美的圆涡, 第二个
涡旋也发展成熟, 第三个涡旋在冷气团前方开始生
成 (图 2 (d)), 与标准解图 1 (d)比较, 无论是涡旋的
位置还是细致结构都非常的接近. 与Straka的模
拟结果一样, 每积分 300 s产生一个涡旋, 但Straka
只模拟了900 s,半解析模式积分至1200 s时第三个
涡旋发展成熟, 第 4个涡旋在冷气团的前部开始产
生, 见图 2 (e). 图 3 (a), (b)是空间分辨率取 100 m
的试验在积分至 600 s和 900 s时的结果, 与图 2对
应的结果非常相近,但图 2更趋近与标准解图 1 ,这
也证明了半解析模式的解是收敛的.

REFC

025 m

000 s

(a)

REFC

025 m

300 s

(b)

REFC

025 m

600 s

(c)

REFC

025 m

900 s

(d)

图 1 Straka(1993)给出的密度流试验的 θ′场在 (a) 0,
(b) 300, (c) 600和 (d) 900 s时的标准参考图解, 空间分
辨率为 25 m. 等值线从零线开始, 间隔 1 K (注:上图为
模式积分区域的下部东向 3/4部分)
Fig. 1. Plots of θ′ at (a) 0, (b) 300, (c) 600 and (d)
900 s for the 25 m resolution reference model solu-
tions given by straka in 1993. Contour interval (CI)
is 1 K and the contours are centred around zero con-
tours (note that only the lower left 3/4 of the domain
is show).

194702-5

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 64, No. 19 (2015) 194702

SAMS

050 m

000 s

(a)

SAMS

050 m

300 s

(b)

SAMS

050 m

600 s

(c)

SAMS

050 m

900 s

(d)

SAMS

050 m

1200 s

(e)

图 2 同图 1 , 但为空间分辨率为 50 m的半解析模式的解
(SAMS), (e)为模式积分至 1200 s时的解.
Fig. 2. Same as Fig 1, but for the 50 m resolution
simi-analytical model solution(SAMS) and plot of θ′

at 1200 s (e).

SAMS

100 m

600 s

(a)

SAMS

100 m

900 s

(b)

图 3 空间分辨率为 100 m的半解析模式 (SAMS)在 (a)
600和 (b) 900 s 时 θ′的解

Fig. 3. Plots of θ′ at (a) 60 and (b) 900 s for the 100
m resolution simi-analytical model solution (SAMS).

Strata(1993)给出了模式积分至 900 s时的气
压扰动场 p′和风场的标准解, 图 4 . 为进一步验证
模式的性能, 图 5 给出了空间分辨率为 50 m的半
解析模式在积分至 900 s时的解. 首先从气压扰
动场来看, 高低中心相间分布, 三个低压中心与 θ′

的涡旋中心完全吻合, 第一个涡旋对应的低压区
最低, 其余两个涡旋的对应的低压区相对要弱很
多. 与Straka给出的结果 (图 4 (a))对比, p′场的结

构非常之相似, 第一个涡旋对应的低压区略高了
1.0 hPa, 第二个涡旋对应的低压区略低了 0.5 hPa,
第三个涡旋对应低压区比较接近. 从气压扰动常
来看, 不用求解Helmholtz方程, 半解析方法也是
可行的. p′场与标准解的差异对u和w场的影响不

大, 对比图 4 (b)和图 5 (b)的u场分布, 三个涡旋的
垂直风切变结构只有细微的差异, 风速大小亦相
近. 图 5 (c)为垂直速度w场, 清晰的反映了三个涡
旋的垂直环流结构, 与标准解图 4 (c)比较, 结构上
是一致的, 但第二个涡旋的上升支气流比标准解略
大, 达到8 m·s−1. 总体来看环流结构的模拟是成功
的, 证明了半解析模式具有模拟强非线性流的能力
的. 造成半解析模式的模拟结果与标准解差异的原
因是多方面, 如梯度项的差分计算误差, 半解析解
不含流体黏性扩散项等.

REFC

025 m

900 s

(a)

REFC

025 m

900 s

(b)

REFC

025 m

900 s

(c)

w

u

pϕ

图 4 Straka(1993)给出的空间分辨率为 25 m的密度
流试验在积分至 900 s时 (a) p′ (CI = 0.5 mb), (b) u

(CI = 2 m·s−1)和 (c) w (CI = 2 m·s−1)的标准参考图
解. 其中CI表示等值线间隔, 等值线均从零线开始
Fig. 4. Plots, with contour intervals (CI) given in
parentheses, of (a) p′ (CI = 0.5 mb), (b) u (CI = 2

m·s−1) and (c) w (CI = 2 m·s−1) at 900 s for the 25.
m resolution compressible reference model that given
by straka in 1993. All contours are centred around
zero contours.

总能量和总质量守恒是检验数值模式可靠性

的两个重要指标, 以上没有直接证明半解析方法
是否满足这两个基本属性, 因此很有必要进行数
值检验. 图 6给出了空间分辨率为 50 m的密度流
试验的总能量和总质量的相对误差时间变化序列.
总能量在前 600 s基本守恒, 相对误差很小, 以后
有所增大, 在 860 s时达最大值 0.049%, 之后误差
逐渐回落. 总质量的守恒性不如总能量, 相对误差
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从积分开始时振荡上升, 至 800 s后基本稳定, 保
持在 0.11%左右, 980 s后误差开始下降. 分辨率为
100 m的密度流试验的结果类似, 但略差, 图略. 这
也进一步说明半解析模式的解是收敛的. 虽然半解
析模式的总能量和总质量并不严格的守恒, 但误差
在可接受的范围. 试验表明, 质点在起始位置处的
变量的插值算法对总能量和总质量的守恒性影响

较大, 因此还有很大的改进空间.

SAMS
050 m

900 s

(a)

SAMS

050 m

900 s

(b)

SAMS

050 m

900 s

(c)

w

u

pϕ

图 5 同图 4 , 但为 50 m分辨率的半解析模式的解
Fig. 5. Same as fig. 4, but for the 50 m resolution
semi analytical model solution.
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图 6 空间分辨率为 50 m的半解析模式的总能量相对误
差 (RETE)和总质量相对误差 (RETM)的时间变化
Fig. 6. The relative error of the total energy (RETE)
and the relative error of total mass (RETM) as func-
tions of time from the semianalytical model with 50 m
resolution.

4 结 论

采用差分方程代替微分方程给大气原始方程

(Navier-Stokes equations)的求解带来很多难以解
决的问题, 其中质点轨迹的计算、Helmholtz方程的
求解, 是两大难题. 本文通过对气压变量代换, 将
原始方程组在积分时间步长内近似为线性常微分

方程组, 求出半解析解, 再采用精细积分法求解之,
通过密度流试验对半解析模式进行了检验, 结论
如下:

1)半解析方法只对气压梯度和散度项在空间
上采用差分计算, 所有变量在时间坐标上保持微分
形式, 线性化的大气原始方程组可求得半解析解,
采用精细积分法求解半解析解可同时计算风、气压

和位移, 无需求解Helmholtz方程, 质点的位移采
用积分风的半解析解得到, 因此相比采用风速外推
的计算方法, 半解析法方法更科学合理;

2)非线性密度流试验结果表明, 半解析模式能
够清晰地模拟Kelvin-Helmholtz 切变不稳定涡旋
的发生和发展的演变过程, 模拟的涡旋结构、气压
扰动场和风场环流结构与标准解非常相似, 说明不
用求解Helmholtz方程也是可行的. 采用 50 m空
间分辨率的模拟结果比采用 100 m空间分辨率模
拟的结果更逼近标准参考解, 总质量和总能量守
恒性也更好, 说明半解析模式动力框架的解是收
敛的.

3)造成半解析模式的模拟结果与标准解差异
的原因是多方面, 如方程中没有考虑流体黏性扩散
项及梯度项的差分计算误差等, 其中质点在起始位
置处的变量的插值算法是非常重要的原因之一, 它
直接影响着计算的准确性, 是非常值得深入研究的
问题.

综上所述, 通过非线性密度流试验初步证明了
采用半解析方法求解大气原始方程组是可行的, 为
大气数值模式的构建提供了一个新的思路.
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Abstract
To solve atmospheric primitive equations, the finite difference approach would result in numerous problems, com-

pared to the differential equations. Taking the semi-Lagrange model as an example, there exist two difficult prob-
lems——the particle trajectory computation and the solutions of the Helmholtz equations. In this study, based on the
substitution of atmosphere pressure, the atmospheric primitive equations are linearized within an integral time step,
which are broadly seen as ordinary differential equations and can be derived as semi-analytical solutions (SASs). The
variables of SASs are continuous functions of time and discretized in a special direction, so the gradient and divergence
terms are solved by the difference method. Since the numerical solution of the SASs can be calculated via a highly pre-
cise numerical computational method of exponential matrix——the precise integration method, the numerical solution
of SASs at any time in the future can be obtained via step-by-step integration procedure. For the SAS methodology,
the pressure, as well as the wind vector and displacement, can be obtained without solving the Helmholtz formulations.
Compared to the extrapolated method, the SAS is more reasonable as the displacements of the particle are solved via
time integration. In order to test the validity of the algorithms, the SAS model is constructed and the same experi-
ment of a non-linear density current as reported by Straka in 1993 is implemented, which contains non-linear dynamics,
transient features and fine-scale structures of the fluid flow. The results of the experiment with 50 m spatial resolution
show that the SAS model can capture the characters of generation and development process of the Kelvin-Helmholtz
shear instability vortex; the structures of the perturbation potential temperature field are very close to the benchmark
solutions given by Straka, as well as the structures of the simulated atmosphere pressure and wind field. To further test
the convergence of the numerical solution of the SAS model, the 100 m spatial resolution experiment of the non-linear
density current is also implemented for comparison. Although the results from both experiments are similar, the former
one is better and the property of mass-energy conservation is comparatively reasonable, and furthermore, the SAS model
has a convergent property in the numerical solutions. Therefore, the SAS method is a new tool with efficiency for solving
the atmospheric primitive equations.
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