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稀疏膨胀过程中几何位形对于电子

非局域热传导的影响∗

郑伟真1) 赵斌2)† 胡广月1) 郑坚1)

1)(中国科学技术大学近地空间重点实验室, 合肥 230026)

2)(南京工程学院数理部, 南京 211167)

( 2015年 4月 10日收到; 2015年 5月 14日收到修改稿 )

发展了考虑一维柱对称、球对称位型下流体演化的Fokker-Planck程序, 在流体力学极限下对程序进行了
校验. 利用程序模拟研究了球对称位型、平板位型下等离子体在自由稀疏演化过程中电子热流的非局域热输
运行为, 分析了几何位型对电子非局域热传导的影响. 非局域卷积理论的计算研究发现, 稀疏过程中空间的
几何效应会减小外向电子热输运的非局域性.

关键词: Fokker-Planck模拟, 电子热传导, 非局域热流
PACS: 52.25.Fi, 52.65.Ff, 52.65.–y DOI: 10.7498/aps.64.195201

1 引 言

电子热传导在激光驱动惯性约束聚变的物理

过程中发挥着重要作用, 尤其是对于激光直接驱动
等离子体的演化过程. 由于激光传播到等离子体的
临界密度面截止, 其携带的能量主要沉积在冕区,
冕区的能量需要通过热传导从临界面向高密区输

运, 烧蚀靶材驱动冲击波. 经典Spitzer-Härm(SH)
模型给出了电子热传导中热流的计算公式 [1], 即
q = −κ · ∂T/∂x, κ是完全电离等离子体的热导系
数. 在电子热输运的过程中, 当载流热电子的自由
程与温度梯度标长相当, 或者更大的情况下, 经典
的热传导的局域理论不再成立, 电子热输运将呈现
非局域的特性 [2−4].

对于电子的非局域热输运, 人们已开展了大量
的理论与模拟计算研究 [3−14], 热流受限与预热现
象是非局域热输运的主要特征. 经典热流模型的
适用的前提条件是温度梯度标长远远大于电子的

平均自由程, Bell计算给出了当空间温度梯度标长

在小于 200倍电子平均自由程的时候, 经典的热流
模型不再成立 [2]. 在激光直接驱动的等离子体的
临界密度面附近, 其温度梯度较大, 经典热流模型
计算得到的热流远大于实际热流. 在流体模拟中
为了接近实际热流, 常引入限流因子 f , 其热流的
表达式为 q = min(qSH, fqfs) = min(qSH, fneTeve).
由于限流因子的简洁、易用, 人们仍在不断探索着
它的经验取值 [5−8], 包括随时间变化的限流因子
模型 [8]. 除了局域限流模型以外, 人们还发展了许
多的非局域积分模型 [4,9−11], 它可以给出非局域热
输运的限流与预热现象, 能对非局域热输运过程
进行较好的理论分析和验证. 但是, 这种方法与
流体计算的耦合比较复杂, 实际的流体计算中采
用的不是很多. 以上所述的研究工作主要集中于
一维平板位型下的情形 [12]. 在实际的等离子体物
理过程中, 特别是惯性约束聚变过程中, 空间的几
何效应将会影响电子的热输运, 这方面的研究计
算还比较少, Bychenkov等在线性理论下, 曾考虑
了柱对称、球对称位型的热输运, 分析了位型效应
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对非局域热输运的影响 [13,14]. Soboleva等利用自
相似解析证明了几何效应对热输运有着重要的影

响 [15]. 但是, 据我们所知, 对于这一问题的非线性
Fokker-Planck(FP)模拟研究还未见发表.

本文发展了考虑一维柱对称、球对称位型的

Fokker-Planck程序, 在流体力学极限下对程序进
行了校验. 利用程序模拟研究了平板位型、球对称
位型中等离子体的自由稀疏演化过程, 该稀疏过程
中电子的热流始终向外, 在空间一些区域电子的热
输运为非局域的, 我们分析了几何位型对电子非局
域热传导的影响. 非局域卷积理论的计算发现, 稀
疏膨胀过程中空间的几何效应会减小电子热输运

的非局域性.

2 Fokker-Planck计算模型

在等离子体中, 电子速度分布函数 (f)的演化
满足方程

∂f

∂t
+ v · ∂f

∂r
+

e

m
·E · ∂f

∂v
= Cee + Cei, (1)

其中E为等离子体中的自洽电场, Cee, Cei分别表

示电子 -电子碰撞项、电子 -离子碰撞项. 我们考
虑一维模型, 运动沿 r方向, 将电子速度分布函数
f(r,v, t)作Legendre展开:

f(r,v, t) =

N∑
l=0

fl(r,v, t)Pl (µ),

µ = vr/v = cos θ. (2)

将其代入方程 (1), 采用扩散近似和Lorentz近
似 [16], 最终可以得到一个关于 f0的封闭方程

∂f0
∂t

=
(n− 1)

r

v

3
f1 +

v

3

∂

∂r
(f1)

+ Cee + SIB, (3a)

f1 = − v

ν∗ei

(
∇f0 −

eE

mev

∂f0
∂v

)
, (3b)

其中n = 1, 2, 3对应着平板、柱、球位型, Cee为

电子 -电子碰撞项, SIB为激光的逆韧致加热源项,
ν∗ei = ϕ4πneZ( e2/me)

2 lnΛ/v3是有效的电子离子

碰撞频率, ϕ = (Z+4.2)/(Z+0.24) [9]. 从方程 (3a)
可以看出, 当曲率半径足够大的情况下 l/r ≪ 1, l
是电子的平均自由程, 方程 (3a)中柱、球位型的输
运方程将退化为平板 (n = 1)位型的描述.

如果考虑背景离子的流体运动, 则在离子运动
坐标系下的电子FP方程可写为(

∂

∂t
+ ui · ∇

)
f0 − (∇ · ui)

v

3

∂f0
∂v

(a)

= ∇ · [χ(∇f0 + aαf0)]
(b)

+Yee

(
C0f0 +D0

∂f0
∂v

)
(c)

+
Hvis
v

∂f0
∂v

(d)

+
neZYeev

2
0

6v

∂f0
∂v

(e)

, (4)

其中ui为离子的流体元速度, a = eE/me,
α = −(∂v ln f0)/v, β = −∇ ln f0, χ = v2/3ν∗ei,
Yee = 4π( e2/m)2 lnΛ, v0表示电子在激光场的振
荡速度. 方程 (4)的各项分别为: (a)流体的对流与
压缩项; (b) 电子的输运项; (c)电子的热化项; (d)
离子黏滞; (e)激光的逆韧致加热项, 电子热输运项
中的电场通过准中性条件来确定. 与方程 (4)耦合
的离子连续性方程和动量方程为(

∂

∂t
+ ui · ∇

)
ni + ni∇ · ui = 0, (5)

mini

(
∂

∂t
+ ui · ∇

)
ui = −∇(p+Qvis), (6)

p为电子热压强, Qvis为人工黏滞. 在模拟过程中,
电子离子的连续性方程、动量方程一致, 模拟计算
中, 只考虑电子能量方程, 离子是冷的 [16], 电子与
离子之间没有热交换. 为了比较MULTI与FP模
拟的电子热传导过程, 不考虑在MULTI中的辐射
输运过程. 在这样假设条件下, 当等离子体中的电
子速度满足近麦克斯韦分布时, 即在流体力学极限
下, FP方程与MULTI流体方程的描述是等价的.

方程 (4)—(6)的处理通过有限差分数值求解,
在方程求解过程中采用拉格朗日坐标系 [16−18]. 拉
格朗日坐标对于一维问题的研究比较方便, 因为在
这种情况下, 流体变量对于平面 (n = 1)、柱 (n = 2)
和球 (n = 3)几何都只依赖与一个空间坐标. 流体
元的轨迹可以用变量R = R(ξ, t)来描述, 在球位
型情况下R即为球半径. 对于一个薄层或者薄壳来
讲, 其质量在拉格朗日的坐标中保持不变 [19], 即

dM = gnρ(R, t)Rn−1dR

= gnρ(ξ, 0)ξ
n−1dξ, (7)

其中 gn为几何因子, 平板位型下 g1 = 1, 柱几何位
型 g2 = 2π, 球形位型 g3 = 4π. ρ(ξ, 0)是初始时刻

的密度分布, ξ ≡ R(ξ, 0)表示流体元初始的拉格
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朗日坐标, 即 t = 0时流体元的位置. 在拉格朗日
坐标下, 离子流体动力学方程 (5), (6) 的拉格朗日
描述为

∂V

∂t
= − 1

ρ0 (ξ) ξn−1

∂

∂ξ
(Rn−1u), (8)

∂u

∂t
= − Rn−1

ρ (ξ) ξn−1

∂(p+Qvis)

∂ξ
, (9)

其中V = 1/ρ表示比容.

3 模拟结果与分析

在等离子体的温度梯度标长远远大于电子的

平均自由程的情况下, 等离子体的速度分布是近麦
克斯韦的, 计算空间热流的方法可以采用经典热流
模型, 在这种情况下, FP和流体模拟结果是等价
的. 这里我们首先通过算例对我们的FP程序进行
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图 1 初始均匀分布的等离子体在一维柱对称 (a)、球对
称 (b)位型下经过 1 ns自由膨胀之后的温度密度分布 (虚
线表示初始分布, 红线表示FP模拟结果, 黑线为MULTI
模拟结果)
Fig. 1. The density and temperature profile simulated
by FP (the black line) and MULTI code (the red line)
at t = 0 ns and t = 1 ns. The initial conditions are
denoted by dashed line: (a) cylindrical geometry; (b)
spherical geometry.

验证. 以近流体力学极限下等离子体自由稀疏膨
胀过程为例. 模拟采用的靶材料为铝, 初始密度
ne = 1× 1022/cm3, 初始温度Te = 100 eV, 靶丸半
径为 200 µm, 左边界固定, 右边界为真空, 等离子
体可以在右边空间中自由膨胀. 图 1 (a), (b)分别
给出了在柱形和球形结构下由FP和MULTI模拟
等离子体经过1 ns 自由膨胀之后的温度、密度的空
间分布, 从图中可以看出在流体力学极限下, 两种
模拟方法得到的等离子体的温度密度的变化几乎

一致. 验证了我们FP程序在柱对称和球对称位型
下计算的可靠性.

现在我们考虑球位型下稀疏过程的电子非

局域热输运, 模拟中仍然以铝等离子体为研究
对象, 考虑球半径为 0.015 cm, 初始均匀密度
ne = 1 × 1021/cm3, 均匀温度Te = 500 eV分布.
图 2 (a)给出 200 ps时刻的温度密度分布和密度
分布, 图 2 (b)给出电子平均自由程与温度梯度
标长的比值 (l/LT), 可以看出在 r > 0.005 cm的
稀疏区域中 l/LT不再是可以忽略的小量, 经典
的热输运将不再成立. 前面已经讨论过, 除了局
域限流模型以外, 人们还发展了许多的非局域积
分模型 [4,9−11], 它能对非局域热输运过程进行较
好的理论分析和验证. 这些模型的建立, 通常以
线性Fokker-Planck的模拟结果为参照, 或者利用
Fokker-Planck 计算具有一定温度调制的热流分布
作为参照, 通过傅里叶变换拟合而得到的. 非局域
热流的卷积计算公式可以表达为

q(x) = −
∫ ∞

−∞
dx′κ(x− x′)

∂

∂x
T (x′),

κ(x− x′) =

∫ ∞

−∞

dk
2π

κk exp(−ik(x− x′)). (10)

非局域热流 (10)式是在平板位型下通过傅里叶变
换给出的, κk是k空间下的热导系数. 在球位型下,
有相似的卷积表述 [14]:

q(r) = − ∂

∂r

∫ ∞

0

dr′κ(r, r′)T (r′),

κ(r, r′) =
2

π

∫ ∞

0

dk(kr′)2j0(kr)j0(kr′)κk, (11)

其中 j0是零阶贝塞尔函数. k空间下的热传导系数

κk有多种模型, 一般形式上可以表述为

κκ = κsh/(1 + (γkλ)b), (12)

其中当参数γ = 50, b = 1时, 为ES模型. 当γ = 0,
这一理论就退化为经典的局域理论. 利用上述非局
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域积分理论, 我们利用方程 (12) 和方程 (11), 对上
述图 2球对称位型下热流分布进行了分析, 图 3给
出 200 ps时FP模拟的热流和经典的SH热流空间
分布, 并同非局域热流公式的计算的结果对比给
出. 计算中方程 (12)中参数 b = 1, 图 3中γ = 50

表示用ES模型的热导系数, 可以看出在半径较大
的区域利用ES模型计算的结果比较接近FP的计
算的热流, 能够给出 r = 0.01 cm附近的限流效应
和 r > 0.015 cm区域的预热效应. 这表明在 r较大

的区域, 热流受到空间几何效应的影响较小, 热流
分布接近一维平板位型下的解. 在 r < 0.015 cm向
内的区域, ES模型积分计算的热流偏离FP给出的
热流. 在非局域热流的计算中, 我们减小 (12)式中
γ的取值, 即减小热导系数κk的非局域性, 计算发
现当γ = 10的时候, 在 r较小的区域非局域计算结

果与实际热流比较接近, 在半径较大的区域限流和
预热效应都减弱. 这说明在 r较小的区域, 空间的
几何效应方程 (3a)中的 (n− 1)/r项变得不可忽略,
减小了热流在这一区域的非局域性.
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图 2 (a)初始温度 (T = 500 eV)、密度 (ne = 1 ×
1021/cm3)均匀分布, 自由稀疏 200 ps时刻, FP模拟温
度密度分布; (b) 200 ps 时, 电子平均自由程与温度梯度
标长比值的空间分布

Fig. 2. (a) The density and temperature profile sim-
ulated by FP at 200 ps; (b) the ratio electron mean
free path to the temperature gradient scale length at
200 ps.

我们计算了上述相同初始温度密度情况下平

板位型下等离子体稀疏演化到 200 ps的热流分布.
图 4给出了图 3中球对称位型下 qFP/qSH的空间分

布, 同时也对比给出相同参数下的平板位型下的模
拟结果. 可以看出在球对称位型下, 限流与预热效
应都变弱. 这也反应了在稀疏过程中, 空间的几何
效应会减小电子热输运的非局域性. 我们还模拟计
算分析了初始温度均匀分布为5keV,密度均匀分布
为9× 1021/cm3半径为0.1 cm的稀疏过程, 空间的
几何效应对电子的非局域热流有着相同的影响. 这
表明在惯性约束聚变等离子体的稀疏膨胀过程中,
空间几何效应会影响电子的非局域热输运, 空间几
何效应也使得电子的非局域热输运变得更加复杂.
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图 3 FP模拟热流 (QFP)、经典的 SH热流 (QSH)、非局
域模型计算得到的热流分布 (Qnl), 其中 k空间热传导系

数方程 (12)中参数 γ = 50, 10, b = 1 (1 erg = 10−7 J)
Fig. 3. The heat flow profile computed by FP, SH,
and nonlocal (nl) convolution theories with parameter
γ = 10 and 50 in Eq. (12) (1 erg = 10−7 J).
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图 4 FP在一维平板位型和一维球对称位型下模拟得到
的热流与MULTI模拟热流的比值
Fig. 4. The heat flow ratio between FP and MULTI
simulation in spherical and planar geometry.
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4 结 论

我们发展了一维柱对称和球对称位型的

Fokker-Planck程序, 利用程序模拟计算了等离子
体的自由稀疏演化过程, 研究该过程电子热流的非
局域热输运, 分析了几何位型对电子非局域热传导
的影响. 结合非局域卷积理论的研究发现, 稀疏过
程中空间的几何效应,即方程 (3a)中的 (n−1)/r项

会减小外向电子热输运的非局域性.
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Abstract
The electron thermal transport in fluid theory would be inaccurate when the collisionality is not enough, and the

Fokker–Planck (FP) simulations are usually employed to resolve the inadequacies. In this paper, the one-dimensional
Fokker–Planck code is extended to handle the cylindrical and spherical geometries in which the electron distribution
functions are solved in the reference frame of the ion fluid. The FP code is validated in the fluid limit by comparing with
fluid (MULTI) simulations. Then, the expansions of plasmas in different spatial geometries are simulated with the FP
and fluid codes. As the main characters of nonlocal transport, the electron thermal transport inhibition and preheating
are investigated in expanding plasmas. The spherical nonlocal theory can give the thermal transport inhibition and
preheating phenomenon, which is exploited to fit the heat flux with variation of fitting parameter γ. The spherical
nonlocal theory will reproduce Spizer-Härm expression as γ = 0. Then we analyze the heat flux after the plasma
expanding 200 ps with a uniform initial temperature T = 100 eV and density ne = 1 × 1021/cm3. By comparing the
heat flux computed by spherical nonlocal thermal transport theory and FP simulation, it is found that (n− 1)/r term in
Eq. (3a) cannot be neglected when the radius is small and the geometrical curvature effect will decrease the nonlocality
of transport in outer expanding plasmas. The geometrical curvature effect leads to a smaller thermal transport inhibition
and preheating in the expanding plasmas as comparing the spherical case with the planar one. The expansions of plasmas
in different spatial geometries are also simulated with the FP and fluid codes under the initial conditions which are similar
to the inertial confinement fusion. The same influence of geometrical curvature on nonlocal electron thermal transport
are also obtained.

Keywords: Fokker-Planck, thermal conductivity, nonlocal thermal transport
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