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二进制信号的混沌压缩测量与重构∗

郭静波† 李佳文

(清华大学电机工程与应用电子技术系, 电力系统国家重点实验室, 北京 100084)

( 2015年 4月 17日收到; 2015年 5月 23日收到修改稿 )

二进制信号的压缩感知问题对应超奈奎斯特信号系统中未编码的二进制符号的检测问题, 具有重要的研
究意义. 已有的二进制信号压缩测量采用高斯随机矩阵, 信号重构采用经典的 l1最小化方法. 本文利用混沌
映射构造基于Cat序列的循环测量矩阵, 并提出一种针对二进制信号的全新的重构算法——平滑函数逼近
法. 文章构造的混沌循环测量矩阵兼具确定性和随机性的优点, 能够抵御低信令效率和低信噪比的影响, 取
得更好的压缩测量效果. 文章提出的平滑函数逼近法利用非凸函数代替原问题不连续的目标函数, 将组合优
化问题转化为具有等式约束的优化问题进行求解. 利用稀疏贝叶斯学习算法进一步修正误差, 得到更准确的
重构信号. 在信道含有加性高斯白噪声的条件下对二进制信号进行了压缩测量与重构的数值仿真, 仿真结果
表明:基于Cat 序列的循环测量矩阵的压缩测量效果明显优于传统的高斯随机矩阵; 平滑函数逼近法对二进
制信号的重构性能明显优于经典的 l1最小化方法.

关键词: 压缩感知, 混沌循环矩阵, 平滑函数逼近法, 二进制信号
PACS: 84.40.Ua, 05.45.Vx, 05.40.–a DOI: 10.7498/aps.64.198401

1 引 言

压缩感知是对在某组基下稀疏的信号进行

非适应性的线性采样和非线性重构的过程 [1−3],
其主要内容是:设信号x ∈ RN在某组基 (称稀疏
基) Ψ = [ψ1, ψ2, · · · , ψN ]下是 “k-稀疏”的, 即可
展开为

x =

N∑
i=1

siψi = Ψs, (1)

其中s ∈ RN只包含k个非零元素, 则用给定的压
缩测量矩阵Φ ∈ RM×N进行线性观测

y = Φx = ΦΨs = Θs, (2)

可得到观测向量y ∈ RM , 其维数M ≪ N .
实际上, x的元素往往取自于某个固定的有限

字符集X [4−6](如数字信号传输系统中的二进制字
符为−1或 1; 图像信号的灰度值为 0—255的整数;

故障诊断中节点状态值为 0或1等). 此时, (2)式变
为有限字符集约束下的欠定方程

y = Φx,

xn ∈ X, n = 1, 2, · · · , N. (3)

本文研究X = {−1, 1}的情况, 对应信号为
二进制信号, (3)式问题对应超奈奎斯特信号
系统 [7−9](faster-than-Nyquist signaling systems,
FTN系统)中未编码的二进制符号的检测问题,
是数字通信领域的重要课题.

对于信号的压缩观测, 传统的压缩感知研究
通常采用随机矩阵 (如:高斯随机矩阵, 伯努利随
机矩阵等)作为压缩测量矩阵. 该类矩阵的优
点是容易满足对压缩测量矩阵的约束等距性条

件 [1](restricted isometry property, RIP), 但随机
矩阵难以电路实现, 潜在制约着压缩感知从理论向
应用的发展.

混沌兼有内在确定性和外在随机性. 由给定的
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混沌映射迭代产生的元素序列是确定的, 同时又兼
具独立同分布的随机特性. 莱斯大学的Yin等提出
的循环矩阵构造法 [10]具有存储元素少、可用FFT
快速算法实现等优点 [11]. 同时, 压缩感知理论的
创始人之一Candès等于 2011年提出的RIPless理
论 [12]放松了对压缩测量矩阵的要求. 因此, 将混
沌序列和循环矩阵相结合构造的基于混沌序列的

循环测量矩阵 [13](chaotic circulant measurement
matrix, CCMM)不仅满足RIPless要求, 可以作为
有效的压缩测量矩阵, 同时具有占用空间小, 可以
用数字电路实现等 [14]潜在优势.

在信号的重构环节, l1最小化方法 [15−17]是一

种经典普适的恢复算法, 它通过求解如下问题:

find ŝ = arg min ∥s∥1 ,

subject to y = ΦΨs, (4)

得到重构信号 x̂ = Ψs. 然而, 该算法对二进制信号
的重构准确率较低. 因此, 对于二进制信号的压缩
感知问题, 需要更具针对性的恢复算法, 以获得更
好的重构效果.

2 基于Cat序列的混沌循环测量矩阵
的构造

本节构造一种基于Cat序列的混沌循环测量
矩阵, 构造方法 [13]如下.

1)由Cat映射产生混沌序列.
混沌映射有多种, Cat映射是构造压缩测量

矩阵效果较好的一种, 它是前苏联科学家Arnold
发现的一个二维离散混沌系统 [18], 其映射的定
义式为xn+1

yn+1

 =

 1 a

b ab+ 1

xn
yn

 (mod 1), (5)

其中, mod 1表示舍去实数的整数部分, 即
x mod 1 = x− ⌊x⌋.

设定Cat映射的参数 a = 1, b = 1, 初值
x0 = 0.1, y0 = 0.3, 作Cat映射迭代点的散点图, 迭
代 10000次后的结果如图 1示. 可见迭代点的分布
基本均匀, 这正是混沌序列外在随机性的体现.

本文选用{xn}构造混沌序列.
2)对混沌序列{xn}进行等间隔采样.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0

0.2

0.4

0.6

0.8
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y
↼n
↽

x↼n↽

图 1 Cat映射散点图 (a = 1, b = 1, 初值 x0 = 0.1,
y0 = 0.3)
Fig. 1. Scatter diagram of Cat chaotic map with a = 1,
b = 1, initial number x0 = 0.1, y0 = 0.3.

为使混沌序列进入稳态, 选取x201为采样的起

点, 并每隔采样间隔 l (l > 0)进行等间隔采样, 得
到序列{zn}, 即

zk = x201+kl, k = 1, 2, 3, · · · (6)

采样间隔 l选为 13, 以保证混沌序列{zn}的元
素相互独立.

3)对混沌序列 {zn}作零均值和方差归一化处
理, 得到序列{vn}.

4)用序列{vn}组成行循环矩阵Φ′, 即

Φ′ =



v1 v2 .. vn−1 vn

vn v1 .. vn−2 vn−1

...
... ..

...
...

vn−m+2 vn−m+3 .. vn−m vn−m+1

vn−m+1 vn−m+2 .. vn−m−1 vn−m


.

5)对行循环矩阵Φ′作正交化, 得到基于混沌
序列的CCMMΦ.

3 平滑函数逼近法

3.1 模型建立

具有二进制字符约束x = (x1, x2, · · · , xN )T,
xn ∈ {+1,−1}, n = 1, · · · , N的压缩感知重构问
题用如下模型描述:

find x,

subject to y = Φx,

xn ∈ {+1,−1}, n = 1, · · · , N. (7)
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当信道被加性高斯白噪声w污染时, 观测模型
(2)式变为

y = Φx+w, (8)

其中w是均值为 0的高斯随机向量, 协方差
E{wwT} = σ2IM .

重构问题模型 (7)式变为

find x,

subject to ∥y −Φx∥2 6 ε,

xn ∈ {+1,−1}, n = 1, · · · , N, (9)

其中 ε为噪声能量的上界, ∥w∥2 6 ε.
重构模型 (9)式为组合优化问题, 具有指数的

复杂度, 无法直接有效求解. 因此, 要想得到重构
信号 x̂, 就必须对模型 (9)式进行转化.

3.2 模型求解

平滑函数逼近法源于压缩感知中系数向量的

求解问题 [19], 其基本思想是用一个光滑的 (通常为
非凸的)函数来近似原不连续的目标函数, 从而便
于运用优化算法实现目标的最小化.

将模型 (9)式转化为求解如下问题:

find x = arg min
x∈RN×1

f(x),

subject to ∥y −Φx∥2 6 ε, (10)

其中 f(x)为一个光滑的非凸函数.
由于x具有二进制约束, 即xn ∈ {+1,−1},

n = 1, · · · , N , 因此令

f(x) = N −
N∑

n=1

exp
[
− (xn + 1)2

σ2

]

−
N∑

n=1

exp
[
− (xn − 1)2

σ2

]
, (11)

N为信号维度.
当N = 1时, x为一维信号, 变化σ得到一组

f(x)如图 2所示.
由图 2可见, 随着参数σ的减小, f(x)从单峰

曲线 (凸函数)变化为双峰曲线 (非凸函数), 且双
峰曲线的谷底恰好对应x = ±1. 由 f(x)的表达

式, 可知当信号x的维度变化时, 这一特性不会改
变. 因此, 模型 (8)式可以转化为函数 f(x)的最小

化问题.

-3 -2 -1 0 1 2 3

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

f
↼x
↽

x

σ=0.39

σ=0.23

σ=0.65

σ=1.08

σ=1.80

σ=3.00

图 2 一维信号下 f(x)随 σ的变化曲线

Fig. 2. f(x) versus σ under one-dimensional signal.

此外, 根据文献 [19], 为了保证算法的解以一
个较小的概率落在局部极小点, 应渐进地减小σ的

值进行搜索.
(10)式是一个具有等式约束的优化问题, 采用

内点法求解. 令罚函数 g(x) = ln(ε − ∥y −Φx∥22),
系数为 r, 则 (10)式的近似解为

x̂ = arg min
x∈RN×1

f(x)− r · g(x)

= arg min
x∈RN×1

f(x)

− r · ln(ε− ∥y −Φx∥22). (12)

当系数 r趋于 0时, 近似解趋于转化问题的真实解,
因此应渐进地减小 r的值, 进行搜索.

采用内点法求解转化问题的算法如表 1所示.

表 1 平滑函数逼近法的初始算法

Table 1. Initial algorithm of SFAM.

输入: y ∈ RM �Φ ∈ RM×N

初始化 : k = 1, x̂(0)� = ΦT(ΦΦT)−1y

迭代 :

for r = r1, r2, · · · , rN1

for σ = σ1, σ2, · · · , σN2

while未满足迭代终止条件

选取最速下降方向 : �d(k) = −∇xf(x̂�(k−1)�)

+r · ∇xg(x̂�(k−1�));

一维搜索 : �λ(k) = arg min
λ∈R

f(x̂�(k−1))�+ λd(k))

−r · g(x̂�(k−1)�+ λd(k));

x̂(k)�� = x̂�(k−1)�+ λ(k)d(k);

k = k + 1;

end while

end for

end for

输出: x̂ = sign(x̂�(k−1)�)
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为了进一步减小误码率, 考虑对初始算法进行
改进.

在实际问题中, 已知观测向量y, 测量矩阵Φ,
通过初始算法得到恢复信号 x̂, 则可计算向量

z = y −Φx̂ = Φt+w,

其中 t = x − x̂为误差向量. 易知向量 t是稀疏的,
其值在x 与 x̂值相等的分量处为 0, 不等的分量处
为2或−2.

考 虑 利 用 向 量 z重 建 误 差 向 量 t̂ =

(t̂1, t̂2, · · · , t̂N )T, 并设定阈值 ξ = 1对该重建向

量的元素进行检测. 对于
∣∣t̂i∣∣ > ξ的分量, 可认定该

分量处xi与 x̂i值不等, 则将 x̂i的符号进行翻转; 若
不存在

∣∣t̂i∣∣ > ξ的分量, 可认定x与 x̂完全相同.
任意一种不要求稀疏度已知的稀疏重建算法

都可以实现误差向量 t̂的重建, 这里选择稀疏贝叶
斯学习 [20] (sparse Bayesian learning, SBL)算法,
该算法的性能较稳定. 改进算法如表 2所示, 其中
SparseReconstruct为稀疏重建算法.

表 2 平滑函数逼近法的改进算法

Table 2. Improved algorithm of SFAM.

输入: y ∈ RM �Φ ∈ RM×N

初始化 : k = 1, x̂(0)� = ΦT(ΦΦT)−1y

迭代:
for r = r1, r2, · · · , rN1

for σ = σ1, σ2, · · · , σN2

while未满足迭代终止条件
选取最速下降方向 : �d(k) = −∇xf(x̂�(k−1�)

+r · ∇xg(x̂�(k−1)�);
一维搜索 : ��λ(k) = arg min

λ∈R
f(x̂�(k−1)�+ λd(k))

−r · g(x̂�(k−1)�+ λd(k));

x̂(k) = x̂�(k−1)�+ λ(k)d(k);

k = k + 1;

end while
end for

end for
x̂ = sign(x̂�(k−1)�)
算法改进:
计算向量z = y −Φx̂

重构误差向量t̂ = SparseReconstruct(z,Φ)

逐位检测:
ξ = 1;

for n = 1, 2, · · · , N
if
∣∣t̂i∣∣ > ξ

x̂n = −x̂n;

end if
end for

输出:�x̂

4 数值仿真

4.1 仿真参数设置

定义信令效率 (signaling efficiency) ρ为

ρ =M/N,

其中M和N分别为观测向量y和信号x的维数,
则给定N值, 可通过调节M值改变ρ值.

定义信噪比SNR为

SNR = 10 lg PΦx

Pw
= 10 lg ∥Φx∥22 /M

σ2
,

则可由给定信噪比求得相应的σ取值.
选取两种压缩测量矩阵Φ: 1)高斯随机矩阵;

2)基于Cat混沌序列的CCMM. N值取为 240, M
值随ρ值变化, ρ = 0.1, 0.2, 0.3, · · · , 0.9, 1.0.

选取加性噪声w为高斯白噪声, 方差σ2值随

SNR值变化, SNR(dB) = 0.2, 4, · · · , 28, 30.
本文采用误比特率 (bit error ratio, BER)和不

完全重构概率 (imcomplete reconstruction proba-
bility, IRP)作为评价重构性能的指标, 其中一次不
完全重构定义为重构信号与原信号不完全相等.

4.2 仿真结果

分别用基于Cat序列的循环测量矩阵和高斯
随机矩阵对二进制信号作压缩测量, 并用本文提出
的平滑函数逼近法进行信号重构, 然后与经典的 l1

最小化方法的重构效果进行比较.
每一个仿真数据均为 1000次独立重复试验的

平均值.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

1 CCMM

CCMM

1

图 3 信噪比为 16 dB时, 误比特率随信令效率的变化曲线

Fig. 3. BER versus ρ when SNR = 16 dB.

比较两种压缩测量矩阵, 可以发现 (图 3 ): 随
着信令效率的变化, CCMM的误比特率曲线在两
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种算法下均完全低于高斯随机矩阵的误比特率曲

线. 说明信令效率变化时, 在误比特率这一指标下,
CCMM 对二进制信号的压缩测量效果总是好于高
斯随机矩阵的效果.

比较两种重构算法, 可以发现 (图 3 ): 在极低
信令效率下ρ < 0.3, 经典的 l1最小化方法仍具有

微弱优势. 但随着信令效率增大, 平滑函数逼近法
的效果迅速变好, 在ρ = 0.7时的误比特率即降至

0, 与 l1最小化方法的效果相比具有显著优势.
比较两种压缩测量矩阵, 可以发现 (图 4 ): 随

信令效率的变化, CCMM的不完全重构概率曲线
在两种算法下均完全低于高斯随机矩阵的误比特

率曲线. 说明信令效率变化时, 在不完全重构概率
这一指标下, CCMM对二进制信号的压缩测量效
果也总是好于高斯随机矩阵的效果.

比较两种重构算法, 可以发现 (图 4 ): 平滑
函数逼近法的效果明显优于 l1最小化方法, 体现
为曲线在ρ = 0.5时即开始下降 (l1最小化方法在
ρ = 0.9时才略有下降), 在ρ = 0.7时不完全重构概

率即降至0 (l1最小化方法在ρ = 1时才为0).

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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图 4 信噪比为 16 dB时, 不完全重构概率随信令效率的
变化曲线

Fig. 4. IRP versus ρ when SNR = 16 dB.

比较两种压缩测量矩阵, 可以发现 (图 5 ): 随
着信噪比的变化, CCMM的误比特率曲线在两种
算法下均完全低于高斯随机矩阵的误比特率曲

线. 说明信噪比变化时, 在误比特率这一指标下,
CCMM对二进制信号的压缩测量效果也总是好于
高斯随机矩阵的效果.

比较两种重构算法, 可以发现 (图 5 ): 平滑函
数逼近法的效果优于 l1最小化方法, 在信噪比适中
(5 dB < SNR < 25 dB)时体现得更加明显.

比较两种压缩测量矩阵, 可以发现 (图 6 ): 随
着信噪比的变化, CCMM的误比特率曲线低于或

接近高斯随机矩阵的误比特率曲线, 在SNR = 25

dB左右略有重叠. 说明信噪比变化时, 在不完全重
构概率这一指标下, CCMM对二进制信号的压缩
测量效果略好于高斯随机矩阵的效果.
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图 5 信令效率为 0.5时, 误比特率随信噪比的变化曲线

Fig. 5. BER versus SNR when ρ = 0.5.
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图 6 信令效率为 0.5时, 不完全重构概率随信噪比的变
化曲线

Fig. 6. IRP versus SNR when ρ = 0.5.

比较两种重构算法, 可以发现 (图 6 ): 平滑函
数逼近法的效果明显优于 l1最小化方法, 体现为曲
线在SNR = 15 dB时即开始下降, 而 l1最小化方

法的不完全重构概率始终为1.
综合数值仿真结果, 可以得到结论: 基于Cat

序列的循环测量矩阵的压缩测量效果明显优于传

统的高斯随机矩阵; 平滑函数逼近法对二进制信号
的重构性能明显优于经典的 l1最小化方法.

4.3 混沌压缩测量的自相关特性

这里分析CCMM优于高斯随机矩阵的机理.
为此, 单独考虑压缩测量过程. 将不同信噪比和信
令效率下, 使用CCMM及高斯随机矩阵对二进制
信号作压缩测量, 对结果作归一化, 然后求其自相
关函数, 结果如图 7所示.
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图 7 使用CCMM和高斯随机矩阵在不同信噪比和信
令效率下对二进制信号作压缩测量, 所得测量向量归一
化后的自相关函数图 (a) ρ = 0.6, SNR = 5 dB; (b)
ρ = 0.6, SNR = 25 dB; (c) ρ = 0.4, SNR = 25 dB
Fig. 7. The normalized autocorrelation function graph
of compressive measurement vector using CCMM and
Gaussian matrix under different SNR and ρ: (a) ρ =

0.6, SNR = 5 dB; (b) ρ = 0.6, SNR = 25 dB; (c)
ρ = 0.4, SNR = 25 dB.

图 7 (a), (b)展示的是CCMM和高斯随机矩阵
在信令效率为 0.6, 信噪比变化时对二进制信号作
压缩测量, 所得测量向量归一化后的自相关函数
图. 在低信噪比 (SNR = 5 dB)下, 观察图 7 (a), 可
见用CCMM作压缩测量所得测量向量的自相关性
明显大于高斯随机矩阵作压缩测量所得测量向量

的自相关性. 这正是混沌序列内在确定性的体现.
而测量向量的自相关性越大, 就越有利于信号重

构, 这正是CCMM在两种重构算法下的误比特率
和不完全重构概率均远小于高斯随机矩阵的内在

原因. 在高信噪比 (SNR = 25 dB)下,观察图 7 (b),
可见用CCMM作压缩测量所得测量向量的自相关
性仍大于高斯随机矩阵作压缩测量所得测量向量

的自相关性. 比较图 7 (a)和 (b)自相关函数的数
值, 可见高斯随机矩阵对应的自相关函数值发生了
较大变化, 而CCMM对应的自相关函数值几乎不
变. 这说明混沌序列的确定性能够一定程度上抵
御信道噪声的变化, 具有比随机序列更好的抗干扰
性能.

图 7 (b), (c)展示的是CCMM和高斯随机矩阵
在信噪比为 25 dB, 信令效率变化时对二进制信
号作压缩测量, 所得测量向量归一化后的自相关
函数图. 在低信令效率 (ρ = 0.4)和高信令效率
(ρ = 0.6)下, 用CCMM作压缩测量所得测量向量
的自相关性均明显大于高斯随机矩阵作压缩测量

所得测量向量的自相关性. 这说明混沌序列的内在
确定性使得CCMM也能够在一定程度抵御信令效
率的变化, 从而在低信令效率下, 也能发挥比高斯
随机矩阵更好的性能.

由以上分析可以发现, 正是混沌的外在随机性
保证了CCMM作为测量矩阵的有效性, 而混沌的
内在确定性又使得CCMM能够在一定程度上抵御
低信令效率和低信噪比的影响, 从而在低信令效率
和低信噪比下, 都能发挥比高斯随机矩阵等传统矩
阵更好的性能.

5 结 论

本文构造了基于Cat序列的循环测量矩阵, 并
提出了平滑函数逼近法这一针对二进制信号的恢

复算法. 在信道含有加性高斯白噪声的条件下对
混沌测量矩阵和恢复算法的性能进行了检验, 结
果表明:基于Cat序列的混沌循环测量矩阵的压缩
测量效果明显优于传统的高斯随机矩阵, 在低信
噪比和低信令效率下优势尤其显著; 本文提出的
平滑函数逼近法对二进制信号的重构性能明显优

于经典的 l1最小化方法. 这是由于 l1最小化方法

是普适方法, 而平滑函数逼近法更具针对性. 文章
最后对CCMM优于高斯随机矩阵的机理进行了分
析, 指出正是混沌的外在随机性保证了CCMM作
为测量矩阵的有效性, 而混沌的内在确定性又使得
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CCMM 能够在一定程度上抵御低信令效率和低信
噪比的影响, 从而发挥比高斯随机矩阵等传统矩阵
更好的性能.
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Abstract
Compressive sensing of binary signals is corresponding to the problem of binary symbol detection in the faster-than-

Nyquist signaling systems, which has significant research value. Traditional compressive measurement of a binary signal
is based on Gaussian matrix, and l1 minimization is a classic algorithm for signal reconstruction. However, stochastic
matrix such as the Gaussian matrix can hardly be realized by a digital circuit, and the reconstruction performance
of l1 minimization is not well enough for binary signals. Thus, it is of great meaning to construct a new kind of
measurement matrix as well as a better reconstruction algorithm for binary signals. This paper constructs a chaotic
circulant measurement matrix based on Cat chaotic map (CCMM), and proposes a brand new algorithm for binary
signal reconstruction—smooth function approximation method (SFAM). Chaotic sequence has characteristics of both
internal certainty and external randomness, while a circulant matrix requires less elements and can be realized through
fast Fourier transform. CCMM conbines the advantages of both chaotic sequence and circulant matrix, so that it not
only satisfies the RIPless property required by the compressive measurement matrix because of external randomness, but
also has the power to resist the effect of low signaling efficiency and low SNR due to the internal certainty. Moreover,
the circle structure gives CCMM the potential to be digital realized in the future. In SFAM, we first use a non-convex
function to approximate the original discontinuous objective function, in order to transfer the original combinatorial
optimization problem into an optimization problem with equality constraints which can be solved much easier. Then
we use the interior point method to solve this optimization problem. Furthermore, sparse Bayesian learning algorithm
is used to correct the reconstruction error for a more accurate result. Compressive measurement and reconstruction
of binary signals in additive Gaussian white noise channel are operated. Result of numerical experiments shows that
CCMM is much better than the traditional Gaussian matrix for compressive measurement, especially in the condition of
low signaling efficiency and low SNR, and SFAM is much better than l1 minimization for binary signal reconstruction.
At the end of this paper, we explain the essential reason why CCMM performs better than the traditional Gaussian
matrix, through calculating the autocorrelation function of compressive measurement vector in various conditions.

Keywords: compressive sensing, chaotic circulant matrix, smooth function approximation method,
binary signal
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