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以往的研究大多考虑线性谐振子模型受频率涨落噪声的影响, 而当布朗粒子处于具有吸附能力的复杂环
境时, 粒子质量也存在随机涨落. 因此, 本文研究具有质量及频率涨落两项噪声的二阶欠阻尼线性谐振子模
型的随机共振现象. 利用Shapiro-Loginov公式和Laplace变换, 推导了系统响应一阶稳态矩及稳态响应振幅
的解析表达式. 并根据稳态响应振幅的解析表达式, 建立了稳态响应振幅关于质量涨落噪声及频率涨落噪声
各自的噪声强度能够诱导随机共振现象产生的充分必要条件. 仿真实验表明, 当系统参数满足本文所给出的
充分必要条件要求时, 系统稳态响应振幅关于噪声强度的变化曲线具有明显的共振峰, 即此选定参数组合能
够诱导系统产生随机共振现象.

关键词: 质量涨落噪声, 频率涨落噪声, 随机共振, 欠阻尼线性谐振子
PACS: 02.50.–r, 05.40.–a, 05.40.Ca DOI: 10.7498/aps.64.020202

1 引 言

随机共振 (stochastic resonance)最初是由
Benzi等 [1,2]在 20世纪 80年代初研究古气候冰川
问题时提出的. 随机共振是以随机微分方程为数学
模型, 研究物理系统的系统参数、噪声以及周期激
励信号之间非单调性的一种非线性协作效应. 与传
统的噪声有害思想相悖, 随机共振现象表明, 在一
定的前提条件下, 有可能实现噪声能量向信号能量
的转移, 进而增强系统的有序性. 近30年对随机共
振的研究围绕着各种动力系统和噪声展开, 并已在
物理、化学、生物、工程技术等众多学科领域得到广

泛应用 [3−6].
在很长一段时间内, 人们普遍认为非线性是产

生随机共振的一个必要条件 [7−10], 并且早期的研

究也主要集中在受周期信号和加性噪声激励的非

线性模型. 近年来, 一些学者发现线性系统中也会
出现随机共振现象 [11−16]. 1996 年, Berdichevsky
和Gitterman [13]研究了受乘性色噪声驱动的线性

系统, 发现系统稳态响应振幅增益关于噪声强度
和噪声相关时间均存在随机共振现象. 1999年,
Berdichevsky和Gitterman又对受乘性噪声、加性
噪声和周期信号联合驱动的线性系统进行了研究,
发现系统输出信噪比关于噪声相关时间和周期信

号频率存在随机共振现象 [14].
线性谐振子是最简单也是最理想的力学系统,

不同形式的激励噪声对其行为有不同的影响, 相关
问题的研究也成为统计物理的热点研究问题. 对
于线性谐振子而言, 以往的研究工作通常考虑在
过阻尼情形下, 即谐振子的二阶微分加速度项忽
略, 研究一阶过阻尼线性谐振子模型的随机共振
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现象 [17,18], 对于二阶欠阻尼线性谐振子模型的相
关研究则起步较晚, 相关研究工作还有待进一步
深入.

此外, 以往关于线性谐振子模型随机共振现象
的研究工作通常考虑系统频率或系统阻尼系数受

扰动而引入不同类型的噪声 [15,19], 对布朗粒子质
量受环境扰动而引入噪声的相关研究相对较少. 事
实上, 在许多生物和化学系统中 [20,21], 环境介质中
的分子常具有一定的吸附能力, 会随机吸附于布朗
粒子, 使布朗粒子的质量具有随机性, 因此环境分
子的吸附能力对系统动力学特性的影响是必须考

虑的重要因素. Gitterman等 [22]通过将质量涨落

噪声建模为非对称双态噪声的二次函数, 观察到此
时谐振子的响应幅值增益存在随机共振现象. 蔚涛
等 [23]从理论和仿真实验两个角度研究了存在质量

涨落的线性谐振子模型的共振行为, 观察到了双峰
共振、单峰单谷共振等新的共振形式. 但是这些研
究工作仅讨论了存在单个噪声情形下线性谐振子

的随机共振现象, 未考虑当布朗粒子处于具有一定
吸附能力的复杂环境时, 相应的系统可能会被多种
噪声干扰.

本文在前期研究的基础上, 建立了复杂环境下
具有质量涨落和频率涨落噪声两项噪声的二阶欠

阻尼线性谐振子随机共振模型. 为研究方便, 本文
将粒子质量及系统频率受到的干扰分别建模为两

个具有不同统计性质的双态噪声. 本文以Shapiro-
Loginov公式和Laplace变换为研究手段,推导获得
了系统响应一阶稳态矩和稳态响应振幅的解析表

达式. 进一步, 基于解析表达式, 深入研究了系统
参数对随机共振现象的影响, 给出了系统稳态响应
振幅关于质量涨落噪声及频率涨落噪声各自的噪

声强度能够诱导随机共振现象产生的充分必要条

件. 最后, 基于本文给出的充分必要条件, 验证了
系统在选定参数组合下能够诱导产生随机共振现

象, 为该随机共振模型的后续应用提供了坚实的理
论支撑.

2 系统模型

考虑如下同时具有质量及频率涨落噪声的二

阶欠阻尼线性谐振子随机共振模型:

[m+ Z1(t)]
d2x(t)

dt2 + γ
dx(t)

dt

+
[
ω2 + Z2(t)

]
x(t)

= A0 sin(Ωt) +W (t), (1)

其中, x(t)为粒子位移; m > 0为粒子质量; γ > 0

为阻尼系数; ω为系统频率; A0, Ω为外部输入

周期信号的振幅和频率; W (t)为加性内噪声,
本文将其建模为高斯白噪声, 满足 ⟨W (t)⟩ = 0,
⟨W (t)W (s)⟩ = 2Dδ(t− s), 其中D为噪声强度. 两
个乘性外噪声Z1(t)和Z2(t)分别代表粒子质量m

及系统频率ω所受到的随机扰动, 本文将其建模为
两个具有不同统计特性的对称双态噪声 (symmet-
ric dichotomous noise) [24]. Z1(t)取值 {−a1, a1},
a1 > 0, Z2(t)取值 {−a2, a2}, a2 > 0. Z1(t)和

Z2(t)的均值和方差分别为

⟨Z1(t)⟩ = 0, ⟨Z2(t)⟩ = 0,

⟨Z1(t)Z1(s)⟩ = a21 exp (−v1 |t− s|) ,

⟨Z2(t)Z2(s)⟩ = a22 exp (−v2 |t− s|) ,

⟨Z1(t)Z2(s)⟩ = 0, (2)

其中, a21, a22为Z1(t), Z2(t)的噪声强度; v1, v2为其
噪声相关率. 本文之所以将粒子质量m 和系统频

率ω所受到的随机扰动Z1(t)和Z2(t)建模为双态

噪声, 是考虑到它是一种简单而常见的色噪声, 具
有相对简单的性质, 并且在极限条件 (噪声相关率
v → +∞)时, 双态噪声将退化为高斯白噪声. 此
外, 将双态噪声以乘性方式引入线性系统可得到一
个精确可解的色噪声模型, 故在双态噪声作用下,
系统的动力学性质的研究具有普适的理论和实际

意义 [25−27].
为保证 (1)式中粒子质量m + Z1(t) > 0, 相应

参数需满足如下基本条件:

0 < a1 < m. (3)

最后需要说明的是, 本文将高斯白噪声W (t)

视为系统内噪声, 将双态噪声Z1(t)和Z2(t)视为系

统外噪声, 考虑到内、外噪声起源不同, 故本文假设
其不相关, 即

⟨Z1(t)W (s)⟩ = ⟨Z2(t)W (s)⟩ = 0.

3 系统响应一阶稳态矩及稳态响应
振幅

将 (1)式两边同时取平均, 得到有关一阶矩
⟨x(t)⟩的方程:
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m
d2 ⟨x(t)⟩

dt2 +

⟨
Z1(t)

d2x(t)

dt2

⟩
+ γ

d ⟨x(t)⟩
dt

+ω2 ⟨x(t)⟩+ ⟨Z2(t)x(t)⟩ = A0 sin(Ωt). (4)

利用Shapiro-Loginov公式 [28]可得如下方程:⟨
Z1(t)

dx(t)
dt

⟩
=

d ⟨Z1(t)x(t)⟩
dt + v1 ⟨Z1(t)x(t)⟩ , (5)⟨

Z1(t)
d2x(t)

dt2

⟩
=

d2 ⟨Z1(t)x(t)⟩
dt2 + 2v1

d ⟨Z1(t)x(t)⟩
dt

+ v21 ⟨Z1(t)x(t)⟩ . (6)

将 (6)式代入 (4)式得

m
d2 ⟨x(t)⟩

dt2 + γ
d ⟨x(t)⟩

dt + ω2 ⟨x(t)⟩

+
d2 ⟨Z1(t)x(t)⟩

dt2 + 2v1
d ⟨Z1(t)x(t)⟩

dt
+v21 ⟨Z1(t)x(t)⟩+ ⟨Z2(t)x(t)⟩

= A0 sin(Ωt). (7)

将 (1)式两边同时乘以Z1(t), 再取平均:

m

⟨
Z1(t)

d2x(t)

dt2

⟩
+ a21

d2 ⟨x(t)⟩
dt2

+γ

⟨
Z1(t)

dx(t)
dt

⟩
+ ω2 ⟨Z1(t)x(t)⟩

= 0. (8)

将 (5)和 (6)式代入 (8)式得

a21
d2 ⟨x(t)⟩

dt2 +m
d2 ⟨Z1(t)x(t)⟩

dt2

+ (2mv1 + γ)
d ⟨Z1(t)x(t)⟩

dt
+ (mv21 + γv1 + ω2) ⟨Z1(t)x(t)⟩

= 0. (9)

同样, 将 (1)式两边同时乘以Z2(t), 再取平均:

m

⟨
Z2(t)

d2x(t)

dt2

⟩
+ γ

⟨
Z2(t)

dx(t)
dt

⟩
+ ω2 ⟨Z2(t)x(t)⟩+ a22 ⟨x(t)⟩

= 0. (10)

利用Shapiro-Loginov公式解耦, 并代入 (10)式得

a22 ⟨x(t)⟩+m
d2 ⟨Z2(t)x(t)⟩

dt2

+ (2mv2 + γ)
d ⟨Z2(t)x(t)⟩

dt
+ (mv22 + γv2 + ω2) ⟨Z2(t)x(t)⟩ = 0. (11)

方程 (7), (9), (11)共同构成关于x1 = ⟨x(t)⟩,
x2 = ⟨Z1(t)x(t)⟩, x3 = ⟨Z2(t)x(t)⟩的三元方程组,
利用Laplace变换 [29]处理此方程组, 得

(ms2 + γs+ ω2)X1(s)

+(s+ v1)
2X2(s) +X3(s)

=
A0Ω

s2 +Ω2
+ (ms+ γ)x1(0) +mx′

1(0)

+ (s+ 2v1)x2(0) + x′
2(0),

a21s
2X1(s) + [ms2 + (2mv1 + γ)s

+ (mv21 + γv1 + ω2)]X2(s)

= a21sx1(0) + a21x
′
1(0) + (ms+ 2mv1

+γ)x2(0) +mx′
2(0),

a22X1(s) + [ms2 + (2mv2 + γ)s

+ (mv22 + γv2 + ω2)]X3(s)

= (ms+ 2mv2 + γ)x3(0) +mx′
3(0),

(12)

其中, Xi(s) =

∫ +∞

0

xi(t) e−stdt, i = 1, 2, 3;

x1(0), x2(0), x3(0), x′
1(0), x′

2(0), x′
3(0)为初值条件.

由方程组 (12)看出, 系统响应一阶矩所满足的
方程在 s域为一个三元非齐次线性方程组, 解此方
程组可得Xi(s), i = 1, 2, 3的解析表达式. 再将其
做逆Laplace变换, 并考虑 t → ∞时初值条件对系
统响应的影响将逐渐消失, 推导获得系统响应一阶
稳态矩 ⟨x(t)⟩as

∆
= ⟨x(t)⟩ |t→∞ 的解析表达式为

⟨x(t)⟩as
∆
= ⟨x(t)⟩ |t→∞ = A sin(Ωt+ φ). (13)

(13)式中A和φ为系统响应一阶稳态矩

⟨x(t)⟩as的振幅和相移, A又称为系统稳态响应

振幅, 它们可根据 (12)式推导获得:

A = A0

√
f2
1 + f2

2

f2
3 + f2

4

,

φ = arctan
(
f2f3 − f1f4
f1f3 + f2f4

)
, (14)

其中,

f1 = K2K3 −K4K5,

f2 = K2K5 +K3K4,

f3 = K3(K1K2 −K0K4)−K5(K1K4 +K0K2)

+ a21Ω
2
[
(v21 −Ω2)K3 − 2v1ΩK5

]
− a22K2,
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f4 = K5(K1K2 −K0K4) +K3(K1K4 +K0K2)

+ a21Ω
2
[
(v21 −Ω2)K5 + 2v1ΩK3

]
− a22K4,

K0 = γΩ,

K1 = ω2 −mΩ2,

K2 = mv21 + γv1 + ω2 −mΩ2,

K3 = mv22 + γv2 + ω2 −mΩ2,

K4 = (2mv1 + γ)Ω,

K5 = (2mv2 + γ)Ω.

需要强调的是, 为保证 (13)式所给出的系统响
应一阶矩的稳定性, 噪声Z2(t)的噪声强度a22需满

足如下不等式 [30]:

0 < a22 < a22,cr = ω2(mv22 + γv2 + ω2). (15)

4 讨 论

在上一节中通过理论推导我们给出了系统稳

态响应振幅A的解析表达式 (14)式, 可以看出系统
稳态响应振幅A是系统参数 γ, ω, A0, Ω, m, a21,
a22, v1, v2的函数. 在以下两小节, 我们将根据 (14)
式, 推导出系统稳态响应振幅A关于质量涨落噪声

Z1(t)的噪声强度a21、频率涨落噪声Z2(t)的噪声强

度a22能够产生随机共振现象的充分必要条件, 并
基于获得的充分必要条件深入研究各相关参数的

变化对系统随机共振现象的影响.

4.1 系统稳态响应振幅A关于噪声强度a2
1

的随机共振现象

若考虑系统稳态响应振幅A作为质量涨落噪

声Z1(t)的噪声强度a21的一元函数, 根据 (14)式可
见A(a21)在a21,m处取得极大值,

a21,m =
[
(M1K2 +M2K4)a

2
2 + (K1K4 +K0K2)

× (M1K5 −M2K3)− (K1K2 −K0K4)

× (M1K3 +M2K5)
]

×
[
Ω2(M2

1 +M2
2 )
]−1

, (16)

其中,

M1 = (v21 −Ω2)K3 − 2v1ΩK5,

M2 = (v21 −Ω2)K5 + 2v1ΩK3.

根据 (16)式及系统参数a1需满足的基本条件

(3)式, 我们给出系统稳态响应振幅A关于质量涨

落噪声Z1(t)的噪声强度a21能够产生随机共振现象

的充分必要条件为

0 < a21,m < m2. (17)

利用 (16)和 (17)式, 在固定参数A0, m, Ω, ω,
v1, γ取值的情形下, 系统稳态响应振幅A关于噪

声强度a21能够产生随机共振现象的参数区域的边

界曲线a22,1(v2) 和a22,2(v2)为

a22,1(v2) =
[
(K1K2 −K0K4)(M1K3 +M2K5)

− (K1K4 +K0K2)(M1K5 −M2K3)
]

× (M1K2 +M2K4)
−1, (18)

a22,2(v2) =
[
(K1K2 −K0K4)(M1K3 +M2K5)

− (K1K4 +K0K2)(M1K5 −M2K3)

+ (mΩ)2(M2
1 +M2

2 )
]

× (M1K2 +M2K4)
−1. (19)

图 1为在参数取定为A0 = 1, m = 1, Ω =

0.65, ω = 1, v1 = 0.1, γ = 0.1时, 根据 (17)式在参
数空间 v2-a22做的示意图. 在此参数条件下, 若 (v2,
a22)的取值落入图 1灰色区域, 则系统稳态响应振
幅A关于Z1(t)的噪声强度a21能够产生随机共振

现象; 反之, 若 (v2, a22)的取值落入图中白色区域,
则无法诱导A关于a21的随机共振现象产生. 可见,
系统稳态响应振幅A关于质量涨落噪声Z1(t)的噪

声强度a21能否产生随机共振现象强烈依赖于系统

参数的选取.

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

v2

a
22

图 1 稳态响应振幅A关于噪声强度 a21能够产生随机共

振现象的 v2-a22参数空间示意图 在灰色区域取值的 (v2,
a22)能够诱导A关于 a21的随机共振现象产生, 其他参数
取值为: A0 = 1, m = 1, Ω = 0.65, ω = 1, v1 = 0.1,
γ = 0.1

图 2绘制了和图 1相同参数条件下a21-A的变
化曲线. 特别地, 当频率涨落噪声Z2(t)的噪声相
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关率 v2 = 1时, 根据边界曲线 (18)和 (19)式可以
给出噪声强度a22在 0.306 < a22 < 0.936范围内时,
a21-A能够出现共振峰, 即此时能够诱导系统产生随
机共振现象. 从图 2可以看出, 在此参数组合下, 当
a22 = 0.6时, 响应曲线a21-A表现出明显的共振峰,
即系统出现随机共振现象; 当a22 = 0.3和a22 = 0.95

时, 响应曲线a21-A的共振峰消失, 此时系统不能产
生随机共振现象.

a
1

2

a
2
=0.3
2

a
2
=0.6
2

a
2
=0.95
2

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

2.0

2.1

2.2

2.3

2.4

2.5

A

图 2 系统稳态响应振幅A随噪声强度 a21的变化曲线

其他参数取值为: A0 = 1, m = 1, Ω = 0.65, ω = 1,
v1 = 0.1, γ = 0.1, v2 = 1

4.2 系统稳态响应振幅A关于噪声强度a2
2

的随机共振现象

类似于 4.1节的讨论, 系统稳态响应振幅A关

于频率涨落噪声Z2(t)的噪声强度a22能够产生随机

共振现象强烈依赖于系统参数的选取. 若考虑A作

为a22的一元函数, 根据 (14)式, 系统稳态响应振幅
A(a22)在a22,m处取得极大值,

a22,m =
[
(K1K2 −K0K4)(K2K3 +K4K5)

+ (K1K4 +K0K2)(K3K4 −K2K5)

+ (M1K2 +M2K4)Ω
2a21

]
× (K2

2 +K2
4 )

−1. (20)

根据 (20)式及噪声强度 a22需满足的基本条

件 (15)式, 推导出系统稳态响应振幅A关于噪声

Z2(t)的噪声强度a22能够产生随机共振现象的充分

必要条件为

0 < a22,m < a22,cr. (21)

同样, 根据 (20)和 (21)式, 在固定参数A0, m,
Ω, ω, v2, γ取值情形下, 我们给出A关于a22能够

产生随机共振现象参数区域的边界曲线a21,1(v1)和

a21,2(v1)为

a21,1(v1) =
[
(K0K4 −K1K2)(K3K2 +K5K4)

− (K1K4 +K0K2)(K3K4 −K2K5)
]

×
[
Ω2(M1K2 +M2K4)

]−1
, (22)

a21,2(v1) =
[
ω2(K2

2 +K2
4 )(mv22 + γv2 + ω2)

− (K1K2 −K0K4)(K2K3 +K4K5)

− (K1K4 +K0K2)(K3K4 −K2K5)
]

×
[
Ω2(M1K2 +M2K4)

]−1
. (23)

图 3给出的是在参数取定为A0 = 1, m = 2,
Ω = 1.2, ω = 1, v2 = 0.5, γ = 0.1, 根据 (21)式在
参数空间v1-a21所做的示意图. 在此参数条件下, 若
(v1, a21)的取值落入图 3灰色区域, 则系统稳态响
应振幅A关于Z2(t)的噪声强度a22能够诱导系统

产生随机共振现象; 反之, 若 (v1, a21)的取值落入图
中白色区域则无法诱导A关于a22的随机共振现象

产生.
a
12

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0
0

0.5

1.0

1.5
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3.0

3.5

4.0

v1

图 3 稳态响应振幅A关于噪声强度 a22能够产生随机共

振现象的 v1-a21参数空间示意图 在灰色区域取值的 (v1,
a21)能够诱导A关于 a22的随机共振现象产生, 其他参数
取值为: A0 = 1, m = 2, Ω = 1.2, ω = 1, v2 = 0.5,
γ = 0.1

图 4绘制了和图 3相同参数下系统稳态响应
振幅A 关于噪声强度 a22的变化曲线. 特别地,
当质量涨落噪声Z1(t)的噪声相关率 v1 = 2.5

时, 利用 (22)和 (23)式可以给出 a22-A能够出现
共振峰曲线时噪声强度 a21应满足的取值范围为

0.6493 < a21 < 2.2023. 如图 4所示, 在此参数组合
下, 当噪声强度a21 = 1.5时 (图 4 (b)), 响应曲线a22-
A有明显的共振峰, 即系统产生随机共振现象; 而
当噪声强度为a21 = 0.6和a21 = 2.3时 (图 4 (a),(c)),
响应曲线a22-A严格单调变化, 即此参数组合不能
诱导系统产生随机共振现象.
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图 4 稳态响应振幅A随噪声强度 a22的变化曲线 其他参数取值为: A0 = 1, m = 2, Ω = 1.2, ω = 1, v2 = 0.5,
γ = 0.1, v1 = 2.5; (a) a21 = 0.6; (b) a21 = 1.5; (c) a21 = 2.3

5 结 论

本文在具有频率涨落噪声的线性谐振子的基

础上, 考虑布朗粒子处于具有吸附能力的复杂环境
时, 环境介质分子对布朗粒子的随机吸附使得粒子
具有涨落质量, 建立了具有质量及频率涨落噪声的
二阶欠阻尼线性谐振子随机共振模型, 并推导出系
统响应的一阶稳态矩和稳态响应振幅的解析表达

式. 本文基于系统稳态响应振幅的解析表达式, 深
入研究并给出了稳态响应振幅关于质量及频率涨

落噪声的噪声强度能够诱导系统产生随机共振现

象的充分必要条件 (17)和 (21)式. 仿真实验表明,
当选定系统参数取值满足本文所给出的充分必要

条件时, 系统稳态响应振幅关于噪声强度的变化曲
线具有明显的共振峰, 即此选定参数组合能够诱导
该系统产生随机共振现象. 本文的研究为该模型的
后续生物、化学及工程相关应用提供了坚实的理论

依据.
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Abstract
When Brownian particle moves in a viscoelastic medium, the surrounding molecules not only collide with the

Brownian particle but also adhere to the Brownian particle randomly, thereby changing the mass of the Brownian particle.
We investigate the stochastic resonance phenomenon in an underdamped linear harmonic oscillator with fluctuating mass
and fluctuating frequency under an external periodic force. The exact expressions of the first moment and the amplitude
of the output signal are obtained by using the Shapiro-Loginov formula and the Laplace transform technique. We
establish the necessary and sufficient conditions for the emergence of the stochastic resonance phenomenon induced by
the mass fluctuation noise intensity and frequency fluctuation noise intensity. Furthermore, based on the necessary and
sufficient conditions, the output amplitude shows a non-monotonic dependence on the noise intensity, which means that
the stochastic resonance phenomenon happens.
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