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量子相空间分布函数与压缩相干态表示间的

变换关系∗

梁修东 台运娇 程建民 翟龙华 许业军†

(池州学院机械与电子工程系, 池州 247100)

( 2014年 6月 5日收到; 2014年 7月 11日收到修改稿 )

基于Husimi算符具有压缩相干态投影子形式, 首先介绍了一个新的量子算符表示, 即压缩相干态表示.
当高斯展宽参数κ = 1时, 该函数约化为通常的P 函数. 作为例子, 研究了热态的压缩相干态表示, 通过图示
说明了压缩相干态表示与P 函数的区别. 为更好地在量子光学问题中使用该表示, 我们揭示了压缩相干态表
示与Wigner函数、Q函数以及Husimi函数间的积分变换关系.

关键词: 压缩相干态, Wigner函数, P函数
PACS: 42.50.–p, 03.65.Wj DOI: 10.7498/aps.64.024207

1 引 言

在过去的几十年里, 量子相空间分布函数已广
泛应用于研究量子力学问题中, 发挥着极其重要的
作用 [1]. 这些准经典分布函数作为一种有效的工
具, 允许人们用尽可能多的经典语言来描述量子力
学, 用经典的视角去研究量子力学问题 [2,3]. 在这
些分布函数中, 最常见的几种准经典分布函数是:
Wigner函数和P函数等 [4−7]. 其中, Wigner函数
最初被用来研究量子力学与经典统计力学间的关

系. Wigner函数的两个边缘分布正好对应着在坐
标和动量空间中测量粒子的概率密度, Wigner 函
数包含了量子态的所有量子信息 [8]. P函数则在研

究量子光学中光子探测中发挥着重要作用. P函数

并不总是非负的, 并且有可能是奇异的, 甚至有的
量子光场根本不存在P函数.

为进一步揭示量子光学中相空间分布函数多

样性, 本文借助Husimi算符的纯态密度算符性质
及其具有的完备性关系, 介绍了一个新的量子力学

算符表示, 称为压缩相干态表示, 并研究其与量子
光学中常见的几种分布函数间的内在关联性. 所获
得的积分变换关系不仅丰富了相空间量子光学的

内容, 而且可以被推广应用于量子光学多个领域.

2 Husimi算符作为压缩相干态投
影子

为 避 免Wigner分 布 函 数 非 正 定 的 缺
点 [9], Husimi [10] 通 过 引 进Gauss光 滑 函 数

exp
[
−κ (q′ − q)

2 − (p′ − p)
2

κ

]
来 光 滑Wigner函

数W (p, q), 并定义Wigner分布函数与Husimi分
布函数的关系为

H (p, q, κ)

=

∫ ∞

−∞
dq′dp′W (q′, p′)

× exp
[
−κ (q′ − q)

2 − (p′ − p)
2

κ

]
, (1)
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其中, κ为高斯展宽参数, 它决定了相空间中 q值与

p值的相对分辨率. 此外, 从 (1)式出发, 可获得如
下Wigner算符与Husimi算符间的积分关系 [11]:

∆H (q, p, κ)

=

∫ ∞

−∞
dq′dp′∆W (q′, p′)

× exp
[
−κ (q′ − q)

2 − (p′ − p)
2

κ

]
, (2)

这 里 ∆W(p′, q′) 称 为Wigner 算 符 [12,13],
∆H (q, p, κ)称为Husimi算符. 于是, Husimi函
数可表示为

H (q, p, κ) = Tr [ρ∆H (q, p, κ)] . (3)

根据Weyl编量化方案知 [14], ∆H (q, p, κ) 的

Weyl经典对应函数就是所谓的高斯 “颗粒”函数

exp
[
−κ (q′ − q)

2 − (p′ − p)
2

κ

]
.

此外, 研究还表明, Husimi算符∆H (q, p, κ)具有压

缩相干态投影子形式 [15]

∆H (q, p, κ) = |q, p, κ⟩ ⟨q, p, κ| , (4)

其中, |q, p, κ⟩是一种压缩相干态, 其在Fock空间的
形式为

|q, p, κ⟩

=

(
2
√
κ

1 + κ

)1/2

exp
[

−κ

2 (1 + κ)
q2 − p2

2 (1 + κ)

+

√
2a+

1 + κ
(κq + ip) + 1− κ

2 (1 + κ)

(
a+

)2 ] |0⟩
=S−1

(
1√
κ

)
D (α) |0⟩

=S−1

(
1√
κ

)
|α⟩ ≡ |α, κ⟩ , (5)

这里, |α⟩是相干态, α =
1√
2

(
√
κq +

ip√
κ

)
,

S−1 (1/
√
κ) = exp

[
1

2

(
a2 + a+2

)
ln (1/

√
κ)

]
是通

常的单模压缩算符, D (α) = exp (αa+ − α∗a)为平

移算符, 并注意到κ同时将平移算符和压缩算符联

系在一起. 由 (4)和 (5)式知

∆H (p, q, κ) = ∆H (α, α∗, κ) . (6)

此外, |α, κ⟩可以构成一个量子力学表象, 即∫ d2α

π
|α, κ⟩ ⟨α, κ|

=

∫ d2α

π
S−1

(
1√
κ

)
|α⟩ ⟨α|S

(
1√
κ

)
= 1. (7)

3 利用Husimi算符构造新的密度算
符表示

利用 (5)式中的完备性关系, 定义密度算符 ρ

在 |p, q, κ⟩表象中的表示, 即

ρ =

∫ d2α

π
F (α, α∗, κ) |α, κ⟩ ⟨α, κ|, (8)

其中, 函数F (α, α∗, κ)即称为算符的压缩相干态

表示.
为获得F (α, α∗, κ)的具体形式, 首先, 在 (8)

式等号两边同时分别左乘 ⟨−z|和右乘 |z⟩, 则

⟨−z| ρ |z⟩

=

∫ d2α

π
F (α, α∗, κ) ⟨−z | α, κ⟩ ⟨α, κ | z⟩. (9)

利用 (5)式和单模压缩算符的正规乘积表示 [16]

S

(
1√
κ

)
=

√
sech

(
ln 1√

κ

)
: � exp

[
− (a+)

2

2
tanh

(
ln 1√

κ

)
+

(
sech

(
ln 1√

κ

)
− 1

)
a+a

+
a2

2
tanh

(
ln 1√

κ

)]
:, (10)

可得

⟨α, κ|z⟩

=

√
sech

(
ln 1√

κ

)
exp

[
− 1

2
|z|2

+
z2

2
tanh

(
ln 1√

κ

)]
exp

[
− 1

2
|α|2

− (α∗)
2

2
tanh

(
ln 1√

κ

)
+ sech

(
ln 1√

κ

)
α∗z

]
, (11)

其中, (10)式中的符号 : :表示算符的正规乘积. 由
(11)式显然有

⟨−z|α, κ⟩ ⟨α, κ|z⟩

= sech
(

ln 1√
κ

)
exp

[
sech

(
ln 1√

κ

)
(α∗z − αz∗)

]
× exp

[
− |α|2 − |z|2 − (α∗)

2
+ α2

2
tanh

(
ln 1√

κ

)
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+
(z∗)

2
+ z2

2
tanh

(
ln 1√

κ

)]
. (12)

将 (12)式代入 (9)式, 并令β = sech
(

ln 1√
κ

)
α, 则

有

⟨−z| ρ |z⟩

=
1

sech
(

ln 1√
κ

) ∫ d2β

π
F

 β

sech
(

ln 1√
κ

)


× exp
[
− |z|2 +

tanh
(

ln 1√
κ

)
2

(
z2 + (z∗)

2
)]

× exp (β∗z − βz∗)

× exp
[
− 1(

sech
(

ln 1√
κ

))2 |β|2

− (β∗)
2
+ β2

2 tanh
(

ln 1√
κ

)]
, (13)

这里, (β∗z − βz∗)为纯虚数, 故 (13)式可视为傅里
叶变换. 则由傅里叶逆变换关系得

F (α, α∗, κ)

= sech
(

ln 1√
κ

)

× exp

|α|2 +
(
α2 + (α∗)

2
)

2
tanh

(
ln 1√

κ

)
×
∫ d2z

π
⟨−z| ρ |z⟩

× exp

|z|2 −
(
z2 + (z∗)

2
)

2
tanh

(
ln 1√

κ

)
× exp

[
sech

(
ln 1√

κ

)
(αz∗ − α∗z)

]
. (14)

尤其, 当κ = 1时,

F (α) = exp
(
|α|2

)∫ d2z

π
⟨−z| ρ |z⟩

× exp
(
|z|2 + z∗α− zα∗

)
, (15)

这是通常的P函数.
此外, 当把密度算符 ρ替换成任意算符A时,

显然有

A =

∫ d2α

π
F (α, α∗, κ) |α, κ⟩ ⟨α, κ| (16)

成立, 相应的F (α, α∗, κ)表示为

F (α, α∗, κ)

= sech
(

ln 1√
κ

)

× exp

|α|2 +
(
α2 + (α∗)

2
)

2
tanh

(
ln 1√

κ

)
×

∫ d2z

π
⟨−z|A |z⟩

× exp
[
|z|2 −

(
z2 + (z∗)

2
)

2
tanh

(
ln 1√

κ

)]
× exp

[
sech

(
ln 1√

κ

)
(αz∗ − α∗z)

]
. (17)

至此, 我们已经获得了算符的压缩相干态表示
的具体积分表达式. 当取A = ∆H (β, β∗, κ)时, 可
看出Husimi算符的压缩相干态表示为

F∆H(β,β∗,κ) (α, α
∗) = πδ(2) (α− β) . (18)

作为例子, 我们还可计算热场压缩相干态表
示. 由热场密度算符 [17]

ρ =
∑
n

⟨n⟩n

(1 + ⟨n⟩)n+1 |n⟩ ⟨n|, (19)

可得

⟨−z| ρ |z⟩ = e−|β|2

1 + ⟨n⟩
exp

 − |β|2(
1 +

1

⟨n⟩

)
 . (20)

将 (20)式代入 (17)式, 可得

FT (α, α∗, κ)

= sech
(

ln 1√
κ

)
× exp

[
|α|2 + α2 + (α∗)

2

2
tanh

(
ln 1√

κ

)]
× 1

1 + ⟨n⟩
1√

(⟨n⟩/1 + ⟨n⟩)2 −
(

tanh
(

ln 1√
κ

))2

× exp


− (⟨n⟩/1 + ⟨n⟩)

(
sech

(
ln 1√

κ

))2

|α|2

(⟨n⟩/1 + ⟨n⟩)2 −
(

tanh
(

ln 1√
κ

))2



× exp
[tanh

(
ln 1√

κ

)
2

(
sech

(
ln 1√

κ

))2
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×
[(

α∗ e−iθ
)2

−
(
α e iθ

)2
]{

(⟨n⟩ /1 + ⟨n⟩)2

−
(

tanh
(

ln 1√
κ

))2 }−1
]
. (21)

注意到, 当κ = 1时,

FT (α) =
1

⟨n⟩
exp

[
−|α|2

⟨n⟩

]
, (22)

即为热场的P函数.

κ=2

κ=1.5

κ=1.7

κ=1.2
κ=1

20 40 60 80 100 120 140

<n>

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

F
T
(α
,α
*
,κ
)

图 1 热场的压缩相干态表示

图 1给出了热场的压缩相干态表示函数
FT (α, α∗, κ)随平均光子数 ⟨n⟩的分布情况, 可看
出热场的压缩相干态表示函数的分布将受到展宽

参数κ的调制, 图中κ = 1时的曲线即为热场的P

表示函数分布曲线.

4 量子光学中常见分布函数的压缩相
干态表示

算符的压缩相干态表示并非孤立的分布函数,
它与量子光学中常见的分布函数存在密切的联系,
下面将重点揭示压缩相干态表示与常见的量子分

布函数间的积分关系.

4.1 P函数与压缩相干态表示的关系

利用Mehta [18]曾给出的一个由ρ求其P表示

P (z)的公式

P (z) =e|z|
2

∫ d2γ

π
⟨−γ| ρ |γ⟩

× exp
(
|β|2 + β∗z − βz∗

)
. (23)

将 (8)式代入 (23)式, 导出

P (z) =e|z|
2

∫ d2γ

π
⟨−γ| ρ |γ⟩

× exp
(
|γ|2 + γ∗z − γz∗

)
= e|z|

2

∫ d2γ

π

∫ d2α

π
F (α, α∗, κ)

× ⟨−γ| |α, κ⟩ ⟨α, κ| |γ⟩

× exp
(
|γ|2 + γ∗z − γz∗

)
=e|z|

2

sech
(

ln 1√
κ

)
×

∫ d2α

π
F (α, α∗, κ)

× exp
[
− |α|2 −

(
α2 + α∗2)

2

× tanh
(

ln 1√
κ

)]∫ d2γ

π

× exp
[(

sech
(

ln 1√
κ

)
α∗ − z∗

)
γ

−
(

sech
(

ln 1√
κ

)
α− z

)
γ∗

−
tanh

(
ln 1√

κ

)
2

(
γ2 + γ∗2) ]. (24)

当取特殊情况κ = 1时, 上式约化为通常的P函数.

4.2 Wigner函数的压缩相干态表示

Wigner函数可以表示成如下求迹形式

W = Tr [ρ∆(α, α∗)] , (25)

这里算符∆(α, α∗)称为Wigner算符, 具有正规乘
积形式

∆(p, q) ≡ ∆(α, α∗)

=
1

π
: exp

[
− (q −Q)

2 − (p− P )
2
]
:

=
1

π
: exp

[
−2

(
a+ − α∗)2 − (a− α)

2
]
: . (26)

将 (8)式代入 (25)式, 即可得Wigner函数的压缩相
干态积分表示形式

W =

∫ d2α′

π
F (α′, α′∗, κ) ⟨α′, κ|∆(α, α∗) |α′, κ⟩

=

∫ d2α′

π
F (α′, α′∗, κ)

× exp
[
− 2 (α′∗ coshλ+ α′ sinhλ− α∗)

× (α′∗ sinhλ+ α′ coshλ− α)
]
, (27)

其中λ = ln
√
κ. 当κ = 1时,

W =Tr [ρ∆(α, α∗)]
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=

∫
d2α′F (α′, α′∗, κ)

× exp [−2 (α′∗ − α∗) (α′ − α)] , (28)

这恰好是Wigner函数与P函数之间的变换关系.

4.3 Q函数与压缩相干态表示的关系

量子光学中Q函数可表示为

Q(z,z∗) = Tr (|z⟩ ⟨z| ρ) = ⟨z| ρ |z⟩ . (29)

把 (8)式代入 (29)式, 即可得到Q函数的压缩相干

态的表示式

Q(z,z∗) =

∫ d2α

π
F (α, α∗, κ) ⟨z|α, κ⟩ ⟨α, κ|z⟩

=

∫ d2α

π
F (α, α∗, κ) |⟨z|α, κ⟩|2, (30)

其中, 可计算出

⟨z|α, κ⟩

=
√

sech
(
ln
√
κ
)

× exp
[
−|z|2

2
− z∗2

2
tanh

(
ln
√
κ
)]

× exp
[
− |α|2

2
+

α2

2
tanh

(
ln

√
κ
)

+ z∗α sech
(
ln

√
κ
) ]

. (31)

于是, 进一步可求出

|⟨z/α, κ⟩|2

= sech
(
ln

√
κ
)

exp
[
− |z|2 − z∗2 + z2

2
tanh

(
ln

√
κ
)]

× exp
[
− |α|2 + sech

(
ln
√
κ
)
(zα∗ + z∗α)

+
α2 + α∗2

2
tanh

(
ln

√
κ
) ]

. (32)

4.4 Husimi函数与压缩相干态表示的关系

最后, 虽然Husimi函数和密度算符的压缩相
干态表示二者都与压缩相干态密切联系, 但是
Husimi函数也是可以有压缩相干态积分表示式.
同样, 利用 (8)式, 得

H =Tr (∆H (β, β∗) ρ)

=

∫ d2α

π
F (α, α∗, κ) |⟨β, κ | α, κ⟩|2, (33)

其中,

|⟨β, κ | α, κ⟩|2 = exp [− (α∗ − β∗) (α− β)] . (34)

5 结 论

本文重点研究了一种新的量子光学相空间分

布函数, 即压缩相干态表示. 获得了压缩相干态表
示的具体表达式, 当κ = 1时, 压缩相干态表示简
化为通常的P表示; 此外, 为揭示压缩相干态表示
与其他几种分布函数间的内在联系, 我们进一步推
导出了压缩相干态表示与Wigner函数、Q函数, 以
及Husimi函数间的积分变换关系, 这些变换关系
为研究量子态的非经典性质、量子态Tomography
等方面有较重要的实用价值 [19−23].
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Abstract
A new operator representation, called squeezed coherent state representation, is introduced since Husimi operator has

the form of squeezed coherent state. We fisrt introduce its specific integral expression. When κ = 1, this representation
is reduced to the usual P function. As an example, we calculate the squeezed coherent state representation for thermal
field to illustrate a difference between P function and the squeezed coherent state representation. Especially, in order to
better apply this representation to quantum optics, we reveal the integral transformations between the squeezed coherent
state representation, respectively, and the following three functions: Wigner function, Q function, and Husimi function.
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