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有倾向随机行走是研究网络上数据包路由策略的有效方法. 由于许多真实技术网络包括互联网都具有负
的度关联特征, 因此本文研究这种网络上的有倾向随机行走性质. 研究表明: 在负关联网络上粒子可以在连
接度较大的节点上均匀分布, 而连接度小的节点上粒子较少; 负关联网络上随机行走的速度比非关联网络更
快; 找到了负关联网络上的最佳倾向性系数, 在此情况下负关联网络上随机行走的速度远快于非关联网络.
负关联网络既可以利用度小的节点容纳粒子, 又可以利用度大的节点快速传输, 这是负关联网络上高行走效
率产生的机制.

关键词: 复杂网络, 无标度网络, 随机行走, 度关联
PACS: 89.75.Hc, 05.40.Fb, 05.60.–k DOI: 10.7498/aps.64.028901

1 引 言

复杂网络能很好地描述人类社会和自然界一

些复杂系统的结构, 例如互联网、万维网、科学家协
作网络以及神经网络等 [1,2]. 近年来复杂网络的研
究发现, 在真实网络中节点连接都遵循一定的规
则, 而不是随机网络 [3,4]. 一个重要的特征是少数
节点往往拥有大量的连接, 而大部分节点的连接却
很少, 节点的连接度符合幂律分布. 度分布符合幂
律分布的复杂网络被称为无标度网络 [5]. 真实网络
还有另外一个特点就是节点之间具有连接度的关

联性. 如果网络中连接度大的节点更倾向于连接度
大的节点, 这种网络称为正关联网络. 如果连接度
大的节点更倾向于连接度小的节点, 这种网络被称
为负关联网络 [6,7], 例如万维网、互联网等通信网络
都是具有负关联性质的无标度网络 [8].

随机行走是模拟物理中常用的一种方法 [9−12],
研究复杂网络上随机行走也是解决真实网络中一

些问题的有效方法. 例如, 通信高峰时网络中数据

包出现阻塞现象导致数据包传输速度缓慢, 我们拟
通过复杂网络模型上进行随机行走模拟研究寻找

提高通信网络质量的有效方法. 目前, 通信网络中
数据包的路由策略是最短路径传输策略 [13]. 采用
这种策略时网络中的每个节点都储存整个网络的

拓扑结构. 当一个节点发送数据包给一个目标节点
时, 起始节点根据自己内存中的网络拓扑计算出到
达目标节点的一条最短路径, 即通过节点数最少的
路径, 数据包通过这条路径到达目标节点. 该策略
的一个弊端是存储网络拓扑结构和计算路径的开

销较大, 所以只适合规模较小的网络; 另一个弊端
是大量节点对之间的最短路径要通过网络中连接

度最大的点, 由于需要处理的数据包数量巨大易导
致网络堵塞. 第二种策略为本地路由策略, 即每个
节点只知道自己邻居节点的信息, 起始节点根据一
定的规则将数据包发送到自己的一个邻居节点, 然
后该邻居节点再将数据包发送到自己的一个邻居

节点, 循环下去, 直至到达目标节点为止. 这种策
略可以克服最短路径传输策略的缺点, 作为一个有
重要意义的路由策略, 其研究引起了广泛关注 [14].
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以前的工作研究了基于邻居连接度的有倾向

随机行走. 在非关联的无标度网络模型中节点的连
接度对数据包随机行走的影响为: 当数据包倾向于
向连接度大的邻居行走时, 网络通畅通信时间随着
目标节点度的增大而减小; 如果网络中数据包的流
量较大, 大量数据包发往度大的节点, 容易造成通
信阻塞 [15,16]. 当倾向于向较小的邻居发送数据包
时, 通信时间随着目标节点度的增大而增大. 研究
发现第二种策略改善了易阻塞的情况, 得到了最不
容易发生交通阻塞的条件.

但是在以前的研究中没有考虑度关联特性, 而
真实网络中各节点之间的连接具有度关联性. 对
于互联网来说, 它具有明显的负关联. 所以本文研
究度关联性质对于无标度网络上有倾向随机行走

的影响, 并研究使网络中数据流量最大的随机行走
策略.

2 模 型

我们首先使用BA模型构造无标度网络 [17].
网络从m0个节点开始生长, 每个时间步添加一个
具有m (m 6 m0)条边的新节点 i. 节点 i以优先选

择概率pij连接到网络中节点 j上,优先选择概率由
下式确定

pij =
kj∑

m

km
, (1)

其中, 分母是网络中已经存在节点的连接度之和.
重复上述生长步骤直到网络达到足够大的规模.
本文采用的网络不同于以往研究中使用的配置模

型 [5], 在以往的模型中, 首先给定每个节点的连接
度, 然后把节点随机地连接起来. 本文中使用的
Barabási-Albert (BA)无标度网络模型是一个生长
的无标度网络模型, 它模拟了互联网的生长过程.

构造具有负的度关联网络的方法是: 任意选择
两条边的四个端点, 打断它们的原有连接, 再以概
率p 将度大的点和度小的点连接起来, 再将另两个
点连接起来, 或者以概率 1 − p把四个点随机连起

来. 连接过程中不允许一个节点连接到自己，并且
禁止建立重复连接. 重复上述过程, 直到网络的节
点之间的连接具有足够强的负相关性. 我们用皮尔
森相关系数衡量度关联属性, 该系数是用来反映两
个变量线性相关程度的统计量, 用符号 r表示. 在

网络中节点连接度的关联系数的计算公式为

r =

M−1
∑
i

jiki −
[
M−1

∑
i
1

2
(ji + ki)

]2

M−1
∑
i

1

2

(
j2i + k2i

)
−

[
M−1

∑
i

1

2
(ji + ki)

]2 ,

(2)

其中 ji, ki表示第 i条边的两个端点上节点的连接

度, M为边的总数量 [6]. 为了模拟互联网的情况,
我们构造 r = −0.2的负关联网络. 这个度关联系
数的值是从实际网络中测量得到的 [16−19].

在该网络上, 我们随机选择一个数据包的起始
节点和目标节点. 在传递过程中, 数据包从一个节
点出发时, 如果节点的邻居中有目标节点, 数据包
直接发送到目标节点, 否则以优先概率进行随机行
走. 从当前节点 i走到邻居节点 j的概率为

wij =
kαj

ki∑
m=1

kαm

, (3)

其中, kj为邻居节点 j的连接度, α是控制倾向性的
可调节参数. 当α > 0时, 连接度kj越大, 下一步
走到节点 j的概率越大, 反之, 当α < 0时, 连接度
kj越小, 概率wij越大

[20].

3 结 果

首先, 我们通过计算机模拟计算出了关联无标
度网络与非关联无标度网络的占据概率 p∞j . 它的
意义是在时间无限长极限下, 节点 j被数据包占据

的概率. 在非关联无标度网络中, 占据概率的理论
公式为 [5]

p∞j =
kα+1
j

N ⟨ka+1⟩
, (4)

从 (4)式可以看出, 当α > −1时, 一个节点的度越
大, 那么它的占据概率越大, 即被数据包访问的次
数就越多; 当α < −1时, 一个节点的度越大, 它被
数据包访问的次数就越少, 而连接度较小的节点被
访问的次数更多; 当α = −1时, 节点被占据的概率
不依赖于节点的度, 所有节点被访问的次数相同.
在这个条件下, 数据包在网络中的分布最均匀, 这
时最不容易发生阻塞 [5]
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图 1为占据概率与节点连接度的关系, 横坐标
为节点的度, 纵坐标为节点的占据概率. 从图中可
以看出, 模拟得到的BA网络上占据概率与理论结
果符合得很好. 然而, 从图 1 (b)可以看到, 关联网
络上的占据概率明显地偏离了理论结果, 这说明节
点度的大小并不完全决定给定行走策略下节点的

占据行为, 度的负关联性影响了无标度网络上随机
行走行为. 当α = 1时, 数据包倾向于传递给连接
度大的邻居, 此时, 度关联导致连接度小的节点被
占据的概率增大, 而连接度大的点被占据的概率减
小. 当α = −1和α = −2时, 度关联属性导致连接
度小的节点占据概率减小, 连接度大的节点的占据
概率增加. 值得注意的是, 在没有度关联的网络中
α = −1时, 占据概率不依赖于节点的度, 是一个
常数. 而在度关联网络上α = −1的情况下, 占据
概率不再是一个常数, 而是依赖于节点连接度的,
这说明α = −1不再是数据包在网络上分布的最

均匀条件. 我们将在后面更深入地分析数据包的
分布.

101 102
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10-2

10-1

kj

kj

10-4

10-3

10-2

10-1

p
j@

p
j@

(a)

α=1

α=−1

α=−2

100 101 102

(b)

α=1

α=−1

α=−2

图 1 (网刊彩色) 节点上的占据概率与节点连接度的关系
(a) BA无标度网络; (b) 负关联无标度网络, 关联系数为
r = −0.2; 网络规模N = 1000, m = 3; 直线为BA网络
的理论值, 点线为模拟结果

接下来计算自回归时间, 它是指数据包从起始
节点出发到重新返回到起始节点的这段时间的长

度, 可以反映出随机行走的快慢, 这里自回归时间
用随机行走的步数表示. 图 2为自回归时间与数据
包出发节点连接度之间的关系, 横坐标为节点的连
接度, 纵坐标为节点的自回归时间. 在非关联无标
度网络中, 自回归时间的理论公式为 [5]

Tii =
N⟨kα+1⟩
kα+1

. (5)

由图 2 (a)可见, 我们模拟得到的BA网络之自回归
时间与理论值基本一致. 在图 2 (b) 中, 关联网络的
模拟结果明显偏离了非关联网络的理论值. 这个结
果表明, 自回归时间不完全取决于节点度, 度关联
网络可以影响随机行走的自回归时间. α = 1时,
所有点发出的数据包的自回归时间基本都增大了;
α = −1和−2情况下, 除了连接度最小的一部分点
外, 大部分点上发出的数据包都具有更小的自回归
时间. 本文的结果说明负的度关联有利于提高数据
包的传输速度.
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101 102

ki
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α=−2

100

101

102
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 T
i
i

101
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104

 T
i
i

(b)

图 2 (网刊彩色) 自回归时间与节点度的关系 (a) BA
无标度网络; (b) 负关联无标度网络; 网络规模 n = 1000,
m = 3; 直线表示BA网络的理论值, 点线为模拟结果

图 3为平均到达时间与目标节点度之间的关
系, 横坐标是目标节点的度, 纵坐标为数据包的平
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均到达时间. 在非关联无标度网络中, 平均到达时
间的计算公式为 [5]

Tij =
N⟨kα+1⟩
kα+1
j

+
N⟨k2⟩
⟨k2⟩

1

kj
− 2. (6)

从图 3 (a)中可以看出, BA无标度网络中理论
值和实验值基本一致. 图 3 (b)表明, 在关联无标
度网络中平均到达时间与非关联网络不同. 当
α = −1和α = −2时, 除少数度值较小的节点平均
到达时间增大外, 其他节点度值较大节点的平均到
达时间都在缩短. 这说明负关联有利于减少数据传
递时间, 提高数据传输效率.

101 102

kj

101 102

kj

α=1
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α=−2

α=1

α=−1

α=−2
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 T
ij
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(a)

(b)

图 3 (网刊彩色) 到达时间与目标节点连接度的关系
(a) BA无标度网络; (b) 负关联无标度网络; 网络规模
n = 1000, m = 3; 直线为BA网络的理论值, 点线为模拟
结果

接下来, 我们研究最佳倾向性条件. 我们知道,
对于通信网络, 并非信息源发送多少数据包都能快
速到达接收源. 因为网络中数据包容量并非无限制
的, 而是有一个固定的数值, 我们称之为数据包临
界生成率, 用R表示. 当网络中的数据包产生量小
于R时, 数据包到占据概率最大的节点后, 可以被
顺利地转发出去, 此刻网络表现为通畅状态. 当数
据包的产生量大于R时, 由于有大量数据包发送到
占据概率最大的节点, 超过了转发能力, 将造成数

据包的堵塞, 此时网络表现为阻塞情况. 文献 [5]指
出, 造成网络拥堵的最主要原因是网络中节点转发
数据包数量分布具有不均匀性. 大部分数据包都是
由少数特定的节点转发出去, 而多数节点只转发了
很少部分数据包, 造成少数节点超负荷的工作, 大
部分节点却很 “悠闲”, 这种情况大大地降低了网络
的通信效率. 如果每个节点的数据包发送量几乎是
相同的, 网络中将不容易发生信息拥堵, 此时网络
的通信量将达到最大. 所以我们关心在什么情况下
网络中所有节点的占据概率差别最小.

由图 1的结果可知, 度关联的网络中, α = −1

不再是数据包分布最均匀的条件. 为了揭示倾向性
控制参数α对于占据概率平均程度的影响, 我们计
算了多个α值下的占据概率与节点连接度的关系,
如图 4 .
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图 4 (网刊彩色) 负关联网络不同α值下占据概率与节点

度的关系 (网络规模N = 1000, m = 3)

图 4是可调参数α取值范围在−0.5—−1.5之

间的情况下占据概率的计算结果. 从结果中看出,
当节点连接度小于 10时, α对节点的占据概率几乎
没有影响, 在这一区域, p∞j 总是随着kj上升. 所以
在此负关联网络中, 不存在 p∞j 为常数的情况. 当
连接度大于10时, 占据概率明显地随着控制参数α

变化, 所以我们寻找在这个区域中 p∞j 最平滑的情

况, 计算了曲线p∞j (kj)在kj < 10的区域中的方差,
如图 5所示.

从图 5 (a)可以看出, 当α = −1.1时, σ的值最
小, 说明各节点的占据概率相差最小. 也就是说在
具有负关联无标度性质的通信网络中, α值取−1.1

时, 网络最不容易发送阻塞, 说明负相关性度关联
网络上的最佳路由策略更加倾向于选择连接度小

的邻居.
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在具有不同程度负相关性的度关联网络上, 均
可发现随机行走的性质发生上述变化. 我们系统地
计算了不同负相关性网络上的占据概率, 通过分析
占据概率曲线的方差得到了最佳倾向性控制参数

值与网络的皮尔森度关联系数的关系. 如图 5 (b)
所示, 当网络具有负的度关联属性时, 随着度关联
系数下降, 最佳倾向性控制参数值单调地下降. 这
说明随着度关联属性增强, 随机行走的特性逐渐偏
离无度关联网络.

接下来研究关联无标度网络α = −1.1时的自

返回时间与到达时间. 用真实互联网具有的度关联
系数 r = −0.2为例, 结果如图 6所示. 从图中可以
看出, 当α = −1.1时, 关联无标度网络中数据包的
自返回时间和到达时间几乎都小于非关联无标度

网络的理论值, 并且这个差别十分明显. 图 6的结
果说明, 同样在网络通信流畅情况下, 度关联网络
明显减小通信时间, 提高了网络的通信效率.

为了理解负关联网络上随机行走的高效性, 我
们分析了数据包随机行走路径对于网络结构的依

赖关系.图 7为当 α=−1 时数据包经过时间与经过
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图 5 (a)在连接度大于 10的节点上占据概率的方差 σ与倾向性控制参数α的关系, 网络的皮尔森度关联系数为
r = −0.2; (b)最佳倾向性控制参数值αopt与网络的皮尔森度关联系数 r的关系
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图 6 (网刊彩色) (a) α = −1.1时自返回时间与节点度的关系, 其中方块为负关联网络上的模拟结果, 圆形为BA网络
上的理论值; (b) α = −1.1时的负关联网络上的平均到达时间的模拟结果 (方块)和非关联网络的理论值 (圆形)
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图 7 数据包经过的节点的度, 倾向性控制参数α = −1 (a) 非关联网络; (b) 负关联网络
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节点的连接度之间的关系, 这里的时间是随机行走
的步数, 每个时间步上数据包所在节点的连接度在
10000次行走上做了平均. 当α = −1时, 数据包倾
向于被发往度小的邻居. 图 7 (a)显示数据包在非
关联网络中的随机行走趋于度小的点, 而度小的点
的邻居节点为目标节点的概率较小, 所以数据包长
时间地在连接度小的节点之间传递, 到达目标节点
的时间也就较长. 图 7 (b)显示数据包在负关联网
络中数据包行走路径上的节点包含更多连接度大

的节点. 虽然数据包倾向于被发往连接度值较小的
点, 但是在负关联网络中度小的点的邻居都为度值
较大的点, 所以数据包的传递路径具有的特点是:
度值小的节点上的数据包被发往度值大的节点, 如
果没有找到目标节点, 则下一步发往度小的节点,
如此重复. 当数据包在度大的节点上时, 它有更大
的概率找到目标节点, 所以传递速度更高. 在这种
情况下, 数据包既可以被传递到小的节点, 使小节
点起到缓存的作用不至于阻塞大的节点, 又可以利
用大节点加快传递速度.

4 结 论

本文利用随机行走模拟方法研究了负的度关

联无标度网络上的路由策略. 模拟表明度关联属性
对于倾向性随机行走具有重要的影响. 在负关联网
络上, 数据包在各种连接度的节点上均匀分布的情
况无法实现. 连接度小的节点上占据概率不受随机
行走倾向性的影响. 对于倾向性控制参数的各种取
值, 小连接度节点的占据概率始终较低, 而较大连
接度的节点上占据概率可以不依赖于连接度. 最佳
倾向性策略下, 数据包在网络中的分配情况是连接
度最小的节点上数据包较少, 连接度较大的节点上
数据包分布比较均匀. 我们计算出了最佳倾向性控
制参数的值, 最佳策略是倾向于选择连接度小的邻
居的, 这与非关联网络的最佳策略一致. 当考虑不
同度关联系数的网络时, 负关联网络具有相似的性
质, 并且随着度关联属性增强最佳倾向性控制参数
逐渐减小.

更重要的是, 本文的结果表明, 负的度关联属
性明显地提高了随机行走的速度. 在倾向于选择小
连接度的策略下, 除了最小的节点外, 从其他节点
出发的随机行走的自回归时间明显低于相同策略

下的非关联网络, 随机行走的平均到达时间也具有

相同的结果. 特别是在最佳策略情况下, 自回归时
间和平均到达时间相对于非关联网络小很多. 由于
负的度关联是真实互联网具有的结构属性, 本文的
结果意味着真实互联网可以很好地发挥依赖于连

接度的倾向性局域路由策略优势.
本文提出了负关联网络上具有上述优势的机

制. 在倾向于度小节点的随机行走策略下, 非关联
网络中的数据包在小节点上传递, 增大了网络容量
而延长了传递时间. 负关联网络中度小的节点的邻
居是度大的节点，即使在倾向于度小节点的策略下,
数据包也有机会被传递到大的节点上, 从而加快了
随机行走的速度.

本文指出负的度关联网络上倾向性随机行走

与无关联网络的区别, 表明了负关联属性有利于提
高倾向性随机行走的效率, 并为倾向性路由策略的
实施效果提供了一些理论预言. 现实世界中大量的
技术网络和生物网络都具有负的度关联性质, 并且
大多数网络的动力学都依赖于组成网络的节点之

间相互通信来实现集体行为. 所以本文研究的随机
行走问题也有助于对于更多真实系统的集体行为

研究.
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Abstract
Random walk has been applied to exploring the effective transport strategy of data package in complex networks.

Because the disassortative degree correlation is ubiquitous in technical networks including the internet, we study the
biased random walks in the scale-free networks with the disassortative degree correlation. Computer simulation shows
that the degree correlation changes the behavior of the random walk. Random walkers are located on small degree nodes
with a low probability, and they can be distributed homogeneously on other nodes. We find out the optimal biased
coefficient that ensures the most homogeneous distribution on large nodes. In the optimal case, the degree-correlated
network exhibits a more efficient random walk than degree-uncorrelated networks. We propose the mechanism for the
effect of the disassortative mixing on the random walk.

Keywords: complex network, scale-free network, random walk, degree correlation
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