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周期受击陀螺系统随时间演化波函数的多重分形

周洁 杨双波†

(南京师范大学物理科学与技术学院, 大规模复杂系统数值模拟江苏省重点实验室, 南京 210023)

( 2015年 4月 3日收到; 2015年 5月 22日收到修改稿 )

研究了周期受击陀螺系统波函数的多重分形. 发现: 1)在打击次数较小时, 周期受击陀螺系统波包的扩
散速度、扩散方向与打击强度相关, 打击强度越大扩散越混乱、扩散速度也越大; 2)波函数在相空间的精细结
构的分布范围随着打击强度的增大而扩大, 最后充满整个相空间; 3)局部分维 a的分布范围对应波函数在相

空间的分布, 规则态时 a 的分布范围最宽, 过渡态的 a的分布范围较窄, 而混沌态的 a的分布范围则最狭窄且

稳定.

关键词: 陀螺, 波函数, 多重分形, 相空间
PACS: 05.45.Mt, 05.45.Df DOI: 10.7498/aps.64.200505

1 引 言

在传统欧几里德几何中, 我们用光滑的曲线或
光滑的曲面等来近似表示物体的形状或结构, 但是
在非线性物理学 [1,2]中, 物体拥有非常复杂的内部
结构, 而这些内部结构将对它的物理性质产生根本
性的影响, 如果还用光滑曲线或光滑曲面来近似,
将会得到错误的结果. 因此, 需要一种新的几何来
描述非线性物质内部结构, 分形几何 [3−7]也因此孕

育而生. 分形几何作为近年来兴起的一种研究非线
性系统的新方法, 在各个领域中都有非常重要的应
用 [8−11]. 例如, 运用分形动力学方法治疗疾病和延
缓衰老 [12], 多重分形用于研究光的散射和吸收 [13],
金属 -绝缘体安德森转换 [14], 量子电导中豪斯多夫
维能量谱的分形分析 [15], 上证综合指数的分形分
析 [16], 空间体热扩散分形生长的方向区域控制模
型 [17], 在低渗透多孔介质中运用分形的方法来降
低non-Darcy 流动 [18], 近年来有报道将现有的方
法推广到高维后, 分形还可以用于分析布朗面及火
星表面 [19]. 在最近的研究中我们发现, 量子混沌
系统 [20−22]的波函数拥有非常精细的内部结构 [23],
进一步的研究发现它表现出了分形几何的标度不

变性特征. 因此, 我们尝试用分形几何的方法来处
理这样的非线性物理过程. 通过研究量子混沌系统
波函数的分形结构, 我们进一步了解了它的性质,
而计算与分析系统的分形参量将可以直接确定系

统的物理状态, 这为量子混沌系统的研究工作提供
了新的思路和方法. 本文以周期受击陀螺系统为例
来研究混沌系统波函数的分形性质, 期待这样的方
法能够被推广到更多的混沌系统之中.

2 多重分形

把研究对象以线度L分为N块, 为了描述线
度大小L与某一小块 i的布居概率Pi的关系, 引
入公式

Pi ∼ La, (1)

其中 i = 1, 2, 3, · · · , N . 当L → 0时, (1)式可
以写为

a = lim
L→0

lnPi

lnL
, (2)

这里把a称作局部分维, 而局部分维为a的子集的

分形维称为奇异谱 f(a). 这是多重分形的基本公
式, 显然上述公式更侧重于划分的每一小块的性
质. 为了研究所有这些小块的整体的性质, 对 (1)
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式两边同时取 q次方并对所有小块求和可以得到

X(q) =

N∑
i

P q
i ∼ Lτ(q). (3)

定义分形维Dq为

Dq = lim
L→0

1

q − 1
· lnX(q)

lnL
, (4)

这里D0, D1, D2分别称为容量维、信息维和关联

维. 通过Legendre变换可以得到Dq与 q, 奇异谱
f(a)和局部分维a的关系式为

τ(q) = (q − 1)Dq, (5)

a =
d
dq τ(q), (6)

f(q) = qa− τ(a). (7)

3 系统的量子动力学

周期受击陀螺系统的一步时间演化算符为 [24]

F (λ, α) = e−iλj2z/(2j) e−iαjx , (8)

其中 j为角动量, jx, jz分别为角动量的x及 z分量,
α及λ为参数. 设定系统的初始状态为某一球面相
干态 |θ0, φ0⟩, |θt, φt⟩为 |θ0, φ0⟩经过算符F (λ, α)的

t次作用后得到的波函数, 即时间演化波函数. 将波
函数 |θt, φt⟩投影到相干态 |θ, φ⟩上, 这样便得到

⟨θ, φ|θt, φt⟩

=

j∑
m=−j

⟨θ, φ|j,m⟩⟨j,m|θt, φt⟩, (9)

其中

⟨θ, φ|j,m⟩ = (1 + γγ∗)−jγj−m

√(
2j

j −m

)
, (10)

⟨j,m|θt, φt⟩ = φt
jm,

φt
jm =

j∑
m′=−j

⟨j,m|F |j,m′⟩φt−1
jm′ , (11)

γ = eiφ tan(θ/2). (12)

通过φ0
jm = ⟨j,m|θ0, φ0⟩ 及 (11)式的迭代关系可

以得到 (9)式的值. 接下来计算概率密度函数

P =

√
|⟨θ, φ|θt, φt⟩|2. (13)

根据上面概率密度函数的计算公式, 可以得
到初始波包随时间演化的轮廓图, 如图 1所示, 这
里取α = 2.0. 从图 1中可以看到当打击强度非
常小时, 如图 1 (a)—(c)中λ = 1.0, 波包在相空间

扩散得非常缓慢而且具有一定的方向性, 这样的
分布对应经典可积的情况, 但是增大打击强度为
临界值 3.0时波包的扩散加快, 而且扩散的方向
变得比较混乱, 此时对应的相空间主要为混沌运
动, 如图 1 (a′)—(c′)所示. 继续增大打击强度到8.0
时, 波包向各个方向迅速扩散到整个空间, 此时
Kolmogoroff-Arnold-Moser环全部破裂, 混沌运动
充满整个相空间, 如图 1 (a′′)—(c′′)所示. 图 1中三
个不同打击强度的波函数的初始态是一样的, 这里
我们选取的是相干态 θ0 = 0.88997, φ0 = 0.944194.
从图 1中也可以注意到即使打击强度很强, 达到了
8.0, 混沌运动也是需要一定的时间才能充满整个
相空间.

当打击次数n非常大的时候, 将无法得到精
确的经典和量子的对应关系, 但是从图 2仍然
可以清楚地看到一些潜在的对应. 图 2 (a)—(c),
图 2 (a′)—(c′), 图 2 (a′′)—(c′′)分别对应打击强度
λ = 1.0, λ = 3.0, λ = 8.0 的情形. 从图 2中可以
观察到在打击次数很大的情况下, 对于较小的打击
强度 1.0, 波函数相空间的分布出现了精细结构, 但
它仍然是局域化的. 增加打击强度到临界值 3.0时,
发现波函数在相空间的分布范围扩大, 并且精细结
构的分布范围也扩大了. 我们试着进一步增加打击
强度λ到 8.0, 这时发现波函数精细结构分布到整
个相空间, 由于波函数的分布范围扩大, 也导致波
函数的振幅变小且更加平稳.

由于图 2中波函数伴随着非常精细的结构, 因
此我们使用分形几何的方法来研究波函数, 并依靠
多重分形的参量来研究波函数的结构是如何随着

时间也就是打击次数n, 以及打击强度λ变化的.
首先将相空间以尺度 l = l0 × 2m (m =

0, 1, 2, 3, · · · )划分为nl个小方块, 第 i个小方块用

Ai(l)表示, 这里为了使每个小方块能容一个量子
态, 并计算X(q)与 f(a), 我们取 l0 = O(J−1/2), 这
样就可算得处在某个小方块 i的概率Pn,i(l),

Pn,i(l) =

∫
(θ,φ)⊂Ai(l)

Pn(θ, φ) sin θdθdφ. (14)

这时再利用公式
∑nl

i
P q
i = X(q), 便可以算得

X(q)的值. 由于概率函数Pn,i(l)依赖于选取的尺

度 l, 因此X(q)的取值也依赖于选取的尺度 l. 对不
同的 q值及不同的λ值下, 我们计算了X(q)与 l的

关系, 其结果示于图 3 . 可以看出, 图 3中, 在 q = 0

与 q = 1.0的情况下, λ不同取值的结果是重合的.
另一方面对给定的 q值其 lnX(q)与 lnL 呈近似线

性关系.
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图 1 不同打击强度下波函数随时间的演化 (a)—(c)打击强度为 1.0, t = 1, 5, 10; (a′)—(c′)打击强度为 3.0, t = 1, 5,
10; (a′′)—(c′′) 打击强度为 8.0, t = 1, 5, 10; (0)为初始相干态
Fig. 1. The time evolution of wave functions at different kicking strength: (a)–(c) kicking strength = 1.0, t = 1, 5,
10; (a′)–(c′) kicking strength = 3.0, t = 1, 5, 10; (a′′)–(c′′) kicking strength = 8.0, t = 1, 5, 10; (0) initial coherent
state.
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图 2 (网刊彩色) 当 n ≫ 1 (n = 70, 80, 90)时, 波函数在相空间分布 (a)—(c) λ = 1.0; (a′)—(c′) λ = 3.0;
(a′′)—(c′′) λ = 8.0

Fig. 2. (color online) Probability amplitude distribution in phase space for n ≫ 1 (n = 70, 80, 90): (a)–(c)
λ = 1.0; (a′)–(c′) λ = 3.0; (a′′)–(c′′) λ = 8.0.
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图 3 (网刊彩色)不同 q与不同 λ值下, X(q)与L的关系

图中, 红色代表 q = 0的情况, 黑色代表 q = 1, 蓝色代表
q = 2, 艳红代表 q = 3; 符号×代表 λ = 8.0的情况, 符
号N代表 λ = 3.0, 符号 •代表 λ = 1.0

Fig. 3. (color online) lnX(q) versus lnL for different
q and different λ values; red, q = 0; black, q = 1;
blue, q = 2; purple, q = 3; ×, λ = 8.0; N, λ = 3.0; •,
λ = 1.0.

接着利用公式 τ(q) = liml→0 lnX(q)/ln l, 便
可得到 τ(q)的值, 最后再利用 (6)式和 (7)式可以
得到 f(a)和a的关系如图 4 . 对于λ = 1.0的情况,
图 4中只给出了 q > 0时 f(a)与a的关系, 这是因

为 q < 0时很难得到精确的结果, 因此对λ = 1.0我

们没有给出另外一半, 但是这并不影响研究多重分
形奇异谱 f(a)以及局部分维a与周期受击陀螺系

统随时间演化状态的对应关系. 随后再利用 (5)式
便可最终得到系统的分形维Dq, 如图 5所示.

a
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图 4 (网刊彩色) n = 70, 黑色, 红色, 绿色分别代表打击
强度为 1.0, 3.0, 8.0时的奇异谱
Fig. 4. (color online) The singularity spectra f(a)-a
at different kicking strength 1.0 (black), 3.0 (red), 8.0
(green) for n = 70.
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从图 4中可以看到, 对于不同的打击强度,
f(a)有相同的最大值 2.0. 除了 f(a)的最大值外,
还可以观察到当 f(a)从左向右达到最大值2.0的过
程中的谱宽. 对于较小的打击强度 1.0, a分布在一
个比较宽的范围中, 而对于打击强度等于过渡态
3.0时, a的分布范围较窄, 继续增加打击强度到8.0
时, 系统对应全局混沌状态, 此时的a分布范围最

窄. 图 5中系统分形维Dq和 q的关系显然符合多

重分形中Dq和 q的关系.

q
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D
q
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图 5 (网刊彩色) n = 70时, 分形维Dq与 q的关系 绿

色, 红色, 黑色分别代表打击强度为 8.0, 3.0, 1.0
Fig. 5. (color online) Generalized fractal dimension
Dq versus q for different kicking strength 8.0 (green),
3.0 (red), 1.0 (black) for n = 70.

通过图 6可以发现不同打击强度下a的分布范

围与图 4的结果是一致的, 即对于相空间分布基本
规则的近可积波函数, 此时打击强度λ取较小的值,
例如λ = 1.0, 则a分布范围较宽, 对于KAM环大
部分都破裂了的临界强度λ = 3.0, a的分布范围较
窄, 而当系统陷入全局混沌, 此时对应于λ = 8.0, a
的分布范围最窄, 且稳定.

n

60 70 80 90 100 110 120

a

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

图 6 (网刊彩色) a与时间及打击强度的关系 n代表时

间; 纵坐标代表 a的变化范围; 绿色、红色、黑色分别代表
打击强度为 8.0, 3.0, 1.0
Fig. 6. (color online) The scope a of the distribution
for singularity spectra f(a) versus time n for different
kicking strength: 8.0(green), 3.0(red), 1.0 (black).

我们进一步研究了随时间演化波函数序列的

平均概率的多重分形性. 取n = 50, 60, 70, 80, 90,
100, 110时的7个波函数, 其平均概率密度为

P̄ (θ, φ) =
(
P50 (θ, φ) + P60 (θ, φ) + P70 (θ, φ)

+ P80 (θ, φ) + P90 (θ, φ)

+ P100(θ, φ) + P110(θ, φ)
)
/7.

代入 (14)式通过计算得到λ = 1.0, 3.0, 8.0时的奇
异谱, 如图 7所示. 与n = 70时波函数的奇异谱

(图 4 )比较发现, 图 7中, f(a)最大值不变为2.0, 但
是谱宽变窄了, 如λ = 1.0的谱宽由 2.1减小到 2.0,
λ = 3.0的谱宽由1.35减小到1.1, λ = 8.0的谱宽由

0.78减小到0.51等.

a

f
↼a
↽

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0

0.8

1.0

1.2

1.4

1.6

1.8

2.0

2.2

图 7 (网刊彩色) 时间演化波函数序列的平均概率的奇异
谱 黑色为 λ = 1.0; 红色为 λ = 3.0; 绿色为 λ = 8.0

Fig. 7. (color online) The singularity spectra f(a)-a for
the mean probability amplitude of a sequence of time
evolving wave functions at different kicking strength:
black, λ = 1.0; red, λ = 3.0; green, λ = 8.0.

4 总 结

综合以上的研究结果发现, 量子混沌系统的波
函数在相空间的分布具有多重分形的基本特征. 对
于量子混沌系统拥有了从多重分形角度出发的新

的研究方法. 通过研究分形谱、局部分维a的分布

范围, 便可以确定混沌系统所处的状态. 系统是规
则的, 或是过渡的, 还是混沌的, 都直接对应上述分
形参量的不同取值. 因此, 分析与计算系统多重分
形参数可成为研究量子混沌系统的一个新方法.
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Abstract
Starting from time evolution of wave function, quantum dynamics for a periodically kicked free top system is studied

in this paper. For an initial spherical coherent state wave packet (localized) we find that 1) as the number of kicking is
small, the speed and the direction of the diffusion for a time-evolving wave packet on a periodically kicked free top is
related to the kicking strength: the stronger the kicking strength, the more chaotic for the diffusion (which means the
more randomized in direction) is and the faster the speed of diffusion is, and then more quickly the full phase space is
filled up; 2) as the kicking number is large, the time-evolving wave function will take on fine structure distribution in
phase space, and the scope of the distribution for the fine structure will expand with the increase of the kicking strength,
and the whole phase space will be filled up finally, and then the wave function will show multifractal property in phase
space.

We study the multifractal behavior for a time-evolving wave function by partition function method: 1) for different
kicking strengths and different q values, we study the scaling properties of partition function X(q), and find the power
law relation between the partition function and the scaling L, i.e., X(q)-Lτ(q); 2) at different kicking strength, for a
time-evolving wave function we calculate the singularity spectrum f(a)-a, and find that a maximum value of f(a) is
2.0 independent of the kicking strength, but the width of the singularity spectrum becomes narrow with the increase of
the kicking strength, which means that the scope of the distribution for a is widest for regular state (localized), and is
narrower for transition state from regular to chaotic, and is narrowest for chaotic state; 3) in the time-evolving process,
the fluctuation for the width of the singular spectrum is smallest for chaotic state, intermediate for transition state of
regular to chaotic, and the largest for regular state; 4) we calculate the generalized fractal dimension Dq-q for different
kicking strengths, and find D0 = 2 independent of the kicking strength.

We study the mutifractal behaviors for the mean propbability amplitude distribution for a sequence of time-evolving
wave functions and find that the result is similar to that of the single wave function type but has the difference: the
width of the spectrum is reduced for each kicking strength.
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