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基于参数切换算法的混沌系统吸引子近似及其

电路设计∗

罗少轩1)† 何博侠2) 乔爱民1) 王艳春1)

1)(蚌埠学院机械与电子工程系, 蚌埠 233030)

2)(南京理工大学, 南京 210094)

( 2015年 3月 23日收到; 2015年 6月 8日收到修改稿 )

基于参数切换算法和离散混沌系统, 设计一种新的混沌系统参数切换算法, 给出了两算法的原理. 采用
混沌吸引子相图观测法, 研究了不同算法下统一混沌系统和Rössler混沌系统参数切换结果, 最后引入方波发
生器, 设计了Rössler混沌系统参数切换电路. 结果表明, 采用参数切换算法可以近似出指定参数下的系统,
其吸引子与该参数下吸引子一致; 基于离散系统的参数切换结果更为复杂, 当离散序列分布均匀时, 只可近似
得到指定参数下的系统; 相比传统切换混沌电路, 参数切换电路不用修改原有系统电路结构, 设计更为简单,
输出结果受方波频率影响, 通过加入合适频率的方波发生器, 数值仿真与电路仿真结果一致.

关键词: 参数切换算法, 统一混沌系统, Rössler混沌系统, 切换电路
PACS: 05.45.Tp, 05.45.Gg DOI: 10.7498/aps.64.200508

1 引 言

近年来,混沌系统的动力学特性 [1]及其在保密

通信 [2]、图像加密 [3]、数字水印 [4]中的应用研究引

起了学者们的广泛关注. 其中切换混沌系统由于
具有比单一混沌、超混沌系统更复杂的动力学特性

和更好的伪随机性, 且能有效增强混沌同步保密通
信的安全性能, 已成为当前混沌研究领域的热点之
一 [5−13]. 切换混沌系统是指在不同系统或同一个
系统中的不同参数中, 按照一定的切换算法 (或切
换函数)得到的新的混沌系统. 目前, 这类切换算
法报道比较多. 文献 [5]实现了多混沌系统的时分
同步, 即信道中传输的信号为多个系统依次采样结
果, 加密信号可以隐藏在某些系统中, 隐密性更好,
具有更强的保密效果; 文献 [6]对多混沌系统同步
进行改进, 进一步表明切换混沌同步的应用价值;
文献 [7]采用非线性函数, 在两个不同二维线性系

统之间进行切换, 并成功产生了混沌; 文献 [8,9]构
建了一类可切换的自治混沌系统, 通过系统选择器
实现这类系统间的切换, 结果表明, 设计的切换系
统切换方便, 变化多样, 具有重要的实用价值; 文
献 [10]基于现场可编程门阵列电路设计了基于切
换混沌系统的混沌伪随机序列发生器; 文献 [11]采
用周期切换率切换在自治和非自治系统子系统, 并
给出切换混沌系统的电路设计.

与上述在不同系统之间进行切换得到混沌不

同, 文献 [12, 13]研究了在同一个混沌系统内部切
换参数,并称之为参数切换算法 (parameter switch-
ing algorithm), 其中文献 [12]首次提出该算法, 文
献 [13]详细阐述了该算法, 并对该算法的收敛性进
行了证明. 文献 [14]表明该参数切换技术能控制系
统切换到任意指定的状态. 文献 [15]给出了连续混
沌系统参数切换的理论依据, 表明参数切换算法得
到的吸引子为一种全局吸引子 [16]. 参数切换算法
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可以得到混沌系统不同参数之间对应的状态关系,
但是这种参数切换技术采用的是固定的切换方式,
随机性并不是很好. 另外基于离散混沌映射的参数
切换算法并没有相关报道. 所以, 本文在参数切换
算法的基础上, 结合离散混沌序列的复杂性, 对切
换算法进行改进, 使系统在求解时随机切换到一定
的参数. 同时, 由于参数切换混沌目前并无相关电
路实现报道, 本文设计了参数切换混沌电路, 为参
数切换混沌的加密应用奠定电路实验基础.

本文的安排如下: 第2部分给出参数切换算法,
并基于该算法提出基于离散混沌映射的参数切换

算法; 第 3部分采用参数切换算法和本文设计的基
于离散混沌映射的参数切换算法对统一混沌系统

和Rössler混沌系统进行切换控制; 第4部分设计基
于Rössler混沌系统参数切换混沌电路; 最后总结
全文.

2 混沌系统参数切换算法

一般地, 典型连续混沌系统可以表示为 [13]

ẋ = pAx+ f(x), (1)

其中 p为矩阵中的一个可控制的变换参数, 常规混
沌系统中 p为确定的值, A为与 p相关的线性部分

矩阵, f(x)为系统方程剩余部分,包括非线性项、部
分线性项以及常数项. 实际整数阶混沌系统一般都
可以表示为上述形式.

2.1 参数切换算法

设参数 p的取值空间为P = {p1, p2, · · · , pm},
m > 2, 对于每一个取值 pi(i = 1, 2, · · · , m), 其
对应的权重为W={w1, w2, · · · , wm}, wi ∈ N, 在
系统求解时, p取 p1值时, 迭代w1次, 接下来 p取

p2值时, 迭代w2 次, 依次类推, 直到 p取 pm值, 并
迭代wm次, 之后又进行新一轮上述迭代, 即整个
迭代过程可以描述为 [w1p1, w2p2, · · · , wmpm], 其
流程如图 1所示 (以m = 3为例进行说明). 由文
献 [13—15]可知, 切换得到系统将会与参数 p̃对应

的系统近似, p̃的计算公式如下:

p̃ =

m∑
i=1

piwi

m∑
i=1

wi

, (2)

显然 p̃为加权平均值. 有关算法的收敛性证明可参
见文献 [13].

N i/

i N⋆

p/p w i/i⇁w

p/p w i/i⇁w

p/p w i/i⇁w

N

Y

图 1 m = 3时参数切换算法流程图

Fig. 1. Flow diagram of parameter switching algo-
rithm for m = 3.

2.2 基于离散混沌系统的参数切换算法

基于上述切换算法求解时, 采用固定的切换率
使系统取不同参数值进行求解, 本文提出一种基
于离散混沌系统的参数切换算法. 其流程如图 2所
示, 具体过程如下.

步骤 1 确定参数 p的取值空间为P =

{p1, p2, · · · , pm}, m >2, 对于每一个取值 pi(i = 1,
2, · · · , m), 其对应的权重为W = {w1, w2, · · · ,

wm}, wi ∈ N. 总权值w =

m∑
i=1

wi.

步骤2 选取离散混沌系统, 并选取合适的
参数和初值. 设混沌映射方程为µ(n + 1) = Ψ(ξ,
µ(n)), µ(0) = µ0, n = 1, 映射的最大值为µmax, 最
小值为µmin, 并将区间 [µmin µmax]分为w份, 根据
权重值, 将区间分为m份, 其对应的边界值分别为
κ0(µmin), κ1, κ2, · · · , κm (µmax),其中κi−1与κi之

间占wi份, i = 1, 2, · · · ,m. 并设定总的计算步骤
为N .

步骤3 离散混沌系统迭代一次, 如果µ(n)值
处于κi−1和κi 之间, 则该次连续系统求解时 p的

取值为 pi, 然后n = n + 1, 如果n > N , 则转到步
骤4, 如果n 6 N , 则继续进行步骤3.

步骤4 完成系统求解过程, 并输出序列.
本文中离散系统采用Logistic映射, 其方程为

µ(n+ 1) = 4µ(n)(1− µ(n)). (3)
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需要说明的是, 如果要切换得到 (2)式中的 p̃值对

应的系统, 需要假定混沌映射的值均匀随机分布在
µmin和µmax 之间. 为了方便描述, 本文接下来将
基于切换序列的参数切换算法称为算法 1, 将基于
离散混沌系统的参数切换算法称为算法 2. 同一个
混沌系统下, 参数切换混沌揭示不同参数下各种状
态之间的联系. 另一方面, 算法 2将离散混沌系统
和连续混沌系统结合起来, 且得到的吸引子还是连
续混沌吸引子, 同时其密钥空间会更大, 即在原有
系统的基础上, 增加了离散系统参数和初值, 另外
参数的取值空间P 和权重值W也可以作为密钥.

N i/

i N ⋆
N

Y

p/p  i/i⇁

µ↼i↽/Ψ(ξ, µ↼i֓↽↽

p/p  i/i⇁

µ↼i↽/Ψ(ξ, µ↼i֓↽↽

p/p  i/i⇁

µ↼i↽/Ψ(ξ, µ↼i֓↽↽

κ µ↼i↽ κ⋆

κ µ↼i↽ κ⋆

N

N

Y

Y

图 2 m = 3时基于离散混沌系统的参数切换算法流程图

Fig. 2. Flow diagram of discrete chaotic map based
parameter switching algorithm for m = 3.

3 混沌系统参数切换吸引子近似

本文选取统一混沌系统和Rössler混沌系统作
为混沌系统的代表进行吸引子切换近似研究, 其中

统一混沌系统为一种常用典型系统, 而Rössler系
统含有常数项. 数值模拟时采用欧拉算法求解, 时
间步长值为0.001 s.

3.1 统一混沌系统吸引子切换近似

统一混沌系统由吕金虎等 [17]于 2002年提出,
系统方程如下:

ẋ = (25α+ 10)(y − x),

ẏ = (28− 35α)x− xz + (29α− 1)y,

ż = xy − ((8 + α)/3)z.

(4)

该系统只有一个参数α, 当 0 6 α 6 1时系统是混

沌的 [17]. 该系统是Lorenz系统、Chen系统和Lü
系统的统一体, 当 0 6 α < 0.8时, 系统拓扑等价
于Lorenz系统, 当α = 0.8时, 系统为Lü系统, 当
0.8 < α 6 1时, 系统拓扑等价于Chen系统. 系统
的分岔图结果如图 3和图 4所示. 按照 (1)式, 统一
混沌系统可以写为

ẋ = α

−25 25 0

−35 29 0

0 0 −1/3

x+

 10(y − x)

28x− xz − y

xy − (8/3)z

 . (5)

1.0

α
0 0.2 0.4 0.6 0.8

20

30

40

50

60

z
m

a
x

图 3 统一混沌系统分岔图

Fig. 3. Bifurcation diagram of unified chaotic system.

αα
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a
x

z
m

a
x
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20

30

40
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(a)

0.858 0.860 0.862 0.864 0.866

20

30

40

50

60

0.868

(b)

图 4 统一混沌系统子区间分岔图 (a) α ∈ [0.55 0.58]; (b) α ∈ [0.858 0.868]

Fig. 4. Bifurcation diagram of unified chaotic system with subinterval: (a) α ∈ [0.55 0.58]; (b) α ∈ [0.858 0.868].
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1) 周期+周期=混沌
由图 3和图 4可知, 当α = 0.565和 0.8615时,

系统处于周期态, 其吸引子分别如图 5 (a)和
图 5 (b)所示. 令 p : = α, α = [0.565 0.8615],
W = [1 1], 由切换值计算公式可知 α̃ = (0.565 +

0.8615)/2 = 0.71325, 即采用这两个周期吸引子可
以近似切换出α = 0.71325, 根据图 3可知, 系统此

时处于混沌状态, 其吸引子如图 6 (a) 所示. 采用算

法 1, 切换得到混沌吸引子如图 6 (b)所示, 采用算

法 2切换的混沌吸引子如图 6 (c)所示, 可见切换得

到的吸引子与原吸引子是非常相似的. 上述结果表

明, “周期+周期=混沌”这一等式在一定情况下是
成立的.

-20 -10 0 10 20

15

20



30

35

x

z

(a)

-15 -10 -5 0 5 10 15 20

10

20

30

40

x
z

(b)

图 5 统一混沌系统周期吸引子相图 (a) α = 0.565; (b) α = 0.8615

Fig. 5. Periodic attractor of the unified chaotic system: (a) α = 0.565; (b) α = 0.8615.
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
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(a)

图 6 α = 0.71325时不同情况下统一混沌吸引子相图 (a) 原系统吸引子; (b)算法 1切换结果; (c)算法 2切换结果
Fig. 6. Phase diagram of the unified chaotic system with different cases: (a) the original one; (b) switching result
of algorithm 1; (c) switching result of algorithm 2.
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图 7 统一混沌系统相图 (a) α = 0.55; (b) α = 0.58

Fig. 7. Phase diagram of the unified chaotic system: (a) α = 0.55; (b) α = 0.58.
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2) 混沌+混沌=周期
当α = 0.55和 0.58时, 由图 3可知, 系统处于

混沌态, 其吸引子相图分别如图 7 (a)和图 7 (b)所
示. 当切换率W = [1 1]时,这两混沌系统可以切换
出 α̃ = (0.55 + 0.58)/2 = 0.565状态下周期吸引子
(如图 5 (a)所示). 采用两种不同切换算法得到的吸
引子相图如图 8所示. 对比图 8和图 5 (a), 可知采
用算法 1得到的周期吸引子与α = 0.565下的周期

吸引子是一致的, 而算法 2切换得到的周期吸引子
(图 8 (b))在线条上稍微粗一些. 上述结果表明, 混
沌状态下的系统切换, 可以得到周期吸引子, 即公
式 “混沌+混沌=周期”这一等式在一定情况下也
是成立的.

(b)
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z

图 8 α̃ = 0.565统一混沌系统切换近似吸引子相图

(a) 算法 1切换结果; (b) 算法 2切换结果
Fig. 8. Phase diagram of the unified chaotic system
with α̃ = 0.565: (a) Switching result of algorithm 1;
(b) switching result of algorithm 2.

3.2 Rössler系统吸引子切换近似

Rössler混沌系统方程如下 [18]:
ẋ = −(y + z),

ẏ = x+ ay,

ż = b+ z(x− c),

(6)

其中a, b和 c为系统参数, 当 b = 2, c = 4, a变化时
系统的分岔图如图 9所示. 由 (1)式可知, 系统可以
表示为

ẋ = a


0

1

0

x+


−(y + z)

x

b+ z(x− c)

 . (7)
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图 9 Rössler混沌系统随参数 a变换时的分岔图

Fig. 9. Bifurcation diagram of Rössler chaotic system
with a varying.

1) 周期+混沌=混沌
当切换参数a取0.25和 0.55时, 系统仿真结果

如图 10所示, 可见系统此时分别处于周期和混沌
状态. 当切换率W = [1 1]时, 这两混沌系统可以
切换出 ã = (0.25 + 0.55)/2 = 0.4状态下的吸引子,
根据图 9和图 11 (a)可知, 系统此时处于混沌状态.
采用两种算法切换得到吸引子分别如图 11 (b)和
图 11 (c)所示, 由图 11 (a)和图 11 (b)可知, 切换得
到吸引子与原吸引子一致, 即采用算法1, 可以很好
地采用其他参数对特定参数下系统进行近似. 采用
算法 2得到的吸引子与原图一致, 证明系统参数采
用随机切换率时, 也能得到指定状态下的系统.

2) 周期+周期+混沌=周期
当参数a取 0.3, 0.38和 0.55时, 系统的吸引子

相图分别如图 12 (a), 图 12 (b)和图 10 (b)所示. 当
切换率W = [2 1 1]时, 这两混沌系统可以切换
出 ã = (0.3 × 2 + 0.38 + 0.55)/2 = 0.3825状态下
吸引子, 根据图 9和图 13 (a)可知, 系统此时处于
周期状态. 采用算法 1和算法 2切换结果分别如
图 13 (b)和图 13 (c)所示. 可见, 算法 1结果与原图
一致, 即系统得到很好的近似, 而算法 2切换结果
为混沌吸引子, 与原系统结果相差较远. 根据算法
2, 我们在迭代时, 当0 6 µ(n) 6 0.5时, a取0.3, 当
0.5 < µ(n) 6 0.75时, a取 0.38, 而当µ(n) > 0.75
时, a取 0.55. 根据图 14 (a), Logistic 映射值在接
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近 0和 1时分布较多, 而中间部分相对较少, 即Lo-
gistic映射的这种不均衡性导致了此切换结果. 当
N = 106时, 三个区间分别存在 499794, 166735和
333471个点,即 ã = (499794×0.3+166735×0.38+

333471× 0.55)/N = 0.39670655, 根据图 9 , 该参数
值处于混沌范围内, 其混沌吸引子如图 15 (a)所
示. 这里对产生的混沌序列采用下式进行进一步随
机化:

temp = µ(i)106 − floor(µ(i)106), (8)

即采用 temp代替µ(i)用于实际判断. 从图 14 (b)
可以看出, 处理后的混沌序列值分布更加均匀, 当
N = 106时, 三个区间分别存在 500025, 250054和
2499213个点, ã = (500025× 0.3+250054× 0.38+

249921 × 0.55)/N = 0.38248457, 此时原系统为
周期态, 如图 15 (c), 此时采用算法 2切换结果如
图 15 (b)所示, 此时切换吸引子与a = 0.3825时的

吸引子比较接近, 但是, 具有随机切换的复杂性, 得
到的结果更为复杂.
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y

(b)

图 10 Rössler混沌吸引子 (a) 周期吸引子 (a = 0.25); (b) 混沌吸引子 (a = 0.55)

Fig. 10. Phase diagram of the Rössler chaotic system: (a) Periodic attractor (a = 0.25); (b) chaotic attractor (a = 0.55).
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图 11 a = 0.4时不同情况下统一混沌吸引子相图 (a) 原系统相图; (b) 算法 1切换结果; (c)算法 2切换结果
Fig. 11. Phase diagram of the Rössler chaotic system with a = 0.316 under different cases: (a) The original one;
(b) switching result of algorithm 1; (c) switching result of algorithm 2.
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图 12 Rössler混沌系统吸引子 (a) 周期吸引子 (a = 0.3); (b) 周期吸引子 (a = 0.38)

Fig. 12. Phase diagram of the Rössler chaotic system: (a) Periodic attractor (a = 0.3); (b) periodic attractor (a = 0.38).
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图 13 a = 0.3825时不同情况下统一混沌吸引子相图 (a) 原系统相图; (b) 算法 1切换结果; (c)算法 2切换结果
Fig. 13. Phase diagram of the Rössler chaotic system with ã = 0.3825 under different cases: (a) The original
one; (b) switching result of algorithm 1; (c) switching result of algorithm 2.
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图 14 Logistic映射序列值分布图 (a) 原始序列值图; (b) 改造后的序列图

Fig. 14. Sequence value distribution of the Logistic map: (a) The original values; (b) the modified result.
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图 15 不同情况下系统吸引子相图 (a) a = 0.39670655时原系统相图; (b) 算法 2切换相图, ã的实际均值为

0.38248457 ≈ 0.3825; (c) a = 0.38248457时原系统相图

Fig. 15. Phase diagram of the Rössler chaotic system under different cases: (a) The original phase diagram with
a = 0.39670655; (b), (c) switching result of algorithm 2, the value of ã = 0.38248457 ≈ 0.3825; (c) the original phase
diagram with a = 0.38248457.

4 切换系统电路仿真实现

本文采用Multisim软件进行Rössler混沌系统
参数切换电路仿真, 这里采用的切换算法为算法
1, 切换率为W = [1 1], P = [0.25 0.55], 即电路参

数在 0.25和 0.55之间切换. 为了达到这一目的, 本
文在模拟电路中引入方波F (t), 设计的模拟电路如
图 16所示.

当开关S接至点 1时, 对应Rössler混沌系统的
一般模拟电路, 此时图 16对应的电路方程为
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图 16 Rössler混沌系统参数切换电路图
Fig. 16. Parameters switching circuit of the Rössler
chaotic system.

与系统方程 (6)对比可得关系式: R1 = R2 =

R3 = R7, R4 = R1/a, R5 = R1/b, R6 = R1/c,
C1 = C2 = C3. 令R1 = 10 kΩ, C1 = 10 nF,
b = 2, c = 4. 当a取0.25, 0.4和0.55时, R4分别为

40, 25和18.18182 kΩ, 系统的模拟电路结果分别如
图 17 (a)—(c)所示. 当开关S接至点 2时, 对应的
是Rössler混沌系统的参数切换电路, 此时图 16对
应的电路方程变为
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其中, R1 = R2 = R3 = R4 = R7 = 10 kΩ, R5 =

5 kΩ, R6 = 2.5 kΩ, C1 = C2 = C3 = 10 nF, F (t)
为方波信号. 方波信号发生器参数设为: 补偿值为
400 mV, 幅度为 150 mV, 占空比为 50%. 不同方波
频率下, 切换电路仿真结果如图 18所示, 可见当频
率为 10 kHz时, 切换电路仿真结果与数值仿真结
果最接近, 而频率小时, 得到的吸引子与a = 0.55

֓

֓

֓
֓

֓









x

y

  ֓ ֓  

x

  ֓

֓

֓








x





֓

֓

֓





y y


(a) (b) (c)

图 17 Rössler混沌系统电路仿真结果 (a) R4 = 40 kΩ (a = 0.25); (b) R4 = 25 kΩ (a = 0.4); (c) R4 = 18.18182 kΩ
(a = 0.55)
Fig. 17. Circuit simulation results of the Rössler chaotic system: (a) R4 = 40 kΩ (a = 0.25); (b) R4 = 25 kΩ
(a = 0.4); (c) R4 = 18.18182 kΩ (a = 0.55).
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图 18 Rössler混沌系统参数切换系统电路仿真图 (a) f = 1 kHz; (b) f = 10 kHz; (c) f = 100 kHz

Fig. 18. Simulation results of the parameters switching circuit: (a) f = 1 kHz; (b) f = 10 kHz; (c) f = 100 kHz.
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吸引子接近, 当频率大时, 得到的吸引子为周期吸
引子, 向a = 0.25吸引子靠近. 可见, 在实际应用
时, 这种参数切换电路可以根据方波的频率大小控
制系统的状态. 相比于切换不同混沌系统而得到的
切换电路, 本文中参数切换电路不需要修改原有系
统的电路结构, 只需要引入乘法器和合适的方波发
生器即可, 在设计上更为简单, 具有非常好的应用
前景.

5 结 论

本文基于参数切换算法设计了基于离散混沌

系统的参数切换算法, 以统一混沌系统和Rössler
混沌系统为例, 分别采用参数切换算法和基于离散
混沌系统的参数切换算法, 通过设定切换参数和切
换率, 进行切换仿真. 结果表明: 1) 参数切换算法
的切换结果与系统原状态一致, 可以比较准确地还
原得到指定状态下系统的吸引子, 如两周期状态参
数可以切换得到混沌吸引子, 两混沌状态参数切换
可以得到周期吸引子; 2) 基于离散混沌系统的切换
算法结果只可以近似得到指定参数下的吸引子, 其
得到系统状态较指定状态下系统更为复杂; 3) 硬件
电路仿真结果表明, 加入方波发生器和乘法器即可
得到参数切换电路, 且系统状态与方波频率相关,
在合适的频率下, 系统可近似切换到指定的状态.
本文研究为切换混沌系统在信息安全领域的应用

提供了实验与理论依据.
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Abstract
Based on the parameter switching algorithm and the discrete chaotic system, a new chaotic system based parameter

switching algorithm is proposed. The principles of parameter switching algorithm and chaotic system based parameter
switching algorithm are presented in detail by means of flow chart and step description. By applying phase diagram
observation method, chaotic attractor approximation of the unified chaotic system is investigated based on parameter
switching algorithm and chaotic system based parameter switching algorithm. It shows that chaos can be obtained
by switching two periodic parameters and periodic state can be observed by switching two chaotic parameters. Thus
the formulas chaos + chaos = periodic and period + period = chaos are proved to be workable in this paper. Chaotic
attractor approximation of Rössler chaotic system is also studied by employing the two switching methods. Two cases are
investigated. Firstly, a chaotic switching system is obtained by switching a chaotic parameter and a periodic parameter.
Then a more complex switching scheme is carried out. Periodic system is switched by two periodic parameters and a
chaotic parameter. So, the formulas chaos + periodic = chaos and periodic + period + chaos = periodic are proved to be
workable. It shows that the switching system is the approximation of the original system under specified parameter, and
the attractor is in accordance with the attractor of the targeting system. The outputs of the Logistic map based parameter
switching algorithm are more complex than those of existing parameter switching algorithm. As the distribution of logistic
map is not uniform, the approximate attractor does not consist of the targeting system and shows more complicated
structure. But approximate attractors can be obtained when the distribution of discrete sequence is uniform. In
addition, the chaotic map based parameter switching algorithm has larger secret key space since it has the initial values
and parameter of the chaotic map. Finally, the parameter switching circuit of Rössler system is designed by introducing
a square wave generator. Compared with the traditional switching chaotic circuit (switching between different systems),
the design of parameter switch circuit is simpler as it does not need to change the original structure of the system. The
output is affected by the frequency of the square wave. By adding an appropriate frequency square wave generator, the
circuit simulation agrees with the numerical simulation. It presents a theoretical and experimental base for the practical
application of the parameter switching chaotic systems.
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