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六边形格子态斑图的数值模拟∗

白占国1)† 刘富成2) 董丽芳2)

1)(河北科技大学理学院, 石家庄 050018)

2)(河北大学物理科学与技术学院, 保定 071002)

( 2015年 5月 31日收到; 2015年 6月 23日收到修改稿 )

采用双层耦合的Lengel-Epstein模型, 通过改变两子系统图灵模的强度比, 获得了四种的六边形格子态
和多种非格子态结构. 模拟结果表明: 反应扩散系统的格子态结构由三套子结构叠加而成, 是两图灵模的波
数比和强度比共同作用的结果, 两模的强度比决定了三波共振的具体模式; 另外, 系统选择格子态斑图所需的
两图灵模的强度比大于非格子态斑图的强度比; 逐步增加两图灵模强度比, 出现的斑图趋于从复杂到简单变
化. 深入研究发现: 不同互质数对 (a, b)对应的格子态斑图的稳定性不同, 其中 (3, 2)对应的格子态结构最为
稳定.

关键词: 反应扩散系统, Lengel-Epstein方程, 格子态斑图, 图灵模
PACS: 05.45.–a, 05.65.+b, 82.40.Ck, 52.80.Tn DOI: 10.7498/aps.64.210505

1 引 言

近年来, 非线性系统中包含两个或多个有限个
空间波矢的复杂斑图, 以其重要的基础研究价值和
广泛的应用前景已成为各个领域的研究热点 [1−5],
特别是格子态斑图作为一类特殊的超点阵斑图备

受关注 [6−15]. 格子态斑图由两组具有相同临界波
数的波矢相互旋转 θ角, 与线性稳定模共振作用而
成 [11], 所有临界波矢恰好落在四边或六边格子的
格点上, 故形象地称之为 “格子态”斑图. 格子态斑
图可以用一组互质的整数对 (a, b)来标识, 互质数
对取不同的值, 两组临界波矢相互旋转的角度, 以
及临界波矢与基矢波数的比值都有不同的值, 从而
决定了系统选择的格子态斑图在物理空间表现形

式的多样性.
目前, 人们已经在实验系统获得了多种格子态

斑图, 例如Fineberg等 [11,12]在Faraday系统中观
察到不同值的超六边格子态斑图, Soria和Arecchi

等 [13]在非线性光学系统中观察到的超六边斑图

也属于格子态斑图, 董丽芳等 [14]在介质阻挡放电

(DBD)系统观察到四边形和六边形格子态斑图.
Silber等 [15]于 2000年预言了格子态超四边形和超
六边形斑图的存在, 并且在理论上分析了其形成的
物理机理以及模与模之间的非线性共振条件, 但是
未能从方程模型中得到格子态斑图. 本文采用双层
耦合的Lengel-Epstein反应扩散方程模型, 通过调
节两图灵模的波数和强度比获得多种六边形格子

态斑图, 从理论上探索了格子态斑图的形成、稳定
所必需满足的条件.

2 模 型

在反应扩散系统中用于研究图灵斑图

的主要有Lengyel-Epstein模型、 Brusselator模
型和Schnackenberg模型等 [16−22], 其中Lengyel-
Epstein 模型和Brusselator模型应用最广. 文中
采用双层线性耦合的Lengel-Epstein反应扩散方
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程, 模拟了不同互质数对格子态斑图. 在无量纲的
情况下反应扩散系统双层耦合的偏微分方程具有

相同的形式, 如下所示:
∂ui

∂t
= f(ui, vi) + α(uj − ui) +Dui∇2ui, (1a)

∂vi
∂t

= g(ui, vi) + β(vj − vi) +Dvi∇2vi, (1b)

其 中 i和 j表 示 模 型 中 系 统 1(u1, v1)和 系 统

2(u2, v2), u和 v分别为活化子和禁阻子的浓度, Du

和Dv分别为u和 v变量的扩散系数, α和β分别为

两个子系统的活化子和禁阻子之间的线性耦合强

度; 方程 f(u, v)和 g(u, v) 为每个子系统的局部动

力学方程, 在反应扩散系统的不同模型中具体表达
式不同, Lengel-Epstein模型中形式如下:

f(u, v) = a− u− 4
uv

1 + u2
, (2a)

g(u, v) = b

(
u− uv

1 + u2

)
. (2b)

方程的动力学行为由控制参数a和 b所决定, 在本
文中我们固定a = 15和 b = 9, 两个子系统具有相

同的均匀定态解 (u0, v0) =

(
a

5
, 1 +

a2

25

)
. 选取合

适的参数使两个子系统均处于图灵空间, 激发出两
个图灵模k1和k2, 图 1是两子系统的色散关系: 具
有较大扩散系数的失稳模k1 (长波模)具有较小的
波数, 而具有较小扩散系数的基膜k2(短波模)具有
较大的波数, 两图灵模的强度分别为h1和h2, 进而
讨论两子系统图灵模的非线性相互作用引起的超

点阵复杂斑图.
数值模拟采用欧拉向前差分的方法进行积分,

在一个含有N × N(256 × 256)个格子的二维平面

上进行, 时间和空间积分步长分别为∆t = 0.01,
∆h = 0.5个时间和空间单位, 初始条件均为均匀定
态上加一个很小的随机扰动, 边界条件选用周期性
边界条件, 为确保其稳定性所有结果的积分时间均
超过10000个时间单位.
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图 1 两子系统图灵模的色散关系

Fig. 1. The dispersion relation curve of Turing mode
in two subsystems.

3 模拟结果与讨论

3.1 Lengyel-Epstein方程模拟结果

如果系统参数a与 b为固定值, 则两个子系统
激发的图灵模的强度h主要由扩散系数Du和Dv

所决定 (如图 2所示). 从图中可以看出, 图灵模的
强度h随活化子扩散系数Du的增大而缓慢减小,
却随禁阻子扩散系数Dv的增大而增大, 且当Du的

值较小时图灵模的强度h增加幅度更快. 通过调节
两个扩散系数的值, 两子系统可得到具有不同强度
比的图灵模, 二者相互作用可得到多种格子态和非
格子态复杂斑图.
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图 2 图灵模的强度随方程扩散系数的变化曲线 (a)图灵模的强度 h与扩散系数Du的关系; (b)图灵模的强度 h

与扩散系数Dv的关系

Fig. 2. The variation curves of Turing mode intensity with changing diffusion coefficients of equation: (a)
Turing mode intensity h with changing diffusion coefficient Du (fixed Dv); (b) turing mode intensity h with
changing diffusion coefficient Dv (fixed Du).
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图 3 (a, b)分别为 (3, 2), (4, 3), (5, 3)和 (5, 4)的格子态斑图、傅里叶频谱图和二维空间波形图 (a)六边形格子态Du1 = 3.5,
Dv1 = 48, Du2 = 21.5, Dv2 = 390, α = 0.1, β = 0.1; (b)大点 -环 -小点格子态Du1 = 1.56, Dv1 = 32, Du2 = 20, Dv2 = 550,
α = 0.5, β = 0.5; (c)复杂超六边格子态Du1=1.28, Dv1 = 23, Du2 = 19, Dv2 = 550, α = 0.45, β = 0.5; (d)复杂超六边格子
态Du1 = 1.09, Dv1=21.8, Du2 = 19, Dv2 = 550, α = 0.45, β = 0.45

Fig. 3. Four grid state patterns with 2D Fourier spectrum and waveform diagram, whose coprime number pair are (3, 2)、
(4, 3)、(5, 3)和 (5, 4) respectively. The parameters: (a) hexagon grid state:Du1 = 3.5, Dv1 = 48, Du2 = 21.5, Dv2 = 390,
α = 0.1, β = 0.1; (b) bigdot-holl-smalldot:Du1 = 1.56, Dv1 = 32, Du2 = 20, Dv2 = 550, α = 0.5, β = 0.5; (c) complex
superhexagon:Du1=1.28, Dv1 = 23, Du2 = 19, Dv2 = 550, α = 0.45, β = 0.5; (d) complex superhexagon:Du1 = 1.09,
Dv1=21.8, Du2 = 19, Dv2 = 550, α = 0.45, β = 0.45.

在确定的波数比的条件下, 通过仔细调节系统
参数, 得到了具有合适强度比的图灵模, 二者相互
作用在短波模子系统中出现了互质数对 (a, b)分别
取 (3, 2), (4, 3), (5, 3) 和 (5, 4)四组值时的六边形
格子态斑图 (如图 3所示), 同时给出了其相应傅里
叶空间频谱和二维空间波形图. 从图中可以看出构
成格子态超点阵斑图的基元各不相同, 但任何一个
单元与周围均匀分布的六个相同单元都可构成六

边形的形状, 且每一基元包括内外两层结构, 内层
为一复杂中心斑图, 外层有简单子斑图环绕, 因此
图 3中所列均为六边形格子态结构. 模拟图形中以
互质数对 (3, 2)格子态斑图的基元较为特殊, 每一
基元外层都是独立的一套子结构, 而其余格子态斑
图的基元外层子结构均与周围六个基元共用. 分析
其傅里叶频谱可以很清楚地看出格子态斑图的基

矢与临界波矢的三波共振关系及两相邻临界波矢

旋转角度, 四种均为完美的格子态斑图. 频谱中的
十二个临界波矢均可看成由两组六边形波矢组成,
并相互转过 θ角, 转过的角度 θ与互质数对 (a, b)的
关系式为 [16]

cos θ =
a2 + 2ab− 2b2

2(a2 − ab+ b2)
,

而临界波数与基矢波数的比值与 (a, b)存在下面的
函数关系: kc/k =

√
a2 − ab+ b2. 由于四种格子态

斑图结构比较复杂, 均由多套子结构叠加而成, 因
此利用二维空间波形图对其进一步分析. 从波形结
构图中可以看出, 不同的格子态斑图子结构各不相
同, 每套子结构均有次谐振分岔现象, 如同化学上
的原子壳层结构又有了支壳层亚结构, 对应不同互
质数对的格子态斑图子结构的次级分岔程度不同,
这可能是图灵模强度比不同的结果. 互质数对规
定的波矢比值越大, 子结构的分岔越复杂, 我们在
这里称之为量子化特征. 仔细观察图 3 (c)和 (d)这
两种格子态斑图非常相似, 只是强度和相位有些差
异, 波形结构图的分岔类型非常相似, 只是在分岔
程度上有所不同, 这可能是因为这两种格子态斑图
的基矢与临界波矢比值非常接近, 致使模的相互作
用选择了相同的式样.

保持四种互质数对规定的波数不变, 通过调节
扩散系数改变两个图灵模的强度比, 得到了四种非
格子态超点阵斑图 (如图 4所示). 从模拟图中可以
看出构成六边形的基元出现明显变化: 图 4 (a)在
互质数对 (3, 2)格子态斑图基元的外层增加了一套
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短线构成的六边形框架, 形成类似蜂窝六边形斑图
形状; 互质数对 (4, 3)格子态基元外层的点两两相
连形成六条短线构成图 4 (b)基元的外层, 形成类
似蝴蝶结的形状; 互质数对 (5, 3) 格子态基元外层
则演变成图 4 (c)基元的外层晕状结构; 互质数对
(5, 4)格子态基元演化成图 4 (d)中的白眼斑图单
元. 傅里叶频谱图中所有临界波矢也不再是由两组

相互转过 θ角的六边形波矢组成. 比较格子态斑图
与非格子态斑图图灵模的强度比发现: 在相同的波
数比条件下, 出现格子态斑图的图灵模强度比大于
非格子态超点阵斑图的图灵模强度比. 二者的强度
比均随波数比的增大而增大. 上述结果表明, 两个
图灵模的强度比在斑图的选择和形成中起着非常

重要的作用.

(a)

(c) (d)

(b)

图 4 非格子态超点阵图 (a)类格子态Du1 = 3.2, Dv1 = 48, Du2 = 21.5, Dv2 = 390, α = 0.2, β = 0.2; (b)蝴蝶结斑
图Du1 = 1.6, Dv1 = 32, Du2 = 21, Dv2 = 550, α = 0.5, β = 0.5; (c)点 -晕六边形Du1=1.13, Dv1 = 22, Du2 = 19,
Dv2 = 550, α = 0.5, β = 0.5; (d)白眼六边形Du1 = 1.5, Dv1=15.8, Du2 = 19, Dv2 = 550, α = 0.5, β = 0.5

Fig. 4. The non-grid patterns with 2D Fourier spectrum. The parameters: (a) likely grid state:Du1 = 3.2, Dv1 = 48,
Du2 = 21.5, Dv2 = 390, α = 0.2, β = 0.2; (b) butterfly-node pattern: Du1 = 1.6, Dv1 = 32, Du2 = 21, Dv2 = 550,
α = 0.5, β = 0.5; (c) dot-halo hexagon: Du1=1.13, Dv1 = 22, Du2 = 19, Dv2 = 550, α = 0.5, β = 0.5; (d) white-eye
hexagon: Du1 = 1.5, Dv1=15.8, Du2 = 19, Dv2 = 550, α = 0.5, β = 0.5.

为进一步深入研究两图灵模的强度比在系

统斑图选择、形成中的重要作用, 在四种确定
的波数比下, 系统地观察了图灵模的强度比对
斑图选择的影响 (如图 5所示). 结果表明: 两
图灵模波数比相同, 但只要二者的强度比不
同, 系统选择的图灵斑图式样就不相同, 而且
随强度比的增大, 出现的斑图趋于从复杂到简
单变化. 互质数对为 (3, 2), (4, 3), (5, 3)和 (5,
4)四种格子态斑图出现的图灵模强度比范围
分别为 (−0.4079—−0.264), (−0.3559—−0.3296),
(−0.1907—−0.1622)和 (−0.2077—−0.1684), 说明
格子态斑图对两图灵模的强度比依赖较为敏感, 且
出现的范围较小. 其原因可能是图灵模的波数比和
强度比共同作用的结果: 由互质数对 (a, b)规定的
波数比选择了两组临界波矢的旋转角度及其与基

矢的比例关系, 使得所有临界波矢有可能落在基矢
格子的格点上; 两图灵模的强度比决定了三波共振
的具体模式, 只有某一合适的强度比才能使系统选
择 “格子态”斑图.

此外, 通过逐步增大初始条件中随机微扰的
强度, 考察了格子态斑图是否出现以及稳定性. 结
果表明: 互质数对 (3, 2)的格子态斑图最稳定, 当
∆u/u0 > 0.5时,斑图发生失稳,很快变成简单不规
则斑图; 其他三种格子态斑图远不如第一种格子态
斑图稳定, 当∆u/u0 > 0.1就发生失稳. 分析其原
因可能是超点阵斑图的选择机理不仅服从三波共

振原理, 还受对称性原理约束. 随两模的波数比增
大, 系统选择的斑图对称性降低, 稳定性也随之减
弱. 因为互质数对 (3, 2)规定的波数比最小为

√
7,

波数相差越小的图灵模的满足的共振关系越稳定.
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(d)

(c)

(b)

(a)

图 5 波数比分别为
√
7,

√
13,

√
19和

√
21各种不同强度比时的斑图 (a)组斑图的 h2/h1值分别为: −1.3908, −1.0923,

−0.6921, 0.2586, −0.1152, 2.0014; (b)组斑图的 h2/h1值分别为:−1.4746, −0.8150, −0.3559, −0.2452, −0.0725,
2.5316; (c)组斑图的 h2/h1值分别为:−1.1386, −0.8299, −0.6324, −0.4433, −0.0349, 0.2836; (d)组斑图的 h2/h1值分

别为:−2.6707, −0.2587, −0.2160, −0.1373, 0.3845, 1.7819.
Fig. 5. Various patterns with four differernt wave number ratios

√
7,

√
13,

√
19, and

√
21 and different intensity

ratios: (a)
√
7 and h2/h1 : −1.3908, −1.0923, −0.6921, 0.2586, −0.1152, 2.0014; (b)

√
13 and h2/h1:−1.4746,

−0.8150, −0.3559, −0.2452, −0.0725, 2.5316; (c)
√
19 and h2/h1 :−1.1386, −0.8299, −0.6324, −0.4433, −0.0349,

0.2836; (d)
√
21 and h2/h1: −2.6707, −0.2587, −0.2160, −0.1373, 0.3845, 1.7819.

3.2 六边形格子态斑图的模式验证

为进一步理解格子态斑图形成的物理机理, 分
析互质数对 (a, b)分别取 (3, 2)和 (4, 3) 两种六边
形格子态的临界波矢与基矢的波数比及旋转角度,
构造此两种格子态结构并与DBD系统的格子态结

构进行比较. 首先令基模波矢k = 0.2, 临界模波矢
分别为 qi = k ∗

√
7 (或

√
13), 两组临界波矢的旋转

角 θ = 22◦或 32◦. 在选定的参数条件下可得到基
模和临界模的表达式如下所示:

I1(x, y) =4× (cos(k1x × x+ k1y × y)

+ cos(k2x × x+ k2y × y)

+ cos(k3x × x+ k3y × y))/9; (3a)

I2(x, y) =4× (cos(q11x × x+ q11y × y)

+ cos(q12x × x+ q12y × y)

+ cos(q13x × x+ q13y × y))/9; (3b)

I3(x, y) =4× (cos(q21x × x+ q21y × y)

+ cos(q22x × x+ q22y × y)

+ cos(q23x × x+ q23y × y))/9; (3c)

则总强度 I = I1(x, y) + I2(x, y) + I3(x, y)即为格

子态斑图表达式.
图 6给出了互质数对为 (3, 2)和 (4, 3)的格子

态斑图以及董丽芳研究小组 [19]在DBD实验系统

中获得的六边形格子态斑图. 可以看出: 依据模式
分析构造的格子态斑图与模拟结果相似, 每一基元
与周围六个相同基元均可构成六边形的形状; 互
质数对为 (3, 2)的格子态斑图每一基元的外层都是
独立的六个点状单元, 而互质数对为 (4, 3)的格子
态斑图基元的外层有十二个点状单元, 且与周围六
个基元共用. 通过对比发现模拟与构造的互质数
对 (4, 3)格子态斑图与实验获得的六边形格子态斑
图三者具有很好的相似性; 互质数对 (a, b)取值不
同, 对应的格子态斑图在物理空间的具体表现式样
也不相同, 并且随临界模波矢与基模波矢比值的增
大, 图形的式样也越复杂.
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(a) (b) (c)

图 6 六边形格子态斑图 (a)为互质数对 (3, 2)的格子态斑图; (b)为互质数对 (4, 3)的格子态斑图; (c)为DBD实验系

统获得的六边形格子态斑图

Fig. 6. The hexagon grid patterns with 2D Fourier spectrum: (a) for coprime number pair (3, 2); (b) for coprime
number pair (4, 3); (c) for DBD experiment system.

4 结 论

基于双层耦合的L-E反应扩散模型系统地研
究了六边形格子态斑图的选择、形成机理, 并对格
子态结构进行了模式分析与验证. 研究发现, 格子
态斑图由三套子结构叠加而成, 每套子结构具有量
子化特征; 两图灵模之间合适的波数比和强度比是
形成格子态斑图的重要条件. 对于同一波数比, 当
图灵模的强度比不同时, 决定了两模之间的非线性
相互作用不同, 从而导致系统选择的斑图样式的变
化; 格子态斑图对两图灵模的强度比大于非格子态
复杂斑图的强度比, 且只出现在特别狭窄的范围;
不同互质数对 (a, b)对应的格子态斑图的稳定性不
同, 模拟结果和构造图形与介质阻挡放电的实验结
果具有很好的一致性. 本结果对于深入理解格子态
斑图的形成机理、丰富非线性超点阵斑图理论具有

一定的积极作用.
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Abstract
The four hexagonal grid state patterns and a variety of non-grid states are obtained by changing the values of

intensity ratio between two Turing modes in the two–layer coupled Lengel-Epstein model system. Results of numerical
investigation show that those grid states in reaction diffusion are interleaving structures of three sets of different sub-
lattices, which result from the interaction of both the wave number ratio and intensity ratio between Turing modes in
the two subsystems; and the specific expressions of three-wave resonance in physical space are governed by the mode
intensity ratio. Furthermore, the value of intensity ratio between the two Turing modes in the grid state patterns is
greater than that of non-grid state structures, and the type of pattern selected by the system changes from complex
to simple pattern with the increase of mode intensity ratio. Finally, it is found that these four hexagonal grid states
correspond to different number pair (a, b) having different stability, and the grid state with the number pair (3, 2) is
the most stable structure.

Keywords: reaction diffusion systems, Lengel-Epstein model, grid state patterns, Turing modes
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