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专题: 超导和关联体系研究进展

Hubbard模型中的相位弦效应与交互
Chern-Simons理论∗

张龙 翁征宇†

(清华大学高等研究院, 北京 100084)

( 2015年 5月 26日收到; 2015年 6月 30日收到修改稿 )

费米子符号在费米液体理论中至关重要. 然而, 在Mott绝缘体中, 很强的电子Coulomb相互作用抑制
了体系的电荷涨落并消除了电子交换带来的费米子符号问题. 本文首先回顾二分晶格上Hubbard模型的
相位弦理论, 从弱关联的费米液体到强关联的反铁磁Mott绝缘体的转变可以由此得到统一理解. 在任意
Coulomb作用强度U下, 我们首先导出Hubbard模型的严格的符号结构. 在小U极限下, 它回到通常的费米
子符号; 在大U极限下, 它给出了 t-J模型的相位弦符号. 在半满情形下, 我们构造了一种电子分数化的表象,
其中, 电荷子与自旋子通过演生的交互Chern-Simons规范场相互耦合. 由此导出的基态波函数拟设与低能有
效理论可以定性刻画Hubbard模型的基态相图. 在弱关联区域, 费米液体的准粒子由电荷子与自旋子的束缚
态构成, 其长程相位相干性取决于背景自旋的关联性质. 体系的Mott转变可以通过电荷子打开能隙或是通过
自旋子玻色凝聚来实现.

关键词: Hubbard 模型, Mott 转变, 相图, 符号结构
PACS: 71.10.Fd, 71.10.Hf, 71.30.+h, 75.10.Kt DOI: 10.7498/aps.64.217101

1 引 言

能带理论与费米液体图像是传统凝聚态物理

的基石. 在固体晶格的周期势场中, 无相互作用电
子的能级形成能带, 电子自能带底向上填充至材料
的化学势 (费米能). 根据能带填充的情况, 材料可
以分成绝缘体 (只有完全填满和未填充的能带, 电
子的激发要跨越有限大的带隙) 和金属 (存在未填
满的能带, 费米面附近的电子激发无能隙), 其中,
金属的低能激发态为费米面附近的电子 -空穴对.
电子间的相互作用只会定量地修改无相互作用电

子气的结果, 可以用微扰论处理. 尤其重要的是,
材料中的准粒子激发态与电子气中的单电子态一

一对应. 能带理论可以解释很多固体材料的物理
性质.

然而, 一些过渡金属化合物, 如MnO, FeO,
CoO, NiO等却不符合能带理论的预言. 根据能带
理论, 这些材料都有未填满的能带, 应该是金属; 实
验却发现它们在低温下是绝缘体. 1949年, Mott指
出, 这是电子间的相互作用导致的 [1]. 因此, 这类
材料被称为Mott绝缘体. 考虑到电子相互作用, 最
简单的模型是Hubbard模型 [2]:

H = −t
∑
⟨ij⟩,σ

c†iσcjσ + H.c.+ U
∑
i

ni↑ni↓, (1)

其中 ciσ为电子算符, niσ = c†iσciσ为电子数算符,
H.c.代表算符的Hermite共轭. (1)式的第一项描写
电子在格点间的跃迁, 来自近邻格点上的电子波函
数的交叠积分; 第二项描写电子的相互作用, 来自
电子的Coulomb排斥势. 两个电子占据同一个格
点时要消耗额外的能量U . 在半满情形, 即平均每
个格点有一个电子时, 由于过渡金属离子的d电子
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轨道非常局域, 格点间的轨道交叠积分 t ≪ U , (1)
式中的相互作用项占主导, 任何格点上都不允许占
据两个电子. 为了满足这样的单占据约束, 电子被
分别局域在每个离子格点上, 不能在格点间自由跃
迁, 因此材料在低温下成为绝缘体 ∗. 电子在近邻
格点间的虚跃迁过程导致格点上的局域自旋磁矩

之间有反铁磁交换作用, 使得材料在低温下形成长
程反铁磁序, 这被中子衍射实验证实 [3]. U ≪ t时,
(1) 式回到无相互作用电子的紧束缚模型, 在半满
情形下成为金属态. 因此, 减小哈密顿量中的U/t

会在Mott 绝缘体中具有反铁磁关联的局域自旋背
景上逐渐引入电荷涨落, 并最终导致Mott绝缘体
到金属的转变. 如图 1所示. 如何描写这种电荷涨
落的效应, 从而理解任意耦合强度的Hubbard 模
型的物理性质并刻画Mott转变点附近的物理性质
是凝聚态理论的重要问题.

EF W

J,4t2/U

U,W U/t0

图 1 半满Hubbard模型的示意相图. U/t → 0时, 能
带半填满, 系统处于金属态; U/t ≫ 1 时, 系统为反铁磁
Mott绝缘体; U ≃ W (W 为能带宽度)时, 电荷涨落导致
系统发生Mott转变
Fig. 1. Schematic phase diagram of half-filled Hubbard
model. As U/t → 0, the energy band is half-filled and
the system is metallic. As U/t ≫ 1, the system is an
antiferromagnetic Mott insulator. When U ≃ W (W
is the band width), charge fluctuations lead to Mott
transition.

传统费米液体理论中巡游的电子准粒子图像

不能刻画 (掺杂)Mott绝缘体中的局域自旋. 理论
上一种常用的图像是自旋—电荷分离, 认为系统的
低能激发是不带电荷的自旋子 (spinon)与不带自
旋的电荷子 (chargon) [4,5]. 二者均为非局域的电子
集体激发, 但它们携带的守恒量子数只相当于电子
的一部分,因此, 这一图像也称为 “电子分数化”. 数
学上, 电子分数化通常用辅助粒子 (slave particle)
技术引入 [5]: 将电子算符分解为自旋子算符与电荷
子算符的乘积, 电子的态空间也相应地扩大为自旋
子与电荷子的态空间, 而物理的态空间通过投影算

符得到. 然而, 电子算符的辅助粒子分解形式并不
唯一, 自旋子与电荷子的量子统计性质在不同分解
形式中也可以完全不同. 每种电子分数化方案都给
出不同的平均场解, 只有通过投影算符引入规范涨
落才能使之成为物理态, 然而, 这种规范涨落可能
是不可控的, 可能破坏平均场基态的稳定性. 因此,
为了研究多体系统的基态性质, 我们需要找到合适
的电子分数化方案.

大U/t极限下, 对于掺杂的 (即非半满的)Mott
绝缘体, Hubbard模型约化为 t-J模型. 在二分 (bi-
partite)晶格上, 吴恺等 [6]证明了 t-J模型哈密顿
量的符号结构 (sign structure)与无相互作用的电
子气完全不同: 单占据约束大大地 “稀释”了电子
气的费米子符号, 系统的符号问题主要来自相位弦
效应, 即电荷子与自旋子交换引起的符号. 考虑到
这个效应, 相位弦理论构造了恰当的电子分数化方
案 [7−9]. 半满情况下, 电荷涨落被完全抑制, 电子
的费米子符号完全不起作用, 哈密顿量没有符号问
题. Heisenberg模型的基态可以用Schwinger玻色
子平均场理论刻画 [10,11]. 这表明, 在多体系统中,
恰当的电子分数化形式与相互作用哈密顿量的符

号结构有密切的联系.
对于任意相互作用强度U/t的Hubbard模型,

我们在文献 [12]文中研究了它的符号结构, 发现相
应的符号结构可以严格表达为电子分数化得到的

电荷子与自旋子之间的交互统计. 据此, 我们提出
了一种电子分数化表象, 其中的基态波函数拟设可
以描写任意U/t下的物理性质.

2 Hubbard模型的符号结构

在研究一般情形之前, 我们先来考察Hubbard
模型在半满情形下的大U/t极限, 即Heisenberg模
型, 由此我们可以深入理解 “符号结构”的涵义.

2.1 Heisenberg模型的符号结构

电子半填满且U/t ≫ 1时, 每个格点都有且仅
有一个电子, 相应的自旋是仅有的低能自由度. 电
子的虚跃迁过程导致自旋的反铁磁Heisenberg交
换作用:

HJ = J
∑
⟨ij⟩

Si · Sj . (2)

∗MnO等材料中, 平均每个格点上有 (整数) 多个电子. 格点上额外占据一个电子消耗的排斥能远大于电子在格点间的跃迁能, 材料也成
为Mott 绝缘体.
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其中, 交换作用的强度J = 4t2/U .
Schwinger玻色子 (Schwinger boson, SB)与

Schwinger费米子 (Schwinger Fermion, SF)是两种
常用的自旋表象. 在SB(SF)表象中, Si =

1
2b

†
iσbi,

bi = (bi↑, bi↓)
T 为玻色型 (费米型)自旋子算符, σ

为Pauli矩阵. 在单占据约束下, 两种表象都严格
给出自旋算符的代数关系.

然而, 两种表象得到的平均场态有很大不同.
在二分晶格上, Schwinger玻色子平均场基态有长
程反铁磁序, 可以很好地描写HJ基态的自旋关联

性质 [11,10,13,14]. Schwinger费米子平均场理论给出
π-磁通态 [15,16], 它的自旋关联函数随距离增加而
幂次衰减. 只有考虑到单占据约束引入的规范涨
落后, 交错 (staggered) 自旋关联结构因子才会发
散 [17].

为什么两种表象下平均场基态的自旋关联如

此不同呢? 单占据投影去除了每种表象下的非物
理的态, 那么, 为什么在费米子表象下投影作用如
此重要, 而玻色子表象下则显得不太重要呢?

在二分晶格上, 我们采用Schwinger玻色子
表象下的旋转 Ising基 [18]: biσ 7→ (−σ)ibiσ. 其
中, i ∈ A子格时, (−σ)i = 1, i ∈ B子格时,
(−σ)i = −σ. 在这组基下, Heisenberg模型 (2)
表示为

HJ = − 1

2
J
∑
⟨ij⟩

(b†i↑b
†
j↓bi↓bj↑ + b†i↓b

†
j↑bi↑bj↓) +Hdt

≡ H↑↓ +Hdt. (3)

Hdt表示 Ising基
{
|α⟩ = b†i1↑ · · · b

†
iM↑b

†
j1↓ · · · b

†
jN−M↓

|0⟩
}
下的对角项. 其中, M表示上自旋总数, N

为格点总数. 对配分函数做高温展开到无穷多
阶, 并插入利用 Ising基构造的单位算符

∑
α |α⟩⟨α|,

得到 [6]

Z = tre−βHJ =
∞∑

n=0

βn

n!

∑
αi

n−1∏
i=0

⟨αi+1|(−HJ)|αi⟩,

(4)
其中, |αn⟩ = |α0⟩, 即所有粒子的运动都必须构成
闭合路径. 配分函数成为关于这些回路 c的求和:

Z =
∑
c

WJ [c], WJ [c] > 0. (5)

(5)式中每一项的贡献都是正的, 这是因为哈密顿
量 (3)中所有的非对角项都是负的, 而对角项不会
影响符号结构 (严格证明见文献 [12]).

在费米子表象下, 可以导出类似的表达式

Z =
∑
{c}

(−1)P↑[c]+P↓[c]WJ [c], WJ [c] > 0. (6)

其中, Pσ[c]是自旋为σ的电子在闭合回路 c中置换

的奇偶性, 它来源于该表象的费米子符号. WJ [c]

与玻色子表象下的 (5)式相同.
平均场理论取消了严格的单占据约束, 代之以

平均粒子数的限制, 因此扩大了态空间. 这种情况
下, (5)式与 (6)式的符号结构有很大不同. (6)式中
的费米子符号造成不同粒子路径之间的相消干涉,
因此, 平均场基态的自旋结构因子不发散. 在玻色
子表象下, 没有费米子符号问题, 所有闭合路径都
相长干涉, 这导致自旋结构因子发散, 基态具有长
程反铁磁序.

然而, 在严格的单占据约束下, 粒子的置换
只能通过逐对交换实现. 因此, 每个闭合路径中
粒子置换的奇偶性与总交换次数的奇偶性相同:
(−1)S↑↓[c] = (−1)P↑[c]+P↓[c]. 其中, S↑↓[c]表示上

自旋与下自旋之间的交换次数. 在二分晶格上,
每次交换都会使一个子格上的上自旋总数增减 1,
因此, 一个闭合路径完成后, 必须满足S↑↓[c] ≡ 0

(mod 2). 所以, 所有闭合路径的贡献都是正的. 因
此, Schwinger玻色子表象与严格投影条件下的符
号结构是一致的. 自旋子在基态玻色凝聚, 具有长
程反铁磁序 [13,14].

通过考察Heisenberg模型中的两种表象, 我们
看到, 态空间的投影可以引起粒子的统计嬗变, 与
基态性质相符的粒子统计可能与采用的辅助粒子

表象不一致. 尽管Schwinger玻色子与费米子两种
表象在严格的单占据约束下等价, 在扩大的平均场
态空间中, 它们却给出不同的平均场基态. 因此,
为了正确刻画系统基态的物理性质, 我们应选择一
个合适电子分数化方案, 这要求我们仔细研究系统
的符号结构.

2.2 Hubbard 模型的符号结构

我们接下来导出任意耦合强度的Hubbard模
型的符号结构, 其物理涵义将在第 3节中讨论. 下
文中, 我们采用辅助费米子表象 [19]. 辅助玻色子表
象也可以导出同样的符号结构 [12], 因此符号结构
是与表象无关的系统的内禀性质.

在辅助费米子表象中, 单占据格点以自旋子
表示, 双占据格点与无占据格点分别以双占据态
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(doublon)与空穴子 (holon)表示 [二者统称为电荷
子 (chargon)]:

c†i↑|0⟩ 7→ (−1)ib†i↑|0⟩, c†i↓|0⟩ 7→ b†i↓|0⟩, (7)

c†i↑c
†
i↓|0⟩ 7→ (−1)id†i |0⟩, |0⟩ 7→ h†

i |0⟩. (8)

电子算符表示为

ciσ = (−σ)i(h†
i biσ + σb†i−σdi). (9)

费米型的电荷子 di与hi与玻色型的自旋子 biσ在

如下粒子数约束下,∑
σ

b†iσbiσ + d†idi + h†
ihi = 1, (10)

给出的 ciσ满足电子的费米子代数. (9)式中, (−1)i

为二分晶格上的Marshall符号 [18].
将 (9) 式代入哈密顿量 (1) 中, 得到

Ht = − t
∑
⟨ij⟩

[∑
σ

(
b†iσb

†
j−σhidj + b†jσb

†
i−σhjdi

)
+

(
b†i↑bj↑d

†
jdi + b†i↑bj↑h

†
jhi

)
−

(
b†i↓bj↓d

†
jdi + b†i↓bj↓h

†
jhi

)]
+ H.c.

≡− t
∑
⟨ij⟩

(
Pij + E↑

ij − E↓
ij

)
+ H.c. (11)

其中, Pij项湮没一对电荷子并产生一对自旋子,
Eσ

ij项将一个自旋σ的自旋子与其最近邻格点上的

电荷子交换 (如图 2所示). U项表示为

HU = U
∑
i

d†idi

=
1

2
U
∑
i

(
d†idi + h†

ihi

)
+

1

2
U
(
N e −N

)
. (12)

其中, N e代表电子总数, N为格点数,

N e −N =
∑
i

(
d†idi − h†

ihi

)
. (13)

HU在用粒子占据数标记的基{
d†l1 · · ·h

†
m1

· · · b†i1↑ · · · b
†
j1↓ · · · |0⟩

}
(14)

下是对角项, Ht为非对角项.
用第 2.1 节中的推导方法, 将配分函数展开成

关于粒子闭合路径的求和. 展开式中每项的负号来
自非对角项−tE↓

ij以及双占据态与空穴子的费米

子符号. 配分函数可以表示为

Z =
∑
c

(−1)N [c]WH[c], WH[c] > 0. (15)

符号因子为

(−1)N [c] = (−1)Pd[c]+Ph[c]+Sd↓[c]+Sh↓[c]. (16)

其中, Pd(h)[c]表示双占据态 (空穴子)之间置换的
奇偶性, 来源于它们的费米统计; Sd(h)↓[c]代表双

占据态 (空穴子)与自旋向下的自旋子之间的交换
次数, 来源于−tE↓

ij项. 在闭合路径中, 空穴子与双
占据态之间的交换数总是偶数, 因此不会影响 (16)
式中的符号.

(15)式中, 每个闭合路径 c贡献的求和权重为

WH[c] = (βt)Nt[c]FNt[c]

(
− n0βU,

− n1βU, · · · ,−nNt[c]βU
)
. (17)

其中, Nt[c]是Ht作用的总次数. Fk是一个正

定的多变量函数, 代表来自对角项HU的贡献.
ni(i = 0, 1, · · · , Nt[c])是 |αi⟩中双占据态的数目.

b

a

c

d

图 2 哈密顿量的动能项 (11)表示的粒子运动. 虚线箭
头代表电子的跃迁. (a, b)Ht产生或消灭一对电荷子; (c,
d)Ht引起一个双占据或一个空穴子的跃迁

Fig. 2. The elementary processes introduced by the
kinetic term in Eq. (11). The dashed arrows indicate
the hopping of electrons. (a, b) Ht creates or annihi-
lates a chargon pair. (c, d) Ht moves a doublon or a
holon.

2.2.1 大U/t极限

半满情形 半满情况下, N e = N ,
∑

i

(
d†idi−

h†
ihi

)
= 0. U/t ≫ 1 时, 由于双占据态消耗很大的

能量,
∑

i

(
d†idi + h†

ihi

)
→ 0. 因此, 配分函数 (15)

中, 包含了空穴子或双占据态的闭合路径的权重
WH[c]趋于零. 具有非零权重的路径都满足

N [c] = Pd[c] + Ph[c] + Sd↓[c] + Sh↓[c] = 0. (18)

因此, 我们回到了第 2.1 节所证明的Heisenberg模
型没有符号问题的结论.

有限掺杂的情形 由于粒子—空穴对称性,
我们只需讨论空穴掺杂的情形. U/t ≫ 1时, 系统
中没有双占据态,

∑
i d

†
idi → 0, 符号结构简化为

N [c] = Ph[c] + Sh↓[c]. (19)

这正是 t-J模型的符号结构 [6]. 电子掺杂的体系中,
只要在 (19)式中将下标h换为d即可.
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单空穴掺杂的情形 t-J模型中, 只有一个空
穴时, 符号结构 (19)进一步简化为

N [c] = Sh↓[c]. (20)

由此看出, 空穴在自旋背景上跃迁时会产生一串正
负号的相位 “尾迹”, 称为相位弦. 这些符号是由自
旋位形决定的. 系统有长程反铁磁序时, 低能自旋
激发使得自旋翻转很容易发生, 空穴子不同的跃
迁路径的相消干涉导致它的准粒子权重为零 [7,8],
系统基态是非费米液体. 相位弦理论预言掺入的
空穴会自发局域化 (self-localized) [20]. 朱征等用密
度矩阵重整化群 (density matrix renormalization
group, DMRG)数值计算验证了单空穴掺杂的 t-J
模型中的电荷局域化 [21]. 在偶数条链的准一维格
子上, t-J模型有非零的自旋能隙, DMRG计算仍
然得到了电荷局域化的行为. 这表明, 即使在自旋
能隙有限的情形, 相位弦效应也会通过粒子路径的
相消干涉影响长距离的低能物理性质.

2.2.2 小U/t极限

小U/t极限下, 弱耦合的电子系统形成费米液
体, 其符号结构应该等价于通常的费米子符号. 这
种情况下, 电子 -空穴对没有能隙, 可以大量地产生
和湮没, 因此, 电子表象没有辅助费米子表象下的
非物理态, 显得更加方便. 可以证明, (16)式的符号
结构等价于电子表象中的费米子符号 [12]

(−1)N [c] = (−1)P
e
↑ [c]+P

e
↓ [c]. (21)

其中, P e
σ [c]是自旋σ的电子之间的置换的奇偶性,

为通常的费米子符号. (21)式的严格证明参见文
献 [12], 这里我们举两个例子来直观说明. 图 3 (a)
为两个自旋向上的电子的置换. 图 3 (b)包含了自
旋子的跃迁以及空穴子—双占据态对的产生与湮
没的过程, 在电子表象中, 则可以方便地用两个电
子置换的费米子符号来表达. 两个过程中, (21)式
两端用两种表象得到的正负号都是一致的.

(a) (b)

图 3 (a) 两个自旋向上的电子的置换导致了两个空穴的置换. 因此, P e
↑ [c] = Ph[c] = 1; (b) 在辅助费米子表象中,

该过程包含了两个空穴子的置换, Ph[c] = 1. 在电子表象中, P e
↑ [c] = 1

Fig. 3. (a) The exchange of two spin-↑ electrons induces the exchange of two holes, thus P e
↑ [c] = Ph[c] = 1;

(b) in terms of partons, the process involves the exchange of two holons, Ph[c] = 1, while in terms of
electrons, P e

↑ [c] = 1.

因此,弱耦合情形下,利用 (21)式,我们自然地
得到了电子表象中的费米子符号结构. 在U/t ≫ 1

的强耦合极限下, 由于单占据约束, (19)式表述的
符号结构是不可约的. 半满时, 它进一步退化到没
有符号问题. 这个形式与弱耦合区域的费米子符号
(21)有很大区别: 这种情形下, 费米子符号完全变
成非物理的, 应通过严格的单占据投影消除掉. 换
句话说, 在大U/t极限下, 如果采用电子表象, 非物
理的费米子符号就会导致极大的困难. 在U/t中等

大小的Hubbard模型中, 如何构造合适的电子分数
化方案也与恰当地处理符号结构 (16)紧密联系在

一起, 这是我们接下来要研究的问题.

3 基态波函数拟设

Hubbard模型的符号结构 (16)随U/t增大逐

渐偏离无相互作用的费米子符号, 变得更加稀疏.
在半满情形的大U/t极限下, 电荷涨落被完全抑制,
费米子符号问题完全消失, 其基态波函数可以用
Schwinger玻色子平均场基态刻画. 我们在本节中
研究在任意的U/t下如何利用符号结构来构造恰

当的基态波函数拟设.
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3.1 基态波函数的符号结构

基态波函数 |ΨG⟩与符号结构有密切的联系.
首先, 我们可以证明 [6]:

⟨α|ΨG⟩⟨ΨG|α⟩

∝
∑

c(α,α)

(−1)N [c(α,α)]W [c(α, α)],

W [c(α, α)] > 0. (22)

其中, |α⟩态是一个任意的粒子位形, 求和包括所有
从 |α⟩态出发的闭合路径 c(α, α).

任取两个态 |α⟩与 |α′⟩, 利用高温展开得到

⟨α′| e−βH |α⟩

=

∞∑
n=0

βn

n!

∑
αi

n−1∏
i=0

⟨αi+1|(−H)|αi⟩

=
∑

c(α,α′)

(−1)N [c(α,α′)]W [c(α, α′)]. (23)

其中, W [c(α, α′)] > 0, |α0⟩ = |α⟩, |αn⟩ = |α′⟩.
(23)式中的符号定义为

(−1)N [c(α,α′)]

≡ sgn(⟨αn|(−Ht)|αn−1⟩ · · · ⟨α1|(−Ht)|α0⟩). (24)

β → ∞时, (23)式左边化为

⟨α′| e−βH |α⟩ → e−βEG⟨α′|ΨG⟩⟨ΨG|α⟩. (25)

其中, EG为基态能量. 由此得到

⟨α′|ΨG⟩⟨ΨG|α⟩ →

eβEG
∑

c(α,α′)

(−1)N [c(α,α′)]W [c(α, α′)]. (26)

取 |α′⟩ = |α⟩, 就得到了 (22)式.
因此, Hubbard模型的符号结构 (−1)N [c]出现

在基态波函数的表达式 (26) 中. 用类似的方法, 我
们可以证明它也出现在系统的各种关联函数中, 造
成不同路径间的相消干涉. 当 |α⟩态中的粒子沿闭
合路径 c(α, α)运动时, (22)式中的符号因子与时间
无关, 因此可以看作一种Berry相位. N [c]只与自

旋子和电荷子的交换次数的奇偶性有关, 因此, 符
号结构不是依赖于路径的几何相位, 而是一个拓扑
相位, 反映了自旋子与电荷子之间的演生的量子统
计. 由于统计相位的奇异性, 与费米液体中的费米
子符号一样, 它不能用微扰论处理, 必须作为构造
波函数拟设所需满足的前提条件加以考虑.

3.2 半满情形的波函数拟设

强耦合极限下, 半满的Hubbard模型约化为
Heisenberg模型, 系统基态可以由Liang-Doucot-
Anderson玻色共振价键态 (resonating valence
bond, RVB) [22] 刻画. 在Schwinger玻色子表象
下, 玻色RVB态 |b-RVB⟩表示为

|b-RVB⟩ = P̂s|Φb⟩. (27)

其中,

|Φb⟩ = exp
(∑

ij

Wijb
†
i↑b

†
j↓

)
|0⟩, (28)

代表 b-自旋子形成单态配对, 配对振幅为Wij . 投
影算符 P̂s保证单占据条件:

∑
σ b

†
iσbiσ = 1. |Φb⟩

可以看作Schwinger玻色子的平均场基态. i和 j属

于不同的子格时, Wij ∝ |i − j|−3; 否则, Wij = 0.
|b-RVB⟩可以精确描写Heisenberg模型的基态 [22].
|b-RVB⟩也可以用电子算符表示 [9]:

|b-RVB⟩ =
∑
{σs}

ΦRVB({σs})c†1σ1
c†2σ2

· · · c†NσN
|0⟩.

(29)
其中, 对于给定的自旋构型 {σs} = σ1, σ2, · · ·, σN ,
ΦRVB ({σs}) =

∑∏
(ij)(−1)iWij . (29)式中的求

和包括格子上所有的RVB构型.
b†iσ为玻色子算符, Marshall符号 (−1)i在闭合

路径中没有贡献, 因此, |b-RVB⟩ 不包含统计符号.
对于 t-J模型, 翁征宇构造了满足其符号结构的基
态波函数拟设 [9]. 我们考虑将其推广到任意U/t的

Hubbard模型, 构造相应的波函数拟设.
对半满的Hubbard模型, 我们构造如下的基态

拟设:
|ΨG⟩ = C eD̂|b-RVB⟩. (30)

其中, C是归一化因子, D̂代表电荷涨落产生的双
占据态—空穴子对, 它保证了半满情形的电中性:

D̂ =
∑
ij,σ

Dij(ĉ
†
iσ)d(ĉjσ)h e i(Ω̂i−Ω̂j). (31)

投影电子算符 (ĉ†iσ)d与 (ĉjσ)h作用在自旋RVB背
景 |b-RVB⟩上分别产生双占据与空穴态:

(ĉ†iσ)d|b-RVB⟩ = c†iσ|b-RVB⟩, (32)

(ĉ†iσ)d|非单占据态⟩ = 0; (33)

(ĉjσ)h|b-RVB⟩ = cjσ|b-RVB⟩, (34)

(ĉjσ)h|非单占据态⟩ = 0. (35)
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(ĉ†iσ)d与 (ĉjσ)h反 对 易: {(ĉ†iσ)d, (ĉjσ)h} =

{(ĉ†iσ)d, (ĉjσ)d} = {(ĉ†iσ)h, (ĉjσ)h} = 0. 因此,
电荷子之间的交换产生相应的费米子符号:
(−1)Pd[c]+Ph[c].

(31)式中, 符号结构中最奇异的相位弦符号体
现在电荷涨落引入的相移因子 e i(Ω̂i−Ω̂j)中. 它的
定义为

Ω̂i =
1

2

∑
l ̸=i

θi(l)(n
b
l↑ − nb

l↓ − 1). (36)

其中, θi(l) = arg(zi − zl), 表示从 l格点到 i格点

的矢量的极角. 由于 |b-RVB⟩是半满的波函数,
nb
i↑ − nb

i↓ − 1 = −2nb
i↓. 一个电荷子从 i移动到 i′

时, 相位因子 Ω̂i增加−
∑

l n
b
l↓(θi(l)− θi′(l)). 其中,

每个自旋向下的格点 l贡献 θi′(l)− θi(l), 即电荷子
运动时, 从 l到 i的矢量扫过的角度. 电荷子走过一
个闭合回路时, 位于回路外的自旋向下的格点贡献
相移为0, 位于回路内的自旋向下的格点贡献为2π,
都没有物理效应. 然而, 当一个自旋向下的格点位
于回路上时, 它与电荷子发生交换, 贡献为±π. 因
此, 计算 e i(Ω̂i−Ω̂j) 中的Berry相位就可以得到符
号结构 (16)中的相位弦因子 (−1)Sd↓[c]+Sh↓[c]. 所
以, 基态波函数拟设 (30) 严格满足Hubbard模型
的符号结构.

波函数拟设 (30)可以看作Hubbard模型的一
类变分波函数. 电荷涨落的幅度Dij与RVB配对
的幅度Wij 是变分参数. 由于符号结构中最奇异的
相位已经用 (31)式中的相移因子表达, 上述变分参
数是光滑的函数, 适合做变分计算.

在强耦合区域, 空穴子—双占据态对是虚激
发. 每对中的电荷子都被禁闭在短距离内, 体系
是Mott绝缘体. 电荷涨落的幅值Dij随距离 |i− j|
指数衰减. 长波极限下, eD̂ ∼ 1, |ΨG⟩ ∼ |b-RVB⟩.
因此, 电荷涨落对 |b-RVB⟩中的自旋关联影响很小,
系统仍然有长程反铁磁序.

U/t → 0时, 电荷涨落大量产生, 并在空间中
相互交叠. 空穴子—双占据态对可以分解为单独
的电荷激发: 长程下, 电荷涨落的幅值Dij ∼ gigj ,
空穴子与双占据态成为良好的费米型单粒子激发.
与此同时, b-自旋子形成短程RVB态, 自旋激发产
生能隙. 在远大于RVB配对的尺度上, 相移因子
Ω̂i相互抵消, e iΩ̂i ∼ O(1), 费米型的电荷激发可
以相位相干地传播, 成为巡游电子, 系统成为巡游
的费米液体. 在某些晶格上, 费米面可能发生嵌套

(nesting)而在相互作用下失稳, 所以Dij也可能代

表自旋密度波态 (Spin Density Wave, SDW).

4 电子分数化与演生规范场

在基态波函数拟设 (30)中, 自旋关联由背景
RVB态 |b−RVB⟩决定. 自旋磁矩形成从A子格到
B子格的自旋单态. 然而, 电荷子跃迁时, 必须有
一个自旋子反向跃迁到原格点, 因此, 自旋关联
也受到电荷子运动的影响, 这一效应并未包含在
|b−RVB⟩拟设中. 另一方面, 为了表达相位弦相
位, 拟设 (30)中的相移因子 Ω̂i要求区分背景RVB
中的自旋关联与电荷涨落引起的自旋关联. 因此,
我们引入一种 “回流”(backflow) 自旋子a†iσ. a-自
旋子位于电荷子的格点上, 与电荷子一起跃迁, 它
的自旋量子数与同一格点上的背景 b-自旋子相反,
从而保证该格点上的总自旋为零. 对于 t-J模型,
文献 [9]中证明了如此引入的回流自旋子具有费米
统计. 这样一来, 自旋的RVB配对与回流运动分别
体现在两种自旋子的关联中. 这种电子分数化方案
是Hubbard 模型中奇异的符号结构要求的.

4.1 电子分数化表象

在 (32)—(35)式中, 引入投影电子算符的分解
形式:

(ĉ†iσ)d = P̂ σd†ia
†
iσ e−iΩ̂i(−σ)i, (37)

(ĉiσ)h = P̂ h†
ia

†
i−σ e iΩ̂i(−σ)i. (38)

它们作用在背景RVB态 |b-RVB⟩上. 其中, d†i (h†
i )

为玻色型的双占据态 (空穴子)产生算符, a†iσ为

费米型的自旋子产生算符. a†iσ的自旋总是与该

格点上的 b-自旋子相反, 保证电荷子格点为总自
旋单态 [9]. (37)与 (38)式中引入了投影算符 P̂来

保证 (33)与 (35)式中的粒子数约束, 其精确定义
将在后文中给出. 因子 (−σ)i来源于 |b-RVB⟩中的
Marshall符号.

利用这个分解形式, 波函数拟设 (30)中的相移
因子被抵消, 成为三种粒子的直积态的投影:

|ΨG⟩ = P̂ |Φc⟩ ⊗ |Φa⟩ ⊗ |Φb⟩. (39)

|Φc⟩ 为电荷子的波函数, 描写电荷子成对产生的
过程:

|Φc⟩ = e
∑
ij

Gijh
†
id

†
j

|0⟩. (40)
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相应地, 回流自旋子aiσ也成对产生:

|Φa⟩ = e
∑
ijσ

gija
†
iσa

†
j−σ

|0⟩. (41)

其中, Dij = Gijgij . 背景自旋子形成玻色RVB态,
即 (28)式中的 |Φb⟩.

投影算符定义为 P̂ = P̂BP̂s. 其中, P̂s保证背

景RVB态的单占据约束:
∑

σ n
b
iσ = 1; P̂B 保证每

个电荷子格点上的a-自旋子与 b-自旋子的自旋总
是相互抵消:

na
iσ = nc

in
b
i−σ, (42)

其中, na
iσ = a†iσaiσ, nc

i = nh
i + nd

i 为电荷子总数.
原来的波函数拟设 (30)中出现的奇异的相因

子在新的电子分数化表象中被吸收到了回流自旋

子aiσ的定义中. 波函数拟设成为三个子体系, 即
电荷子, 回流自旋子aiσ与背景自旋子 biσ态的直

积, 每一个子体系都更容易理解. 波函数拟设中包
含三组参数: Gij , gij与Wij , 可以用变分计算或平
均场近似得到.

4.2 符号结构与演生规范场

本小节中, 我们将从辅助费米子表象出发导出
第 4.1 节中的电子分数化表象. 由此, 我们可以证
明, 尽管波函数中没有显式出现奇异相因子 e iΩ̂i ,
相位弦效应仍然会影响每个子体系的动力学, 以演
生规范势的形式出现在子体系有效哈密顿量中.

在辅助费米子表象中, 相位弦效应可以追溯到
Hubbard模型 (11)中E↓

ij 项前面的负号. 类似 t-J
模型中的做法 [8], 进行如下的幺正变换:

Ô 7→ e iΘ̂Ô e−iΘ̂, Θ̂ ≡
i̸=l∑
i,l

(nh
i −nd

i )θi(l)n
b
l↓. (43)

变换后的哈密顿量为

e iΘ̂Ht e−iΘ̂ =H0
t +H1

t ,

e iΘ̂HU e−iΘ̂ =U
∑
i

d†idi.
(44)

H0
t 项的定义是

H0
t = −t

∑
⟨ij⟩

(
∆̂s

ij

)†
∆̂c

ij + H.c. (45)

它包含了 b-自旋子与电荷子对的产生与消灭过程.
其中,

∆̂s
ij ≡

∑
σ

e−iσAc
ijbiσbj−σ, (46)

∆̂c
ij ≡ e−i(As

ij−ϕ0
ij)hidj + e i(As

ij−ϕ0
ij)hjdi. (47)

三个键变量Ac
ij , As

ij与ϕ0
ij分别定义为

Ac
ij =

1

2

∑
l ̸=i,j

(θi(l)− θj(l))(n
h
l − n

d
l ), (48)

As
ij =

1

2

∑
l ̸=i,j

(θi(l)− θj(l))(n
b
l↑ − nb

l↓), (49)

ϕ0
ij =

1

2

∑
l ̸=ij

(θi(l)− θj(l)). (50)

(45)与 (66)式中的电荷子算符已经利用 Jordan-
Wigner变换玻色化:

hi e−i
∑

l ̸=i θl(i)n
h
l 7→ hi,

e i
∑

l̸=i θl(i)n
h
l h†

i 7→ h†
i ; (51)

di e i
∑

l̸=i θl(i)n
d
l 7→ di,

e−i
∑

l ̸=i θl(i)n
d
l d†i 7→ d†i . (52)

新定义的电荷子算符满足如下的对易关系 (i ̸= j):

[hi, hj ] = [h†
i , h

†
j ] = [hi, h

†
j ] = 0, (53)

[di, dj ] = [d†i , d
†
j ] = [di, d

†
j ] = 0, (54)

{hi,dj} = {hi, d
†
j} = {h†

i , dj}

= {h†
i , d

†
j} = 0. (55)

H1
t 项包含电荷子的跃迁过程:

H1
t = − t

∑
⟨ij⟩

∑
σ

b†iσbjσ e iσAc
ij

×
(
h†
jhi e i(As

ji−ϕ0
ji) + d†jdi e−i(As

ji−ϕ0
ji)
)

+ H.c. (56)

在大U/t区域, 积掉H0
t 项中的电荷涨落过程可以

得到 b-自旋子的反铁磁交换作用, 描写体系的反铁
磁关联; H1

t 项描写电荷子的跃迁过程, 它倾向于形
成巡游电子态. 大U/t极限下, H0

t 表示的反铁磁交

换作用与H1
t 表示的电荷巡游性之间的竞争是研究

t-J模型的主要困难. 当U/t减小时, 即使在半满情
况下, 由于电荷涨落, 二者的竞争也愈加重要. 因
此, 类似在 t-J模型中采用的方法 [9], 在扩大的态
空间中引入a-自旋子算符:

a†iσ e−iσ
∑

l̸=i θi(l)n
a
lσ ↔ bi−σ(n

h
i + n

d
i ). (57)

同时, 电荷子算符被映射为

hi 7→hi e−i
∑

l̸=i θi(l)n
d
l

∑
σ σna

iσ , (58)

di 7→di e i
∑

l̸=i θi(l)n
h
l

∑
σ σna

iσ . (59)

这样一来, (55)式中的反对易关系变成了对易关系,
电荷子算符被完全玻色化了. 另一方面, a-自旋子
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的产生算符a†iσ是费米算符, 其作用等价于在电荷
子格点上消灭一个自旋为−σ的 b-自旋子. 在扩大
的态空间中, 每个格点上都有一个 b-自旋子, 在原
来的态空间中消灭一个 b-自旋子等价于在新的态
空间中同一格点上产生一个自旋相反的a-自旋子,
使得总自旋

Si = Sb
i + Sa

i = 0. (60)

其中, a-自旋子携带的自旋Sa
i = −nc

iS
b
i . b-自旋

算符为

Sz
b =

1

2

∑
i,σ

σb†iσbiσ, (61)

S+
b =

∑
i

(−1)ib†i↑bi↓ e i
∑

l̸=i θi(l)(n
h
l −nd

l )

= (S−
b )†. (62)

a-自旋算符为

Sz
a =

1

2

∑
i,σ

σa†iσaiσ, (63)

S+
a =

∑
i

(−1)ia†i↑ai↓ = (S−
a )†. (64)

投影电子算符 ĉiσ作用在背景 |b-RVB⟩上可以产生
或消灭电荷子与a-自旋子, 它是 (37)与 (38)式的
组合:

ĉiσ = P̂ (h†
ia

†
i−σ + σdiaiσ) e iΩ̂i(−σ)i. (65)

在粒子数约束 (42)下, 跃迁项H1
t 可以用a-自

旋子与电荷子的跃迁项表达:

H1
t = − t

∑
⟨ij⟩

∑
σ

a†iσajσ

(
h†
ihj e i(As

ij−ϕ0
ij)

+ d†idj e−i(As
ij−ϕ0

ij)
)
+ H.c. (66)

其中, b-自旋子的跃迁已经用 a-自旋子的回流过
程代替. (45)与 (66)式中的H0,1

t 两项以及 (12)式
中的HU项构成了扩大的态空间中Hubbard模型
的严格表示, 可以用来研究波函数拟设 (39)在半
满或任意掺杂浓度下任意耦合强度U/t下的性

质. Hubbard模型内禀的符号结构在这个表象下以
(48)—(50) 式中定义的键变量出现在哈密顿量中.

4.3 演生规范场的直观理解

我们为Hubbard模型的符号结构与电子分数
化表象中的演生规范场As,c

ij 与ϕ0
ij的关系提供一

个直观的理解. 符号结构中的 (−1)Sd(h)↓[c] 代表

电荷子与下自旋交换的次数. 它可以看作绑定在

下自旋格点上由电荷子感受到的−2π磁通产生的

Aharonov-Bohm (AB)相位. 这一磁通绑定效应
体现为在 b-RVB态上产生电荷子造成的整体相移
e iΩ̂i . 令每个格点占据一个 b-自旋子, 上述绑定的
磁通可以分为两部分: 每个格点上绑定的−π的静

磁通与每个自旋为σ的格点上绑定的σπ 磁通, 相
应的规范势分别记作ϕ0

ij与As
ij . 在任意空间回路C

包围的面积Ω上, ϕ0
ij与As

ij满足如下的拓扑约束:∑
⟨ij⟩∈C

ϕ0
ij = π

∑
l∈Ω

1 mod 2π. (67)

∑
⟨ij⟩∈C

As
ij = π

∑
l∈Ω

(nb
l↑ − nb

l↓) mod 2π. (68)

双占据态与空穴子分别携带规范场As
ij的+1与−1

的规范荷. 另一方面, 利用电荷与磁通的对偶关系,
电荷子也绑定±π的磁通, 被 b-自旋子感受到, 这一
磁通的规范势Ac

ij满足∑
⟨ij⟩∈C

Ac
ij = π

∑
l∈Ω

(nh
i − nd

i ) mod 2π. (69)

(67)与 (69)式表明, b-自旋子与电荷子具有交互半
子统计 [8], 这种统计相互作用可以用交互Chern-
Simons规范理论来刻画 [23−25].

(65)式中的 (投影)电子算符的形式也可以直
观地理解. 电子算符在 b-自旋子的RVB背景上作
用会产生或湮没一个格点上的电荷子与a-自旋子.
由于电荷子上绑定±π磁通, 插入电荷子会使背景
的 b-自旋子的角动量增减 1/2, 这与分数量子Hall
效应中插入磁通产生准空穴的效应类似 [26]. 因
此, 电子算符的形式是电荷子算符, a-自旋子算符
与相移因子 e iΩ̂i的乘积. 相移因子 e iΩ̂i(36)将每
个自旋σ 的 b-自旋子的角动量改变σ/2, 从而改变
了多体波函数的相对相位. 另外, 它也保证了电
子算符 ĉiσ在如下规范变换下不变: hi 7→ hi e−iθi ,
di 7→ di e iθi , As

ij 7→ As
ij − θi+ θj , Ω̂i 7→ Ω̂i− θi. 因

此, ĉiσ不携带演生规范场As
µ规范荷.

电子算符 (9)在如下的规范变换下也保持不
变: hi 7→ hi e iθi , di 7→ di e iθi , aiσ 7→ aiσ e−iθi . 这
一规范不变性来源于每个格点上的粒子数约束:∑

α nh
iα =

∑
σ n

a
iσ. 这表明, 低能下, 电荷子与a-自

旋子会耦合到另一个演生的U(1)规范场. 然而,
H0

t 中电荷子成对产生的过程破坏了连续的U(1)规
范不变性, 代之以Z2的规范不变性, 规范涨落打开
能隙. 因此, 我们期待平均场态在粒子数约束的规
范涨落下是稳定的.
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4.4 交互Chern-Simons规范理论

在H0
t 中, 引入 b-自旋子的短程RVB序参量

∆s =
⟨
∆̂s

ij

⟩
与电荷子的配对序参量∆c =

⟨
∆̂c

ij

⟩
,

得到 b- 自旋子的平均场哈密顿量:

Hb = −Js
∑
⟨ij⟩,σ

e iσAc
ijb†iσb

†
j−σ+H.c.−µb

∑
i,σ

b†iσbiσ.

(70)
其中, Js ≡ t∆c, µb是 b-自旋子的化学势. b-自旋子
的有效哈密顿 (70)在Ac

ij的规范变换下保持不变:
b†iσ 7→ b†iσ e iσθi , Ac

ij 7→ Ac
ij − θi + θj .

在H1
t 中, 引入平均场参数χc =

⟨
χ̂c
ij

⟩
与

χa =
⟨
χ̂a
ij

⟩
, 它们分别描写电荷子与a-自旋子的跃

迁过程, 得到H1
t 的平均场分解. 考虑到H0

t 分解得

到的电荷子配对项以及HU = 1
2U

∑
i(h

†
ihi+d†idj),

电荷子与a-自旋子的有效哈密顿量为

Hc =− tc
∑
⟨ij⟩

( e i(As
ij−ϕ0

ij)h†
ihj

+ e−i(As
ij−ϕ0

ij)d†idj) + H.c.

− Jc
∑
⟨ij⟩

( e i(As
ij−ϕ0

ij)h†
id

†
j

+ e i(As
ji−ϕ0

ji)h†
jd

†
i ) + H.c.

+ (U/2− µc)
∑
i

(h†
ihi + d†idi), (71)

Ha =− ta
∑
⟨ij⟩,σ

a†iσajσ − µa

∑
i,σ

a†iσaiσ. (72)

其中, tc,a ≡ tχa,c, Jc ≡ t∆s, µc,a为电荷子与a-自
旋子的化学势.

b-自旋子的低能有效理论可以从有效哈密顿
量 (70)导出. 利用玻色子的相干态路径积分, 得到
b-自旋子的格点拉氏量 (Lagrangian):

Lb =
∑
i,σ

b†iσ∂τbiσ − t
∑
⟨ij⟩,σ

∆c
ij e iσAc

ijb†iσb
†
j−σ + H.c.

−
∑
i

µb(i)
(∑

σ

b†iσbiσ − 1
)

− i
∑
i

Ac
0(i)

(∑
σ

σb†iσbiσ − 1

π
ϵαβ∆αA

s
β(i)

)
.

(73)

其中, ϵαβ∆αA
s
β(i)是As

ij在 i 格点周围的 (离散形
式的)旋度. 拉氏乘子µb(i)与Ac

0(i)分别保证 b-自
旋子的单占据约束以及 (68)式中关于As

ij的拓扑

约束, 后者包含在后文中讨论的Ac
ij与As

ij的交

互Chern-Simons拓扑项中 [23−25]. 只考虑 µb(i)与

∆c
ij中的低能相位涨落, µb(i) = µb + i(−1)iA0(i),

∆c
ij = ∆c e iAij (i ∈ A, j ∈ B), 得到

Lb =
∑
i,σ

b†iσ(∂τ−i(−1)iA0(i)−iσAc
0(i)−µb)biσ

− Js
∑
⟨ij⟩,σ

b†iσ e i(Aij+σAc
ij)b†j−σ + H.c. (74)

其中, Js ≡ t∆c. 由于µb是玻色场的化学势, 一般
有µb 6 0.

有效拉氏量 (74)具有如下的规范不变性:

b†iσ 7→ b†iσ e iθi ,

b†jσ 7→ b†jσ e−iθj ,

Aij 7→ Aij − θi + θj ,

A0(i) 7→ A0(i)− ∂τθi. (75)

其中, i ∈ A, j ∈ B. 这表明Aij是演生的U(1)规
范场, 与 b-自旋子场耦合. 由于如下类似的规范不
变性:

b†iσ 7→ b†iσe
iσθi ,

Ac
ij 7→ Ac

ij − θi + θj ,

Ac
0(i) 7→ Ac

0(i)− ∂τθi. (76)

Ac
ij也是演生的U(1)规范场, 并与 b-自旋子场耦合.
我们接下来导出 b-自旋子的连续场论拉氏

量. 在A, B两套子格上分别定义连续场χA/B,σ(r),
biσ = χAσ(r) (i ∈ A), biσ = χ∗

B−σ(r) (i ∈ B), 再将
其分解为两个分量: χA/B,σ(r) = zσ(r)±Zσ(r). 在
连续性极限下,

Lb ≃
∑
σ

∫ d2r

V

[
(z∗σ + Z∗

σ)(∂τ − iA0 − iσAc
0 − µb)

(zσ + Zσ) + (zσ − Zσ)(∂τ + iA0 + iσAc
0 − µb)

(z∗σ − Z∗
σ)− Js(z

∗
σ + Z∗

σ)
∑
as

(
1− ias ·A

− iσas ·Ac − 1

2
(⃗as ·A+ σa⃗s · A⃗c)2

)
×
(
1 + as · ∂ +

1

2
(as · ∂)2

)
(zσ − Zσ) + H.c.

]
=2

∑
σ

∫ d2r

V

[
z∗σ(∂τ − iA0 − iσAc

0)Zσ + Z∗
σ(∂τ

− iA0 − iσAc
0)zσ − µb(z

∗
σzσ + Z∗

σZσ)

− Jsz
∗
σ

(
g + Ṽ (∂ − iA− iσAc)2

)
zσ

+ JsZ
∗
σ

(
g + Ṽ (∂ − iA− iσAc)2

)
Zσ

]
. (77)

其中, V 为包含两个格点 (扩大的原胞)的面积, as

为 i格点到其最近邻格点的向量. g是格子的配
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位数, 即每个格点有几个最近邻格点, Ṽ 定义为

(⃗as · ∂⃗)2/2 = Ṽ∇2. Zσ总是有能隙, 可以积掉, 得
到

Lb= 2
∑
σ

∫ d2r

V

[ 1

−µb+gJs

∣∣(∂τ − iA0−iσAc
0)zσ

∣∣2
+ JsṼ

∣∣(∂ − iA− iσAc
0

)
zσ

∣∣2
+ (−µb − gJs)|zσ|2

]
. (78)

对时空长度取合适的重新标度, b-自旋子的低能拉
氏量为

Lb ∝
∑
σ

|(∂µ − iAµ − iσAc
µ)zσ|2 +m2

b
∑
σ

|zσ|2.

(79)
其中, µ = x, y, t. 质量平方m2

b的正负决定了 b-自
旋子在基态是否凝聚. 用文献 [23]中的方法, 可
以证明有效拉氏量 (79)在SU(2)自旋旋转下的不
变性.

用类似的方法可以导出电荷子的低能有效

拉氏量. 引入连续场h = ϕ+ 与 d = ϕ∗
−, 以及

ϕ± = ϕ ± Φ, 积掉有能隙的Φ分量, 可以得到电荷
子的低能拉氏量:

Lc ∝ |(∂µ − iAs
µ)ϕ|2 +m2

c |ϕ|2. (80)

质量平方项m2
c的符号决定了电荷子在基态是否

凝聚.
a-自旋子的有效哈密顿量 (72)表明, a-自旋子

通常会形成费米面. 它的有效拉氏量为

La ∝
∑
σ

a†σ∂τaσ +
1

2ma
|∂iaσ|2 − µaa

†
σaσ. (81)

我们将在第 5.3 节中讨论a-自旋子形成配对的可
能性及其影响.

b-自旋子与电荷子之间的交互磁通绑定效体现
在交互Chern-Simons项中 [23−25]

LMCS =
i

π
ϵµνλA

c
µ∂νA

s
λ. (82)

其中, ϵµνλ是三阶全反对称张量. 在拉氏量 (79)
与 (82)中, 对Ac

µ取泛函微分, 得到 ϵµνλ∂νA
s
λ =

π
∑

σ σJ
s
σµ. 其中, J s

σµ是 b-自旋子的流密度. 这
表明 b-自旋子总是与As

µ 的±π磁通一起运动, 代
表磁通绑定效应. 用类似的方法, 对As

µ取泛函

微分, 可以证明电荷子绑定±π的Ac
µ磁通. 交互

Chern-Simons项也用于研究其他的强关联电子体
系, 如Z2规范理论

[27], Z2 自旋液体
[28]以及拓扑

自旋Hall态 [29,30]等.

5 半满Hubbard模型的整体相图

第 3.2 与 4节中引入的Hubbard模型的基态
波函数拟设与电子分数化表象可以正确描述弱耦

合区域的巡游电子态以及强耦合区域的长程反铁

磁态. 本节中, 我们将用有效场论来刻画Hubbard
模型的整体相图以及每个相的低能激发.

5.1 巡游电子态

根据分数化表象下的电子算符形式 (65), 电子
的格林函数中包含相移因子的关联: G(i, j; t) ≡
⟨ĉiσ(t)ĉ†jσ(0)⟩ ∝ ⟨ e iΩ̂i(t) e−iΩ̂j(0)⟩. 相移因子的关
联函数的长程渐近行为取决于 b-自旋子的长程关
联, ns(r) = (−1)r⟨: (nb

r↑ − nb
r↓) :: (nb

0↑ − nb
0↓) :⟩.

对于相移因子的等时关联, 我们解析得到如下结
果 [31]:

− ln⟨ e iΩ̂i e−iΩ̂j ⟩

∝



|i− j|2−α, ns(r) ∼ r−α, α < 2;

ln |i− j|, α = 2;

常数, α > 2

or ns(r) ∼ e−r/ξ.

(83)

因此, 如果 b-自旋子形成玻色凝聚, α ≃ 1, 则电
子的关联函数指数衰减, 这是由于无能隙的自旋
子激发引起了 e iΩ̂i中强烈的相位涨落, 导致电子
的长程传播因不同路径的相消干涉受到抑制. 反
之, 如果 b-自旋子有能隙, 它的关联函数指数衰减,
ns(r) ∼ e−r/ξ, 那么相移因子就有长程的相位关
联: ZΩ ≡ lim|i−j|→∞⟨ e iΩ̂i e−iΩ̂j ⟩ > 0. 这反映了
Hubbard模型中电荷与自旋自由度的对偶性质.

在弱耦合极限下, 空穴子—双占据态没有能
隙. 因此, 电荷子玻色凝聚, 电荷子的传播子在长
程下正比于超流密度: ⟨h†

iαhjα⟩ ≃ Zh, |i− j| → ∞.
另一方面, b-自旋子的长程RVB配对被打断, b-自
旋子产生能隙, 由于电荷子激发导致的Ac

µ磁通的

涨落而被禁闭. 因此, 根据 (83)式, ZΩ > 0.
在单电子格林函数的RPA近似下, 哈密顿量

中的H1
t 项可以使电荷子与a-自旋子形成束缚态,

成为巡游电子态中的准粒子. 首先, 根据 (65)式,
电子传播子为
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G(i, j; t)

= ⟨ĉiσ(t)ĉ†jσ(0)⟩ ∝ ⟨(h†
ia

†
i−σ e iΩ̂i(t)

× e−iΩ̂jaj−σhj(0)⟩

+ ⟨diaiσ e iΩ̂i(t) e−iΩ̂ja†j−σd
†
j(0)⟩. (84)

将电荷子传播子与相移因子关联的长程渐近形式

代入, 得到

G0(i, j; t)

≃ ⟨ e iΩ̂i(j)(t) e−iΩ̂j(i)(0)⟩
(
⟨h†

ihj⟩⟨a†i−σ(t)aj−σ(0)

× e−i[θi(j)nb
j↓−θj(i)n

b
i↓]⟩+ ⟨did†j⟩⟨aiσ(t)a

†
jσ(0)

e−i[θi(j)nb
j↓−θj(i)n

b
i↓]⟩

)
≃ZhZΩ(⟨a†i−σ(t)aj−σ(0)⟩−⟨aiσ(t)a†jσ(0)⟩), (85)

其中, Ω̂i(j) ≡
∑

l ̸=i,j θi(l)(
∑

σ σn
b
lσ − 1). 因此, 电

子传播子的首阶为

G0
k(ω) ≃

ZhZΩ

ω − ξa
k

. (86)

在方格子上, ξa
k ≡ −2ta(cos kx + cos ky) − µa是a-

自旋子的能谱. 下面考虑跃迁项H1
t 的影响. 如

图 4所示, H1
t 对电子传播子的RPA修正为

Gcoh.
k (ω) ≃ G0

k(ω)

1−G0
k(ω)ϵk

=
Z

ω − ξak − ZhZΩϵk
, (87)

其中, ϵk = −2t(cos kx + cos ky)是H1
t 项引入的相

互作用顶角. Z ≡ ZhZΩ 是准粒子权重. 这表明,
可以有两种不同的方式破坏准粒子的相干性: 电
荷子产生能隙, 从而Zh → 0, 或者 b-自旋子凝聚,
从而相移因子的关联ZΩ → 0. 这两种机理都使巡
游电子态发生Mott转变, 成为Mott绝缘体. 在巡
游电子相中, b-自旋子的禁闭表明体系没有拓扑序,
满足Luttinger定理 [32]. 因此, 在弱耦合极限下, 体
系成为通常的费米液体态.

= +

图 4 H1
t 对电子传播子的 RPA 修正. 单线, 双线, 虚线

以及波浪线分别代表 a-自旋子, 电子与电荷子的传播子以
及相移因子的关联函数

Fig. 4. RPA correction to the electron propagator in-
troduced by H1

t term. The solid lines, double lines
and wavy lines represent the a-spinon propagators, the
electron propagators and the correlation function of
the phase factor, respectively.

5.2 长程反铁磁序

在强耦合区域, U项升高了电荷子的化

学势, 电荷子产生能隙. 当 b-自旋子凝聚时,
低能拉氏量 (79) 中的 zσ场获得非零的真空

期望值, z̄σ, 可以参数化: z ≡ (z̄↑, z̄↓) =

z̄ e iΘ(cos(α/2) e iθ/2, sin(α/2) e−iθ/2). zσ场与反铁

磁序参量 n⃗ = S⃗A − S⃗B的关系为: n⃗ ≃ z†(r)σ⃗z(r).
模值 z̄的涨落有能隙, 而相角α, Θ 与 θ的涨落没有

能隙,是玻色凝聚体中潜在的 (would-be)Goldstone
模式. 由于 zσ场与规范场耦合, 通过Higgs机制,
Θ与 θ模式分别被两个规范场Aµ和Ac

µ吸收为有

能隙的纵向分量, 只有α模式成为真正的无能隙

的Goldstone模式. 由于电荷子有能隙, 在交互
Chern-Simons项中积掉Ac

µ场, 得到As
µ的Maxwell

项. b-自旋子与As
µ之间的磁通绑定效应导致

ϵµνλ∂νA
s
λ ∼ ∂µθ. 换句话说, As

µ的Maxwell形式
的涨落等价于 θ模式的无能隙涨落. 因此, 强耦合
区域中有两支无能隙的Goldstone模式, α 与 As

µ,
与长程反铁磁序的低能激发一致.

5.3 弱Mott绝缘区域

我们接下来考虑中等耦合区域, 尤其是Mott
转变点附近可能的量子相图. 第一种可能性是直
接从巡游电子态到长程反铁磁序的量子相变, 如
图 5 (a)所示. 当U/t增加到量子临界点时, 电荷子
打开能隙, b-自旋子的能隙关闭. 由于二者的交互
统计, 这两个过程可以在解禁闭的量子临界点同时
发生 [33,34], 这可以是连续相变. Herbut等指出六
角晶格上的Hubbard模型的半金属–反铁磁转变由
Gross-Neveu模型描写 [35−37], 其中, 长程的反铁磁
涨落与Dirac电子的耦合导致电子打开能隙并形成
反铁磁序. 在我们提出的交互Chern-Simons理论
与解禁闭的临界点图像中, 反铁磁相的局域自旋磁
矩由电子分数化得到的 b-自旋子描写, 这与上述弱
耦合图像有很大区别 [38−40].

另一种可能性是解禁闭的临界点扩展为一

个有限的区域, 形成一个稳定的量子相. 在这个
相中, b-自旋子与电荷子都解禁闭并形成玻色凝
聚, 如图 5 (b)所示. b自旋算符 (64)中的相位因子
e iΦc

i ≡ e i
∑

l̸=i θi(l)(n
d
l −nh

l )的关联函数的渐近形式

与 (83) 式中的结果相似, 只是电荷子与自旋子的位
置对调. 因此, 电荷子的凝聚体破坏了自旋的长程
相位相干性, 体系没有长程反铁磁序. 从有效场论
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来看, 电荷子的凝聚体通过Higgs机理使As
µ产生

能隙, 因此, 体系中只留下一支无能隙的自旋激发
模式α, 它代表局域的自旋涨落.

Eb Ec

(a) (b)

Eb Ec

U⊳t U⊳t

图 5 由交互Chern-Simons理论得到的整体量子相图.
Eb与Ec分别表示 b- 自旋子与电荷子的能隙. (a) 巡游
电子态与长程反铁磁序之间可以通过解禁闭的量子临界

点发生连续相变; (b) 量子临界点扩展为有限的区域, 在
这个相中, 两种粒子都发生玻色凝聚, 体系具有无能隙的
自旋涨落

Fig. 5. The global quantum phase diagram from the
mutual Chern-Simons theory. Eb and Ec stand for the
energy gaps of b-spinons and chargons, respectively.
(a) A continuous phase transition between the itin-
erant electron state and the long range antiferromag-
netic order via a deconfined quantum critical point;
(b) The critical point extends to a finite region, in
which both particle species are Bose condensed and
there are gapless spin fluctuations.

除了电荷子与 b-自旋子的低能激发外, a-自旋
子的费米面会贡献有限的低能态密度, 影响低能的
磁化率χ, 比热CV 与热导率κ等热力学性质. 在低
温下, χ, CV /T , κ/T趋于常数. 因此, 这个自旋液
体态可以定性地解释有机材料κ-Et2Cu2(CN)3与
EtMe3Sb[Pd(dmit)2]2中的反常实验现象 [41−45].

由于a-自旋子与 b-自旋子的耦合, b-自旋子的
RVB配对也可能造成a-自旋子的配对. 如果a-自
旋子配对导致它的费米面打开能隙, 则上述自旋液
体态在低温下会发生相变, 成为有能隙的Z2自旋

液体, 其中, Z2是指第4.3节中提到的Z2的规范涨

落. 这个相变可能与κ-Et2Cu2(CN)3材料中 5K左
右打开能隙的现象有关 [45−49].

6 结论与讨论

本文首先回顾了文献 [12]中给出的Hubbard
模型的相位弦理论. 这一理论的出发点是Hubbard
模型的严格的符号结构. 在Mott绝缘体中, 电子间
的局域排斥作用完全抑制电荷涨落后, 电子置换带
来的费米子符号问题被完全消除. 然而, 相互作用
减弱时, 电荷运动会引起配分函数与关联函数中的

量子相位干涉. 这体现了自旋与电荷自由度之间
的量子阻挫, 其精确涵义可以用哈密顿量的符号结
构来表述. 利用严格的幺正变换, 我们将其表达为
自旋子与电荷子之间的交互统计, 即二者各自绑定
演生的规范磁通, 被另一种粒子感受到. 我们据此
构造了一种恰当的电子分数化表象及相应的基态

波函数拟设, 可以刻画Hubbard模型的整体相图,
包括强耦合情形的长程反铁磁序相, 弱耦合情形的
费米液体相以及Mott转变附近可能存在的自旋液
体相.

从理论角度看, Mott绝缘体中的相位弦效应
与电子分数化表象体现了关联电子体系在相互

作用下的演生 (emergence)现象. 在较强的局域
Coulomb相互作用下, 费米液体理论中微扰的电子
准粒子不再能描述电子体系的低能激发, 而电子分
数化的表象成为合适的理论出发点. 电子的费米统
计在低能有效理论中让位于分数化的自旋子与电

荷子之间的交互统计. 本文表明, Hubbard模型在
低能下的电子分数化与交互统计的性质完全取决

于哈密顿量的符号结构. 因此, 我们也可以尝试将
符号结构的观点推广到其他相互作用的电子模型

中, 考察这些体系中是否有演生的粒子统计性质,
以此研究其基态与低能激发态的物理性质.
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Abstract
The fermion sign plays a dominant role in Fermi liquid theory. However, in Mott insulators, the strong Coulomb

interaction suppresses the charge fluctuations and eliminates the fermion signs due to electron permutation. In this
article, we first review the phase string theory of the Hubbard model for a bipartite lattice, which unifies the Fermi liquid
at weak coupling and the antiferromagnetic Mott insulator at strong coupling. We first derive the exact sign structure of
the Hubbard model for an arbitrary Coulomb interaction U . In small U limit, the conventional fermion sign is restored,
while at large U limit, it leads to the phase string sign structure of the t-J model. For half filling, we construct an electron
fractionalization representation, in which chargons and spinons are coupled to each other via emergent mutual Chern-
Simons gauge fields. The corresponding ground state ansatz and low energy effective theory capture the ground state
phase diagram of the Hubbard model qualitatively. For weak coupling regime, the Fermi liquid quasiparticle is formed
by the bound state of a chargon and a spinon, and the long range phase coherence is determined by the background spin
correlation. The Mott transition can be realized either by forming the chargon gap or by condensing the background
spinons.
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