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炉膛三维温度场重建中Tikhonov正则化和
截断奇异值分解算法比较∗

谢正超 王飞† 严建华 岑可法

(浙江大学热能工程研究所, 能源清洁利用国家重点实验室, 杭州 310027)

( 2015年 7月 16日收到; 2015年 8月 27日收到修改稿 )

在煤粉锅炉诊断中火焰辐射能图像扮演着越来越重要的角色, 通过电荷耦合器件 (CCD)获得的辐射能
图像可以重建出炉内火焰三维温度场, CCD 用于获取视场角内的辐射能图像. 温度场重建的矩阵方程是一个
严重病态的方程, 本文使用两种算法 (Tikhonov正则化算法和截断奇异值分解 (TSVD)算法)来重建温度场.
应用广义交叉检验算法来选取正确的正则化参数. 数值模拟的环境为一个 10 m × 10 m × 10 m的三维炉膛,
系统被划分为 10 × 10 × 10的 1000个网格, 每个网格单元都是边长为 1 m的立方体. 在正问题求解所得到的
CCD接受信号基础上加上不同随机误差以模拟测量时的CCD接受信号. 研究两种算法重建后的温度重建误
差、两者的重建时间, 以及最高温度的重建效果. 初步的研究结果显示, 一般情况下基于Tikhonov算法重建
的温度场比基于TSVD算法重建的温度场误差要小, 计算所需时间短, 最高温度重建更准确.

关键词: 温度场重建, Tikhonov正则化算法, 截断奇异值分解算法, 随机性
PACS: 02.30.Zz, 42.30.Wb, 02.70.Tt, 42.30.Va DOI: 10.7498/aps.64.240201

1 引 言

锅炉和炉膛内的燃烧要求在炉膛内建立并保

持稳定、均匀的火焰, 燃烧调整不好或者燃烧不稳
定都会导致锅炉和炉窑热效率下降, 产生更多的污
染物、噪声、甚至结渣, 在极端情况下可能引起锅炉
炉膛灭火, 甚至诱发炉膛爆炸事故. 由于锅炉内的
火焰具有大尺寸、强脉动等特点, 传统测温方式中
的高温计、热电偶、甚至基于激光的光学法都很难

实现炉内三维温度场的重建 [1]. 近年来, 基于辐射
图像处理的炉膛温度场重建得到了广泛的重视和

发展, 较成功地解决了炉内温度场的测量 [2,3]. 国
际上Yan团队 [4,5]使用火焰图像获得了燃煤火焰

的温度场和炉内多种参数, 并且与实验测量进行了
验证. 在利用电荷耦合器件 (CCD)所拍摄的图像
进行温度场重建时需要求解一个病态方程组. 文

献 [6, 7]在三维温度场重建中采用了改进的最小二
乘LSMR (least squares minimum residue)来求解
病态重建方程. 周怀春 [8]等在二维温度场采用过

线性规划求解方法, 在三维温度场则使用修正的
Tikhonov正则化方法 [9,10], 近年来采用基于牛顿
迭代法的Tikhonov正则化方法不仅获得了火焰温
度场, 还得到了火焰中多种辐射特性参数 [11]. 刘冬
等则分别使用截断奇异值分解 (TSVD) [12]和最小

二乘QR分解 (LSQR) [13]方法重建炉内温度场.
在三维炉膛温度场可视化中, Tikhonov正则

化方法和TSVD都可以很好地重现出炉内温度场,
是很有潜力的重建算法. Tikhonov正则化方法由
Phillips [14]和Tikhonov [15]独立发展. 对于离散不
适定问题, 它把求解方程改为求解某种表达式的最
小值. Tikhonov正则化方法是一种较早期求解病
态方程的经典方法. Tang等 [16]研究了Tikhonov
正则化方法在线性双曲系统的求解状况, Rajan和
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Reddy研究了小松弛参数下不同Tikhonov正则化
方法对求解方程的影响 [17], 对Tikhonov正则化进
行各种优化处理仍然是目前研究不适定问题的热

点方法. TSVD 是在奇异值分解 (SVD)的基础上
把容易造成不稳定的较小的奇异值直接截取, 使原
来的不适定问题转化为一个适定问题来求解 [18].
Shea等 [19]利用TSVD算法在微波散射中重建出
乳腺图像, Wu等 [20]研究一种新的确定TSVD中
正则化参数的方法, 使得TSVD计算结果更加准
确. 但是目前并没有深入比较这两种算法优劣的文
献, 尤其在锅炉检测领域内讨论这两种算法可视化
效率的资料更是匮乏.

2 温度场辐射能成像计算方法

炉膛三维温度场重建原理文献 [9, 21]中已有
提到. 其原理的核心内容为利用CCD接受到来自
炉膛内的高温辐射, 利用CCD成像通过一定算法
算出炉膛三维温度场. 本文的具体思路是先假设一
简化后的炉膛模型, 并根据文献 [22]假设炉膛温度
场. 在炉膛内不同位置安装多个CCD以接受炉内
不同方向的辐射信号, 根据辐射传递成像的原理得
到辐射强度图像, 进一步得到辐射能图像与炉内温
度四次方的线性方程组, 分别使用Tikhonov正则
化和TSVD 解方程组, 得到两组温度场, 将解出的
温度场与假设温度场比较, 分析比较两种算法在温
度场重建中的效果优劣.

考虑一个带有壁面的炉膛, 将炉膛内部空间划
分为n个网格, 壁面区域划分为m个单元, CCD靶
面成像单元数为 l. 由辐射模型 [5,8]得到CCD摄像
机接收到的辐射强度分布 I与炉内温度分布T 的

关系为:

A1Tg +A2Tw = I (1)

式中, I有 l个元素, 为CCD接收到辐射强度分布;
Tg 有m个元素, 为炉内空间单元温度的四次方;
Tw有n个元素, 为壁面单元温度的四次方; A1是

炉内空间单元温度的成像系数矩阵; A2是壁面空

间单元温度的成像系数矩阵. 一般地, 炉膛壁面温
度会低于炉内温度, 做四次方后两者差距更大, 为
了简化问题, 这里不考虑壁面温度对成像的贡献,
(1)式可简化为

A1Tg = I. (2)

对于A1, 文献 [2]中给出了使用Monte Carlo算法
求得成像系数矩阵的方法.

3 重建算法原理

上述方程组 (2)是未知数为炉内空间单元温度
四次方的线性方程组, 然而并不能用反除或是求系
数矩阵的逆来求解, 这是因为方程组中含 0元素特
别多, 造成方程为病态方程, 必须使用一定的数学
处理方法. 由于成像过程中每个像素的视角范围
小, 体元发出的辐射能落到指定像素的视角范围能
量份额也很小. 如果考虑炉内介质具有明显的散射
特性时 (Monte Carlo算法可以模拟炉内颗粒散射),
不在像素方向上的炉内更多单元均可通过散射对

像素辐射能做出贡献. 这种效应会增加空间体元对
单个像素辐射能的贡献, 但是计算结果表明考虑了
这种效应后仍然有众多空间单位对单个像素辐射

能的贡献几乎为 0, 这也是方程组 (2)中含 0元素多
的物理解释 [9].

3.1 Tikhonov正则化方法

设不适定方程 [23]

Ax = b, A ∈ Rm×n,

x ∈ Rn, b ∈ Rm (m > n). (3)

Tikhonov正则化方法是将求解上面的方程变为求
解下面式子的最小二范式

min

∥∥∥∥∥∥
A

λL

x−

 b

λLx

∥∥∥∥∥∥
2

. (4)

λ称作正则化参数, 该参数相对于残差项用来控制
正则化项的权重, 正则化解可以表达为

xL,λ = A#
λ b, (5)

A#
λ = (ATA+ λLTL)−1AT. (6)

如果L = In, 则可以省略下标L, 变为标准
Tikhonov正则化方法.

3.2 TSVD方法

仍然取方程 (3)作为研究对象, 对系数矩阵A

做SVD分解得 [18]:

A = U
∑

V T =
n∑

i=1

σiuiv
T
i , (7)
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式中左奇异向量ui和右奇异向量vi分别为矩阵

U和V 的正交列向量, 奇异值σi满足σ1 > σ2 >
· · · > σn.

(3)式的最小二乘解可以表示为

xn =

n∑
i=1

uib

σi
vi. (8)

如果数据项b含有误差, 式中对应于小奇异值的项,
误差将被放大, 随着 i的增加, 误差被放大的情况越
来越严重, 这样得到的解将是没有意义的. 解决这
种问题的一种思路就是把容易造成不稳定的较小

的奇异值直接去掉, 这就是所谓的TSVD方法. 那
么将得到如下的表达式:

xk =

k∑
i=1

uib

σi
vi (k 6 n), (9)

其中整数k称为截断参数, 又叫正则化参数.

3.3 广义交叉检验准则

在选择正则化参数时主要有三种方法 [24]: 采
用经验公式, 采用L曲线和使用广义交叉检验准则

(generalized cross-validation, GCV). 本文采用最
后一种方法来选取正则化参数. 该方法的原理是:
把数据分成M组集 (M > 1), 除去一个集在M − 1

个集上进行假设, 用剩下的一个集来计算检验误差
度量, 然后重复M次同样过程, 每次都留一个不同
的集作为检验集, 每一次这样的过程都会得到一个
检验误差度量. 这样就可把所有的数据都用作估计
参数和检验. 具体GCV函数为

GCV(α) =
∥(I −A(α)L)∥22
[trace(I −A(α))]

2 , (10)

式中, A(α) = A(ATA + αI)−1AT, trace 表示矩
阵的迹, I为常数项矩阵. 这样便可以取GCV(α)
最小值所对应的α作为正则化参数, 然后利用计算
公式X = (ATA + αI)−1ATL求解参数值. 事实
上用GCV找正则化参数和采用L曲线法是有内在

关系的, GCV方法也是在努力找到测量波动误差
与正则化误差间的平衡点 [25].

4 计算结果与分析

4.1 重建计算的模型

数值模拟的环境为一个 10 m × 10 m × 10 m
的三维炉膛, 系统被划分为 10 × 10 × 10的 1000个
网格, 每个网格单元都是边长为 1 m的立方体, 具
体系统如图 1 .

(1)

(1, 1, 1)

(1, 1, 10)

(10, 10, 1)
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k
j

(2)

(6)

(4)

(3)

(8)

(7)

(5)

j/

i/
i/

k/

k/

j/

图 1 三维炉膛系统示意图

Fig. 1. Three Dimensional furnace system diagram.

CCD的视场角假定为 120◦, 安装位置如图 1 .
炉膛壁温度一般比炉内温度低得较多, 再考虑辐射
与温度的四次方成正比时, 炉膛壁的辐射能力将远
小于炉内体元的辐射能力. 为了简化问题, 假定炉
膛壁为黑的, 对炉内辐射不做贡献. 为了更好地叙
述问题, 对网格重新编序, 用1, 2, · · · , 1000分别对
应着网格坐标编号 (1, 1, 1), (2, 1, 1), · · · , (10, 1,
1), (1, 2, 1), (2, 2, 1), · · · , (10, 10, 1), (1, 1, 2),
· · · , (10, 10, 10). 炉内温度场温度如图 2 [18]. 为了
更形象地表示出炉内温度场, 还给出了典型截面的
温度分布图 (图 3 ).

0 200 400 600 800 1000
1400

1500

1600

1700

1800

1900

/
K

图 2 在体积元中假定的温度分布

Fig. 2. Exact temperature distribution in the volume
element.

温度场的重建误差采用各体积元温度均方差

相对于最大温度的比值来衡量:

Rrecon =

√√√√ 1

N

N∑
i=1

(T recon
i − T exact

i )2

max(T exact)
. (11)
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为了研究测量误差对重建结果的影响, 在所得火焰
温度图像上加上均值为 0、均方差为σ的正态分布

随机误差, 为

Emeasured,j = (µ+ σξ)Ej + Ej , (12)

2
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2
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/
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j

/
K
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/
K

j

i
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2
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2
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8
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2

4

6

8

10

(a)

(b)

(c)

图 3 三维单峰温度场典型断面温度场示意图 (a) i = 5

断面; (b) j = 5断面; (c) k = 5断面

Fig. 3. Exact temperature distribution on the typical
cross sections: (a) The cross section i = 5; (b) the
cross section j = 5; (c) the cross section k = 5.

Emeasured,j是模拟CCD上像素接收到的辐射强度,
Ej是CCD像素上应准确接收到的辐射强度. 均值
µ为 0, ξ是标准正态分布的随机数, 当取值范围为
−2.576 < ξ < 2.576时, 其置信度为99%.

在重建温度温度场计算中, 解出的解 (T 4)可
能为负数, 这是明显不符合实际的. 实际上解不仅
不为负, 而且需要大于炉膛温度最低值. 基于此我
们对解采用一种数据后处理的办法来修正:T bound

i = T solution
i , T solution

i > Tmin,

T bound
i = Tmin, T solution

i < Tmin.
(13)

本文Tmin取为1400 K.

4.2 重建结果与算法比较

温度场重建时分别采用Tikhonov算法和
TSVD算法. 为了更好地比较两种算法在不同
环境下重建的效果, 设置在不同测量误差σ重建

温度. 图 4即为重建计算的结果, 重建误差按照
(11)式计算得到. 从图中可以看出, 两种算法在抗
测量误差方面效果差距不大, 在测量误差为 0.05
和 0.10时, Tikhonov算法重建比TSVD 算法重建
误差分别小 19.3%和 7.0%, 而测量误差为 0, 0.01,
0.03和 0.07时, 两种算法重建温度误差相对差别小
于 3%, 甚至可能小于 1%. 可以认为此时两种算法
效果几乎一致. 需要指出的是这种计算带有随机
性, 在计算的过程中, 在同样的测量误差下一般会
出现Tikhonov算法重建误差更小, 偶尔也会出现
TSVD重建误差更小, 但总体上是Tikhonov算法
重建误差更小, 且部分情况下Tikhonov算法重建
误差比TSVD重建误差小20%以上, 相反现象则没
有出现.

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

0.12

σ

TSVD

Tikhonov

图 4 Tikhonov和TSVD算法下温度场重建误差随测量
误差的变化

Fig. 4. Temperature field reconstruction errors with
measurement errors under Tikhonov and TSVD.
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为了更形象地比较两种算法重建的结果, 并且
可以与假定温度场做比较, 这里也给出了两种算法
在测量误差为 0.01时典型断面的温度图, 如图 5和
图 6 .
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图 5 Tikhonov算法重建典型断面温度场示意图
(a) i = 5断面; (b) j = 5断面; (c) k = 5断面

Fig. 5. Temperature distribution on the typical cross
sections under Tikhonov algorithm: (a) The cross sec-
tion i = 5; (b) the cross section j = 5; (c) the cross
section k = 5.
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图 6 TSVD算法重建典型断面温度场示意图 (a) i = 5

断面; (b) j = 5断面; (c) k = 5断面

Fig. 6. Temperature distribution on the typical cross
sections under TSVD algorithm: (a) The cross section
i = 5; (b) the cross section j = 5; (c) the cross section
k = 5.

重建计算时间对算法的评估也很重要, 特别是
需要在线重建温度场时. 图 7是重建时间随测量误
差的变化, 计算机处理器为 i7-3770 k. 从图中可以
看到, 重建时间和测量误差几乎没有关系, 重建时
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间都在2—2.5 s之间. 两种算法重建时间差距不大,
细致分析所得结果可以得到Tikhonov 平均计算时
间会短一些. 在测量误差σ为 0, 0.01, 0.03, 0.05,
0.07和 0.1时, Tikhonov算法重建时间比TSVD重
建时间短−0.0917, −0.049, 0.161, 0.002, 0.135和
0.091 s. 造成TSVD算法运行时间较长的主要原因
是该算法需要对系数矩阵进行SVD分解, 该分解
过程就需要运行 2 s以上时间, 而Tikhonov算法中
则没有SVD分解过程. 需要特别指出的是, 随着系
数矩阵元素的增加, SVD的分解时间会急剧增加,
原则上随着重建体元的增加, Tikhonov算法相比
于TSVD算法时间上的优越性会体现得更加明显.
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图 7 Tikhonov和TSVD算法下重建时间随测量误差的
变化

Fig. 7. Temperature field reconstruction time with
measurement errors under Tikhonov and TSVD.

表 1 Tikhonov与TSVD重建最高温度的比较
Table 1. Maximum reconstruction temperature under
Tikhonov and TSVD.

算法 均方差 σ
最高温度

相对误差/%
假设最高温度

所在体元

重建最高温度

所在体元

Tikhonov 0 0 445 445

0.01 0.1322 445 535

0.03 0.3723 445 445

0.05 1.0156 445 435

0.07 1.9196 445 444

0.1 1.6374 445 203

TSVD 0 0 445 445

0.01 0.4735 445 345

0.03 1.7751 445 556

0.05 2.7335 445 455

0.07 2.5486 445 434

0.1 1.6954 445 203

重建中最高温度的重建效果是另一项考察重

建算法好坏的指标. 表 1给出两种算法在最高温重
建的重建温度误差和最高温度体元位置. 对于重建
中最高温度的重建效果这个指标, Tikhonov算法明
显比TSVD算法好. 在不同测量误差下Tikhonov
重建出的最高温度相对误差都比TSVD算法要小,
而且从重建最高温度可知体元也更接近假设最高

温度体元所在位置. 需要指出的是, 体元 535, 435,
444和203在空间上的位置都在体元445附近, 所以
Tikhonov算法重建的最高温度体元位置是相对准
确的.

5 结 论

锅炉内三维火焰温度场研究已经有较多文

献 [1−10]讨论, 通过CCD摄像机, 使用多种算法都
可以重建出炉内温度场. 本文采用这些文献中常
用的算法 (Tikhonov和TSVD算法)都成功地重建
出炉内的温度场, 说明使用CCD可以重建出炉内
温度场. 文中采用广义交叉检验准则寻找正则化
参数, 较好地解决了重建算法中的选择算法参数的
难题.

在重建算法比较中, 在重建误差、重建计算时
间和重建中最高温度的重建效果中Tikhonov算法
都比TSVD算法都要好一些. 由于计算结果的随
机性, 偶尔会出现TSVD计算结果好一些. 总体来
说, 在炉膛三维温度场重建中Tikhonov算法优于
TSVD算法.
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Abstract
Radiative imaging of combustion flame in furnace of power plant plays an increasingly important role in combustion

diagnosis. The flame radiation image taken by a charge-coupled device (CCD) camera can reconstruct three-dimensional
flame temperature distribution in the furnace. CCD cameras are used for capturing the flame images to obtain the line-
of-sight radiation intensities. The temperature reconstruction matrix equation is a seriously pathological equation. Thus
the temperature field reconstruction problem is an ill-posed problem. The two algorithms (Tikhonov regularization and
truncated singular value decomposition (TSVD)) for solving the temperature field reconstruction are introduced. The
size of the numerical simulation system is 10 m × 10 m × 10 m, which is divided into 10 × 10 × 10 volume elements
in the three dimensions. Each volume element is a unit cube. Generalized cross-validation (GCV) is used to select
the correct regularization parameter. The measured data are simulated by adding different random errors to the exact
solution of the direct problem. The reconstructed temperature deviation is calculated by the two algorithms separately.
When the measuring errors are 0.05 and 0.10, the reconstruction errors based on Tikhonov are respectively 19.3% and
7.0%, less than those based on TSVD. When the measuring errors are 0, 0.01, 0.03 and 0.07, the differences between the
two kinds of errors are all less than 3%. Both the algorithms can reconstruct the correct temperature field. The times
required to reconstruct the temperature field by the two algorithms are compared and their effects of the maximum
temperature are also compared. When the measuring errors are 0, 0.01, 0.03, 0.05, 0.07 and 0.1, the reconstruction times
based on Tikhonov are respectively −0.0917, −0.049, 0.161, 0.002, 0.135 and 0.091 s, shorter than the reconstruction
times based on TSVD. There is singular value decomposition (SVD) in TSVD. And this process takes more than 2 s. If
the problem is more complicated, SVD takes much more time. The errors of the maximum reconstruction temperature
under Tikhonov are smaller. And the position of the maximum reconstruction temperature under Tikhonov is near the
position of the exact maximum temperature in space. The maximum reconstruction temperature under TSVD is not
so good as that under Tikhonov. Preliminary results indicate that the Tikhonov-based reconstruction is slightly better
than the TSVD-based reconstruction, especially in reconstruction error, reconstruction time, and effects of the maximum
temperature.

Keywords: temperature reconstruction, Tikhonov regularization, truncated singular value decomposi-
tion, random
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