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二值噪声激励下欠阻尼周期势系统的随机共振∗

马正木 靳艳飞†

(北京理工大学宇航学院, 北京 100081)

( 2015年 7月 23日收到; 2015年 8月 26日收到修改稿 )

研究了二值噪声和周期信号共同激励下欠阻尼周期势系统的随机共振. 利用随机能量法计算了系统的平
均输入能量和平均输出信号的振幅和相位差, 讨论了二值噪声对随机共振的影响. 发现随着噪声强度的增大,
平均输入能量曲线存在一个极小值和一个极大值, 系统出现先抑制后共振的现象; 同时, 系统信噪比曲线随噪
声强度的增加出现单峰现象, 说明系统存在随机共振现象.
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1 引 言

随机共振的概念是Benzi等 [1]和Nicolis [2] 在

研究第四纪全球冰川期问题时提出的, 30 多年来,
随机共振及其相关问题的研究在理论和实验上都

取得了丰硕成果 [3−6]. 然而, 这些研究和成果大多
集中在经典双稳系统, 对周期势系统的研究较少.
周期势系统是多稳系统, 在很多领域都有着重要应
用, 如: 生物马达中的棘齿模型、物理领域的约瑟
夫森结、工程力学中的阻尼摆模型等. Fronzoni和
Mannella [7] 研究了倾斜的周期势系统中由噪声驱

动的布朗粒子传输问题, 并搭建了锁相环电路模型
进行实验验证. Dan等 [8] 从理论上研究了非均匀

介质中质点在过阻尼周期势系统中的运动, 取适当
相位差时, 质点的运输会随着噪声强度的变化达到
随机共振的效果. Saikia等 [9,10] 发现在驱动频率接

近最小势阱的固有频率时, 欠阻尼的周期势系统中
存在随机共振现象, 并把随机能量法作为新的指标
量引入到随机共振的研究中, 发现两个稳定的动力
学状态和随机共振的产生都主要取决于系统的阻

尼比和驱动振幅. Liu和Jin [11]研究了色噪声激励

下欠阻尼周期势系统中布朗粒子的动力学行为及

随机共振, 发现噪声相关时间会影响随机共振发生
时最优噪声强度的取值和随机共振的区域宽度. Ai
等 [12] 研究了非对称周期势系统中没有相互作用的

自航粒子在波纹通道中的整流和扩散, 数值模拟得
到了粒子的平均速度和扩散系数, 发现自航粒子可
以自行纠正速度.

在随机共振的研究中, 噪声对动力系统演化起
决定性作用. 高斯噪声是实际研究中常用的噪声,
一般分为高斯白噪声和高斯色噪声. 然而, 高斯白
噪声是不存在的, 故在实际问题中大多是具有非零
关联时间的高斯色噪声. 二值噪声是一种随机电
报噪声, 是真实噪声的典型模型 [13−18]. 同时, 二
值噪声属于色噪声, 具备简单的统计特性, 在不同
极限条件下, 二值噪声可以近似为高斯白噪声或者
散粒白噪声 [13]. Fulinski [14]发现在非马尔可夫二

值噪声影响下, 线性过程表现出非线性, 且在外部
震荡场作用下噪声诱导的迁移出现随机共振现象.
Rozenfeld等 [15]指出在弱周期信号和二值噪声驱

动下的随机双稳系统中, 加入二值噪声后随机共振
现象显著增强, 信噪比和功率谱增益取值都明显增
大. Wozinski [16] 对两个相关二值噪声诱导下过阻

尼粒子的逃逸问题进行了研究, 推出了平均首次穿
越时间的方程式, 并观察到了粒子在多种情况下的
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加速和减速过程. Xu等 [17]研究了非对称二值噪声

作用下双稳系统的随机共振, 发现系统响应也会呈
现非对称性. Jin [18]研究了乘性二值噪声激励下捕

食与被捕食模型的解矩稳定性.
本文研究了二值噪声和外加周期信号驱动下

的欠阻尼周期势系统的随机共振. 利用系统平均输
入能量、平均输出信号振幅和相位差、信噪比等指

标量验证了系统随机共振现象的产生, 讨论了二值
噪声强度、噪声相关时间、输入信号、势能不对称系

数对系统随机共振的影响.

2 模型的建立

考虑在外加周期信号作用下, 二值噪声激励下
欠阻尼周期势系统的随机微分方程为

ẍ(t) + γẋ(t) = −V ′(x) + F (t) + η(t), (1)

其中, γ为阻尼比, 周期势场V (x) = − sin(x), 外加
周期信号F (t) = A cos(ωt), η(t)为对称二值噪声,
其统计特性为
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图 1 二值噪声的时间历程 (dt = 0.2, τ = 5) (a) Q = 1;
(b) Q = 3

Fig. 1. Time histories of η(t) for different noise intensities
(dt = 0.2, τ = 5): (a) Q = 1; (b) Q = 3.

⟨η(t)⟩ = 0,

⟨η(t)η(t′)⟩ = Q

τ
exp

(
− |t− t′|

τ

)
, (2)

其中Q为噪声强度, τ为相关时间.
二值噪声η(t)取两个固定值a, b(a > 0, b < 0),

η(t)的取值在a, b之间随机转换, 其中噪声由a跃

迁到 b 的概率为µa, b 跃迁到a的概率为µb
[19]:

η(t) ∈ {a, b},

Q = −abτ,

λ = τ−1 = µa + µb. (3)

当λ → ∞, Q/τ → ∞ , (3)式退化为高斯白噪声.
图 1中是不同噪声强度下, 二值噪声的时间历

程 [20,21].

3 随机共振

3.1 系统的响应特性

图 2、图 3和图 4分别是Q取不同值时, 系统
(1)对应的时间历程、相图和概率密度, 其中噪声强
度Q的取值分别为 (a) Q = 0.001, (b) Q = 0.06,
(c) Q = 0.16, (d) Q = 0.22. 在图 2中, 当噪声强度
Q很小时, 系统只存在一个稳态, 随着Q的逐渐增

大, 系统出现多个稳态. 在图 3中, 当噪声强度Q很

小时, 系统粒子只在一个势阱中运动, 而随着Q的

增大, 粒子运动的势阱由一个变为多个.
对应 (1)式的郎之万方程, 概率密度ρ(x, t)的

福克 -普朗克方程可写为
∂ρ(x, y, t)

∂t

= − ∂

∂x
[yρ(x, y, t)]

− ∂

∂y
[(−γy + cos(x) + F (t))ρ(x, y, t)]

+Q
∂2

∂y2
ρ(x, y, t), (4)

式中 y = ẋ. 由于 (4)式没有解析解, 利用 (1)式通
过数值模拟给出随机变量x(t)在不同噪声强度下

的概率密度ρ(x, t), 如图 4所示. 输出信号的取值
在Q较小时主要集中在一个波峰, 对应一个稳态,
随着Q的逐渐增大, 波峰逐渐增加到多个, 对应多
个稳态. 以上分析说明, 随着噪声强度逐渐增加达
到最优值, 系统的粒子在多个稳态之间跳跃, 系统
可能产生随机共振.
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图 2 不同噪声强度下输出信号的时间历程 (a) Q = 0.001; (b) Q = 0.06; (c) Q = 0.16; (d) Q = 0.22

Fig. 2. Time histories of x(t) for different noise intensities: (a) Q = 0.001; (b) Q = 0.06; (c) Q = 0.16;
(d) Q = 0.22.
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图 3 不同强度下系统的相图 (a) Q = 0.001; (b) Q = 0.06; (c) Q = 0.16; (d) Q = 0.22

Fig. 3. Phase trajectories of system for different noise intensities: (a) Q = 0.001; (b) Q = 0.06;
(c) Q = 0.16; (d) Q = 0.22.
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图 4 不同强度下系统的概率密度 (a) Q = 0.001; (b) Q = 0.06; (c) Q = 0.16; (d) Q = 0.22

Fig. 4. Plot of P (x) with x for different noise intensities: (a) Q = 0.001; (b) Q = 0.06; (c) Q = 0.16;
(d) Q = 0.22.

3.2 随机能量法

随机能量法是以系统中周期力与随机力之间

各项做功和能量转换来研究随机动力学的过程.
外部周期力在一个周期L = 2π/ω 内对系统

做功为

W (t0, t0 + τ0) =

∫ t0+L

t0

F0ω0x(t) sin(ω0t)dt, (5)

同一初始条件下 (单一轨迹)N个周期的平均输入
能量为W为

W =
1

N

N∑
n=0

W (nL, (n+ 1)L). (6)

在数值模拟中, 我们取 γ = 0.12, A = 0.2,
ω = π/4, τ = 5, dt = 0.2, N = 2500, 初
始条件 v(0) = 0, x(0) = −π/2 + i × 2π/500

(i = 1, 2, 3, · · · , 500). 图 5 (a)描述了在二值噪声
的相关时间 τ = 5时, 所有轨迹不同周期的平均输
入能量随二值噪声强度Q的变化曲线. 随着噪声
强度Q 的增大, 平均输入能量的变化曲线展现出
明显的非单调关系, 表明存在随机共振现象; 当噪
声强度Q较小时, 平均输入能量随着强度的增大而
减小, 在Q = 0.06附近出现一个最小值, 出现共振

抑制现象; 随着噪声强度Q的继续增大, 变化曲线
开始逐渐上升直到出现一个峰值, 这是典型的随机
共振现象. 图 5 (b)描述了不同噪声强度下平均输
入能量随二值噪声相关时间的变化关系. 随着相
关时间的增大, 平均输入能量先单调上升出现一个
峰值, 然后下降到一个最小值, 再继续上升到一定
程度然后不再随相关时间的增大而变化, 此变化趋
势与平均输入能量随噪声强度的变化趋势完全相

反. 这是由于二值噪声的强度和相关时间满足关系
式Q = −abτ , 即噪声强度和相关时间成反比. 由
图 5 (b)可以发现随着二值噪声强度的增大, 曲线
取得最值对应的相关时间也在增大, 且随机共振区
域也越大.

根据线性响应理论, 系统的平均输出信号x(t)

可以写为 ⟨x(t)⟩ = A cos(wt + φ), 可以得到平均输
出信号振幅和相位差的表达式 [18]:A1 = ⟨x(t) cos(wt)⟩ ,

A2 = ⟨x(t) sin(wt)⟩ ,
(7)

A =
√
A2

1 +A2
2,

φ = − arctan
(
A1

A2

)
. (8)
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根据 (7)和 (8)式, 可得平均输出信号的振幅和相
对输入信号的相位差随二值噪声强度的变化曲

线, 如图 6所示. 图 6 (a)中平均输出信号振幅随
噪声强度的变化先出现一个最小值, 然后出现
一个峰值, 存在随机共振现象. 图 6 (b)中, 平

均输出信号相对输入信号的相位差随二值噪声

强度的变化曲线也表明随机共振现象的存在.
当平均输入能量和平均输出信号的振幅取得

最小值时, 平均输出信号与输入信号的相位差
最小.
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图 5 (网刊彩色)平均输入能量随噪声参数的变化 (a)强度; (b)相关时间
Fig. 5. (color online) Plot of ⟨W ⟩ for different parameters of dichotomous noise: (a) Noise intensity; (b) noise
correlation time.
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图 6 平均输出信号的参数随噪声强度的变化 (a) 振幅; (b)相位差
Fig. 6. Plot of different parameters of average output signal with intensity of noise: (a) Amplitude; (b) phase
difference.
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图 7 (网刊彩色)不同α下的周期势场及平均输入能量的变化 (a)周期势场; (b) 平均输入能量

Fig. 7. (color online) Plot of V (x) and ⟨W ⟩for different α: (a) Potential field; (b) average input energy.
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当系统中的周期势场变为V (x) = − sin(x) −
α/2 sin(2x)(α 为不对称系数), 周期势能不再满足
反演对称性, 变为棘齿势能, 系统也变成能够产生
定向输运的棘齿系统, 即生物上的分子马达. 如
图 7所示, 我们数值模拟了不同α下的周期势场随

x的变化及平均输入能量随噪声强度的变化. 在
图 7 (a)中, 随着α的增大, 周期势场随x(t)的变化

曲线失衡度越来越高. 在图 7 (b)中, 随着α的增大,
平均输入能量随噪声强度的变化曲线取得的极小

值逐渐减小, 而随机共振区域逐渐增大.

3.3 信噪比

信噪比是随机共振现象中常用的定量分析指

标之一, 输出信噪比定义为输出总信号在f0处的功

率与噪声在 f0处的功率谱密度之比
[22,23]:

SNR = 10 lg
(
s(f0)

N

)
, (9)

式中 s(f0)为输出信号在 f0处的功率谱, N为噪声
在 f0处附近 10 个点的平均功率谱. 通过数值模拟
得到了信噪比SNR随二值噪声强度Q变化的非单

调性曲线, 如图 8所示. 从图 8中可以看到, 随着二
值噪声强度Q的增大, SNR的变化曲线出现显著
的随机共振现象特性.
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图 8 SNR随噪声强度的变化曲线

Fig. 8. Plot of SNR with noise intensity.

4 结 论

本文主要研究了欠阻尼周期势系统中由二值

噪声和外加周期力激励下的随机共振. 在取适当的
参数条件下, 由二值噪声和外加周期信号激励的欠
阻尼周期势系统中存在随机共振现象. 当二值噪声
的相关时间较小时, 随着相关时间的增大, 外加周
期信号的平均输入能量的变化曲线呈现出显著的

非单调性的随机共振现象; 且随着二值噪声的强度

增大, 出现随机共振现象所对应的相关时间取值越
大, 共振区域也越大. 同时, 在棘齿系统中, 随着不
对称系数α的增大, 周期势场失衡度越高, 随机共
振区域也越大. 此外, 由平均输出信号振幅和信噪
比判定的随机共振曲线取得最值所对应的噪声强

度基本一致, 随机能量法中因噪声做功和系统被动
耗散能量的影响, 变化曲线取得最值所对应的强度
与以上两种方法相比较大; 另外, 平均输出信号振
幅和信噪比判定的随机共振曲线取得最小值时, 输
出信号与输入信号的相位差最小.
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Abstract
Periodic potential system is widely used in a lot of areas such as biological ratchet model of motor, Josephson

junction in the field of physics, engineering mechanics of the damping pendulum model, etc. Meanwhile, in the study
of stochastic resonance, noise is crucial for dynamical system evolution. There are mostly colored Gaussian noises with
nonzero correlation times in practical problems. Dichotomous noises belong to the color noises, and they have some
simple statistical properties. In this paper, we study the motion of a Brownian particle in a periodic potential, driven by
both a periodic signal and a dichotomous noise. The periodic potential system is different from the bistable system, so
we use multiple indexes to explain the stochastic resonance. We calculate the average input energy of the system and the
average output signal amplitude and phase difference by using stochastic energetics. Then we discuss the influences of
the dichotomous noise intensity, noise correlation time and asymmetric coefficient of potential energy on the stochastic
resonance. The results show that with the increase of the noise correlation time, a minimum value and a maximum value
occur on the curve of the average input energy, meanwhile, the phenomenon of resonance appears in the system. With
the increase of the noise intensity, the value of noise correlation time becomes greater when the phenomenon of stochastic
resonance appears. Therefore, the region of stochastic resonance becomes bigger as the noise intensity or the asymmetry
coefficient increases. Moreover, with the increase of the noise intensity, a mono peak is found for the signal-to-noise ratio
(SNR) of the system and the stochastic resonance appears in this system. With the increase of the noise intensity, we
compare the change of the SNR, the average input energy, and the average output signal amplitude. We find that the
values of the amplitudes of the average output signal and SNR are basically the same, while the values of the amplitude
of the average input energy of the system are a little different. This is because during the process of periodic signal doing
work to the system, noise does work and passive dissipation energy of the system occures. In addition, when the curves
of the amplitude of the average output signal and SNR reach their corresponding minimum values, the phase difference
between the output signal and input signal is minimal.

Keywords: periodic potential, dichotomous noise, stochastic resonance, stochastic energetics
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